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Численный анализ рассеяния волны на паре звуконепроницаемых сфер
методомортогонального центрального композиционного планирования

Э.Ш. Насибуллаева
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа
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В настоящей работе проведен анализ рассеяния волны на системе двух звуконепроницаемых сфер методом ортогонального цен-
трального композиционного планирования. Основными целями работы являются: определение основных параметров, изменение
которых существенным образом влияет на всю систему; определение значений варьируемых параметров системы, при которых
искомые функции (полное сечение рассеяния и нормированное давление в фиксированной точке) принимают наименьшее и наи-
большее значения, а также исследование системы при оптимальных значениях параметров. Метод ортогонального композиционного
планирования реализован для трехфакторного вычислительного эксперимента, где в качестве факторов были выбраны три ос-
новные параметры системы: волновой радиус, отношение радиусов сфер и расстояние между центрами сфер. Для полученного
уравнения регрессии проведены проверки значимости коэффициентов с помощью t-критерия Стьюдента и адекватности модели с
использованием F-критерия Фишера. Показано, что в случае воздействия сферической волны от монопольного источника излучения
нелинейное влияние факторов более выражено, чем в случае плоской волны; нормальное давление в точке является нечувстви-
тельным к изменению параметров в случае воздействия плоской волны, а также в случае монопольного источника излучения для
малых величин комплексной проводимости поверхности сфер; полное сечение рассеяния является сильно чувствительным в случае
системы с идеально жесткими сферами; наибольшее и наименьшее значения целевые функции достигают на границе трехмерной
параметрической области изменения факторов. Построены диаграммы распределения давления, которые позволили определить
для найденных оптимальных значений факторов зоны повышенного или пониженного давления.

Ключевые слова: акустическое рассеяние, звуконепроницаемая сфера, вычислительный эксперимент, метод ортогонального
центрального композиционного планирования, полное сечение рассеяния, плоская волна, монопольный источник излучения
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Numerical analysis of wave scattering by a pair of soundproof spheres by
orthogonal central compositional design method
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In the paper, the analysis of wave scattering on a system of two soundproof spheres was carried out using the orthogonal central compositional
design method. The main objectives of the work are to determine the main parameters, the change of which significantly affects on the
whole system; to determine the variable parameter values of the system, at which the loss functions (the total scattering cross section and
the normalized pressure at a fixed point) take the minimum and maximum values, and to study the system at optimal parameter values. The
orthogonal compositional design method is implemented for a three-factor computational experiment, where three main parameters of
the system were selected as factors: the wave radius, the ratio of the sphere radii, and the distance between the sphere centers. For the
obtained regression equation, the significance of the coefficients was checked using Student’s t-test and the adequacy of the model using
Fisher’s F-test. It was found that in the case of a spherical wave from a monopole radiation source, the nonlinear influence of the factors is
more pronounced than in the case of a plane wave; normal pressure calculated at a fixed point is insensitive to changes in parameters in
the case of a plane wave, as well as in the case of a monopole radiation source for small values of the sphere surface complex conductivity;
the total scattering cross section is highly sensitive in the case of a system with ideally rigid spheres; the highest and lowest values of the
loss functions are achieved at the boundary of the three-dimensional parametric region of factors changes. Pressure distribution diagrams
were constructed, which made it possible to determine the zones of high or low pressure for the found optimal values of the factors.
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1. Введение
При исследовании задачи рассеяния акустической

волны на множестве препятствий малых размеров осо-
бый интерес представляет изучение рассеяния волны
на системе, состоящей из двух сфер. Связано это с тем,
что, с одной стороны, в таких системах имеет место вза-
имодействие рассеянных от сферических частиц полей,
а, с другой стороны, данное взаимодействие является
достаточно простым для того чтобы его можно было
подробно изучить. На сегодняшний день существует
множество работ, посвященных данной тематике (см.,
например, [1–12]), с обзором которых можно подробно
ознакомиться в работе [13].

В настоящей работе впервые проведен анализ рассе-
яния волны (плоской или сферической от монопольного
источника излучения) на системе двух звуконепроница-
емых (волна не проходит через поверхность) сфер ме-
тодом ортогонального центрального композиционного
планирования (ОЦКП) [14–18]. Данный метод реализу-
ется для трехфакторного вычислительного эксперимен-
та, где в качестве факторов берутся один физический
(волновой радиус) и два геометрических (отношение
радиусов сфер и расстояние между центрами сфер) па-
раметра системы. Основными целями работы являются:
определение основных параметров, изменение которых
существенным образом влияет на всю систему; опре-
деление значений варьируемых параметров системы,
при которых искомые функции (полное сечение рассея-
ния и нормированное давление в фиксированной точке)
принимают наименьшее и наибольшее значения, а так-
же исследование системы при оптимальных значениях
параметров.

2. Постановка задачи и основные
уравнения
Рассмотрим две звуконепроницаемые сферы раз-

личных радиусов a1 и a2, которые расположены в трех-
мерном пространстве, заполненном однородной средой
с плотностью ρ0 и скоростью звука c0. Без ограничения
общности выберем общую систему декартовых коор-
динат так, чтобы ось z проходила через центры этих
сфер, а начало располагалось в середине отрезка, соеди-
няющего данные центры (см. рис. 1). Тогда декартовы
координаты центров сфер будут равны r′1 = (0, 0, δl) и
r′2 = (0, 0,−δl). Предполагается, что центры сфер непо-
движны.

Будем рассматривать два вида внешнего воздей-
ствия:

• сферическая волна от монопольного источника из-
лучения, расположенного в точке MS с декартовы-
ми координатами (xMS , yMS , zMS) = (−dMS , 0, 0);

• плоская волна с нормальным вектором n̂PW к

ее фронту, имеющим сферические координаты
(rPW , θPW ,φPW) = (1,π/2, 0).

Математическая модель, описывающая рассеяние
волны на паре звуконепроницаемых сфер в случае осе-
вой симметрии, приведена в работе [12]. В настоящей
работе представим модель в общем случае, которая со-
стоит из уравнения Гельмгольца для комплексного по-
тенциала ψ(r) произвольной точки пространства M с
радиус-вектором r:

∇2
ψ(r) + k2

ψ(r) = 0,

где k — волновое число, и граничных условий общего
сопротивления на поверхностях S1 и S2 сфер в случае,
когда волна не может пройти через эти поверхности:(

∂ψ

∂n
+ iσvψ

)∣∣∣∣
Sv

= 0, v = 1, 2,

где n — нормаль к поверхности; σv — комплексная пол-
ная проводимость для v-й сферы; i —мнимая единица.
Отметим, что при σv = 0 имеет место случай идеально
жесткой сферы, а при σv → ∞—идеально мягкой сферы.

Потенциал внешнего поля представляется в виде:

ψ(r) = ψin(r) + ψscat(r) = ψin(r) + ψ
(1)
scat(r) + ψ

(2)
scat(r),

где ψin(r)— потенциал падающего поля; ψscat(r)— по-
тенциал поля рассеяния, удовлетворяющий условию из-
лучения Зоммерфельда [19]

lim
r→∞

r
(

∂ψscat
∂r

− ikψscat

)
= 0,

соответствующему затуханию уходящим на бесконеч-
ность волнам; ψ(v)

scat — потенциал, регулярный вне v-й
сферы и также удовлетворяющий условию излучения
Зоммерфельда. Отметим, что потенциал ψ(v)

scat вызывает
изменения в поле рассеяния, вызванные v-й сферой, но
с учетом влияния соседней сферы.

y

z

δl

δl

x

MS

MC

n̂PW

Рис. 1. Схема задачи
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В случае монопольного источника излучения потен-
циал падающего поля определяется по формуле

ψin(r) = −V0
eik|r− rs|
4π|r− rs|

,

где V0 — производительность монопольного источни-
ка излучения; rs — радиус-вектор точки MS. В случае
плоской волны имеет место следующая формула:

ψin(r) =
p0

iωρ0
eikn̂PW ·r,

где p0 — амплитуда плоской волны; ω = 2π f — угловая
частота; f — частота внешнего поля.

В соответствии с методом разложения по мультипо-
лям [20] осуществляется переход к сферической системе
координат, связанной с центром v-й сферы (r − r′v =
rv = (rv, θv,φv)), и потенциал поля рассеяния ψscat(r)
представляется в следующем виде:

ψscat(r) =
∞

∑
n=0

n

∑
m=−n

(
A(1)m

n Sm
n (r1) + A(2)m

n Sm
n (r2)

)
.

Здесь A(v)m
n — коэффициенты разложения по мультипо-

лям; Sm
n (rv) = hn(krv)Ym

n (θv,φv)—мультиполь порядка
n и степени m; hn(kr)— сферические функции Ханкеля
1-го типа; Ym

n (θ,φ)— ортогональные сферические гар-
моники [21]. Неизвестные коэффициенты A(v)m

n опреде-
ляются из решения системы линейных алгебраических
уравнений, которая в общем случае записывается в сле-
дующем матричном виде [22]:

LA = D, (1)

c матрицей и векторами в случае двух сфер определя-
емые как:

A = {Au0} =
(
{A(1)s

l }T, {A(2)s
l }T

)T
,

D = {Dt0} =
(
{D(1)m

n }T, {D(2)m
n }T

)T
=

=
(
{−B(1)

n Cm
in,n(r

′
1)}T, {−B(2)

n Cm
in,n(r

′
2)}T

)T
,

L = {Lu0t0} =


{

L(11)
u1t1

} {
L(12)

u1t1

}
{

L(21)
u1t1

} {
L(22)

u1t1

}
 =

=

 {δu1t1}
{

B(1)
n (S|R)sm

ln (r′12)
}

{
B(2)

n (S|R)sm
ln (r′21)

}
{δu1t1}

 ,

где B(w)
l =

kj′n(ka) + iσjn(ka)
kh′n(ka) + iσhn(ka)

; u0 = (v − 1)(ntr + 1)2 +

(l + 1)2 − (l − s); t0 = (w − 1)(ntr + 1)2 + (n + 1)2 − (n −
m); u1 = (l + 1)2 − (l − s); t1 = (n + 1)2 − (n − m);
l = 0, 1, ..., ntr; s = −l, ..., l; n = 0, 1, ..., ntr; m = −n, ..., n;
v, w = 1, 2. Здесь jn(kr) и j′n(kr) — сферические функ-
ции Бесселя 1-го типа и их производные [21]; Cm

in,n(r
′
w)—

коэффициенты разложения падающего поля ψin около
центра w-й сферы (r = r′w); (S|R)sm

ln (r′vw)— коэффициен-
ты перехода при повторном разложении по мультипо-
лям [20]; r′vw —вектор с началом в центре v-й и концом в
центреw-й сфере; δu1t1 —символ Кронекера; ntr—число
членов рядов после их усечения по l и n, которое необхо-
димо проводить, поскольку при численной реализации
система уравнений (1) должна быть конечной.

Поскольку давление p и потенциал ψ связаны соот-
ношением p = iωρψ, то значение p(rc) в некоторой точ-
ке Mc с радиус-вектором rc может быть вычислено как

pMc ≡ p(rc) = iωρ0

(
ψin(rc)+

+
∞

∑
n=0

n

∑
m=−n

(
A(1)m

n Sm
n (r1) + A(2)m

n Sm
n (r2)

)) (2)

с коэффициентами A(v)m
n , определяемыми из решения

системы уравнений (1).
Основной характеристикой при исследовании за-

дачи акустического рассеяния на препятствиях малых
размеров является полное сечение рассеяния σs. Явная
формула данной характеристики в случае двух сфер при-
мет следующий вид [23]:

σs =
ωρ0

2kI0

(
ntr

∑
n=0

n

∑
m=−n

(∣∣∣A(1)m
n

∣∣∣2+∣∣∣A(2)m
n

∣∣∣2)+
+Re

( ntr

∑
n=0

n

∑
m=−n

ntr

∑
l=0

l

∑
s=−l

(−1)n+min+lc(nmls)×

×
(

A(1)m
n

(
A(2)s

l

)∗
ei(m−s)φ12×

×
n+l

∑
i1=|n−l|

b(nmls)
i1

ii1 ji1(kr12)Pm−s
i1

(cos(θ12))+

+A(2)m
n

(
A(1)s

l

)∗
ei(m−s)φ21×

×
n+l

∑
i1=|n−l|

b(nmls)
i1

ii1 ji1(kr21)Pm−s
i1

(cos(θ21))

)))
,

(3)

где I0 — интенсивность падающей волны; знак «*» в
верхнем индексе обозначает сопряженную величину;
c(nmls) — коэффициент, определяемый по формуле

c(nmls) = (−1)(m−|m|+s−|s|)/2×

×

√
(2n + 1)(2l + 1)

(n − |m|)!(l − |s|)!
(n + |m|)!(l + |s|)! ;

b(nmls)
i1

— коэффициенты Клебша–Гордана, которые мо-
гут быть вычислены, например, по формулам, представ-
ленным в книге [24]; (rvw, θvw,φvw) — сферические ко-
ординаты радиус-вектора rvw с началом в центре v-й и
концом в центре w-й сферах; Pm

n (cos θ)— присоединен-
ные функции Лежандра [21].
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3. Трехфакторный вычислительный
эксперимент
Исследуем влияние одного геометрического (вол-

новой радиус ka1) и двух геометрических (отношение
радиусов сфер a2/a1 и расстояния δl, характеризующее
расстояние между центрами сфер) параметров систе-
мы. Для этого рассмотрим отклонение на 20 % данных
параметров (факторов) от их фиксированных (средних)
значений (ka1)0, (a2/a1)0 и (δl)0 соответственно. В этом
случае малое отклонение от средних величин будет за-
даваться как δfix = 0.2.

В рамках метода ОЦКП проведем трехфакторный
вычислительный эксперимент (n = 3) с факторами Xj =
1 ± δfix (j = 1, 2, 3), задающими отклонения величин от
средних значений, в следующем виде:

ka = X1(ka1)0; a2/a1 = X2(a2/a1)0; δl = X3(δl)0,

что позволяет свести их рассмотрение к одному диа-
пазону [Xj,−1, Xj,+1] = [0.8, 1.2] (j = 1, 2, 3), где Xj,−1 и
Xj,+1 — нижний и верхний уровни j-го фактора.

Рассмотрим две функции отклика (целевые функ-
ции):

• Y1 — полное сечение рассеяния для системы двух
сфер, вычисленное с помощью формулы (3), т.е.
Y1 ≡ σs;

• Y2 — нормированное давление в точке Mc
(см. рис. 1), т.е. Y2 ≡ |pMc /pin,Mc |, где pMc — давле-
ние, определяемое по формуле (2); pin,Mc — давле-
ние падающего поля в точке Mc.

Первая целеваяфункцияпозволяет провести анализ чув-
ствительности системы к малому изменению парамет-
ров в целом, а вторая — проанализировать изменение
в одной определенной точке пространства.

Построим регрессионную модель (уравнение ре-
грессии) второго порядка, которая записывается в виде
следующего квадратичного полинома:

p(x1, ..., xn) = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3+

+b4x1x2 + b5x1x3 + b6x2x3+

+b7

(
x2

1 − β

)
+ b8

(
x2

2 − β

)
+ b9

(
x2

3 − β

)
,

(4)

где bj (j = 0, 1, ..., 9) — коэффициенты регрессии, опре-
деляемые после реализации плана соответствующего
вычислительного эксперимента; β =

√
2n/nt — пара-

метр смещения.
Далее строится соответствующая матрица ОЦКП. В

качестве примера в табл. 1 представлена расширенная
матрица ОЦКП для монопольного источника излучения,
целевой функции Y1 при значении комплексной полной
проводимости σv = 10k0:

• первый столбец u обозначает номер эксперимен-
та (от 1 до nt). Поскольку общее число опытов nt
состоит из ny = 2n опытов на нижних и верхних

уровнях, n∗ = 2n опытов в так называемых «звезд-
ных» точках xj = ±α (α =

√
(
√nynt − ny)/2 — рас-

стояние до центральной точки плана (так называ-
емое звездное плечо), и одного опыта в централь-
ной точке, в которой все кодированные значения
xj = 0, имеем nt = ny + n∗ + 1 = 15;

• следующие 10 столбцов— кодированные значения
фиктивного параметра x0 ≡ 1, линейных слагае-
мых xj1 , парных взаимодействий xj1 xj2 и квадра-
тичных слагаемых x2

j1
− β. Кодированное значение

j-го фактора xj определяется следующим выраже-
нием:

xj =
Xj − Xj,c

Xj,l
,

где Xj,c = (Xj,−1 + Xj,+1)/2 и Xj,l = (Xj,+1 −
Xj,−1)/2 — центральное значение и интервал ва-
рьирования j-го фактора;

• 12-й столбец Y1,u — значения функции отклика Y1
при решении полной модели в u-м вычислитель-
ном эксперименте;

• последний столбец добавлен для демонстрации
относительной погрешности аппроксимации (4),
выраженной в процентах, которая определяется
следующим выражением:

δp,u =

∣∣∣∣ pu(x1, x2, x3)− Y1,u(x1, x2, x3)

Y1,u(x1, x2, x3)

∣∣∣∣ · 100%.

Отметим, что столбцы со 2-го по 12-й составляют ос-
новнуюматрицу ОЦКП (см., например, [17]), однако рас-
ширенная матрица ОЦКП [25] является более информа-
тивной. В табл. 1 последние две строки приведены для
удобства дальнейшего изложения: Σq — значения сум-
мы квадратов элементов q-го столбца матрицы плани-
рования; bq — вычисленные коэффициенты регрессии.

Обозначим через xju значение кодированной пе-
ременной xj (j = 0, 1, 2, 3) в u-м эксперименте. Тогда
коэффициенты регрессии для ОЦКП определяются по
следующей формуле:

bq =
ΣY,q

Σq
, (5)

где

ΣY,q =



nt
∑

u=1
xj1uYu при q = j1 (j1 = 0, 1, 2, 3);

nt
∑

u=1
xj1uxj2uYu при q = n + 1, ..., nq − n

(j1 = 1, ..., n − 1, j2 = j1 + 1, ..., n);
nt
∑

u=1
(x2

j1u − β)Yu при q = nq − n + 1, ..., nq

(j1 = 1, ..., n);
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Таблица 1. Расширенная матрица ОЦКП при n = 3 для целевой функции Y1 в случае монопольного источника излучения и σv = 10k0
при отклонении основных параметров на 20 %

u x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x2
1−β x2

2−β x2
3−β Y1,u δp,u, %

1 1 −1 −1 −1 1 1 1 0.27 0.27 0.27 5.415 0.064
2 1 1 −1 −1 −1 −1 1 0.27 0.27 0.27 4.053 0.206
3 1 −1 1 −1 −1 1 −1 0.27 0.27 0.27 8.088 0.289
4 1 1 1 −1 1 −1 −1 0.27 0.27 0.27 6.478 1.075
5 1 −1 −1 1 1 −1 −1 0.27 0.27 0.27 3.856 2.169
6 1 1 −1 1 −1 1 −1 0.27 0.27 0.27 3.882 0.242
7 1 −1 1 1 −1 −1 1 0.27 0.27 0.27 5.794 0.385
8 1 1 1 1 1 1 1 0.27 0.27 0.27 5.41 0.194
9 1 −1.215 0 0 0 0 0 0.747 −0.73 −0.73 5.718 1.84
10 1 1.215 0 0 0 0 0 0.747 −0.73 −0.73 4.47 1.507
11 1 0 −1.215 0 0 0 0 −0.73 0.747 −0.73 3.706 1.43
12 1 0 1.215 0 0 0 0 −0.73 0.747 −0.73 6.215 0.244
13 1 0 0 −1.215 0 0 0 −0.73 −0.73 0.747 5.99 0.771
14 1 0 0 1.215 0 0 0 −0.73 −0.73 0.747 4.621 1.819
15 1 0 0 0 0 0 0 −0.73 −0.73 −0.73 4.774 1.207
Σq 15 10.954 10.954 10.954 8 8 8 4.364 4.364 4.364
bq 5.231 −0.442 1.06 −0.617 −0.082 0.327 −0.204 0.165 0.075 0.308

Σq =



nt
∑

u=1
x0u = nt при q = 0;

nt
∑

u=1
xj1u = ny + 2α2 при q = 1, ..., n;

nt
∑

u=1
xj1uxj2u = ny при q = n + 1, ..., nq − n;

nt
∑

u=1
(x2

j1u−β)=ny(1−β)2+2(α2−β)2+(2n−1)β2

при q = nq − n + 1, ..., nq.

Значения коэффициентов bq позволяют определить сте-
пень влияния факторов: чем больше числовое значение
коэффициента, тем большее влияние оказывает соответ-
ствующий данному коэффициенту фактор. При этом,
если bq > 0, то с увеличением значения фактора па-
раметр оптимизации увеличивается, а если bq < 0 —
уменьшается. Так, в примере, представленном в табл. 1,
видно, что параметр оптимизации уменьшается бла-
годаря линейным воздействиям 1-го и 3-го факторов
(b1 < 0 и b3 < 0), а также взаимодействию второго фак-
тора с остальными (b4 < 0 и b6 < 0).

4. Проверка адекватности модели
регрессии

После построения уравнения регрессии (4) необхо-
димо провести проверку его адекватности. В случае вы-
числительного эксперимента, когда нет данных для рас-
чета дисперсии воспроизводимости и основная серия
опытов проводится без параллельных, применяется мо-
дификация F-критерий Фишера [26], заключающаяся
в сравнении дисперсии адекватности s2

ад и дисперсии
относительно среднего s2

ср с помощью формулы:

F =
s2
ср

s2
ад

, (6)

где

s2
ад =

1
nt − (nq + 1)

nt

∑
u=1

(Yu − pu)
2;

s2
ср =

1
nt − 1

nt

∑
u=1

(Yu − Y)2, Y =
1
nt

nt

∑
u=1

Yu.

Значение F, полученное в (6), сравнивается с табличным
критическим значением Fкр,αF ( f1, f2) для чисел степе-
ней свободы f1 = nt − 1 и f2 = nt − (nq + 1) и необхо-
димого уровня значимости αF (см., например, [14,27]).
Модель является адекватной, если

F > Fкр,αF ( f1, f2).

При этом, чем больше полученное значение F, тем бо-
лее эффективно уравнение регрессии (4). В настоящей
работе применяется 5 % уровень значимости (αF = 5%),
тогда Fкр,αF (14, 5) = 2.96.

5. Проверка значимости коэффициентов
уравнения регрессии
Если модель является адекватной, то проводится

проверка значимости коэффициентов построенного
уравнения регрессии (4). При вычислительном экспе-
рименте в результате проведения одних и тех же опы-
тов (расчетов при одних и тех же значениях парамет-
ров) получается тот же результат в отличие от натурных
испытаний, поэтому для проверки значимости коэф-
фициентов регрессии в настоящей работе применяется
t-критерий Стьюдента [27,28]. Для этого определяется
среднеквадратичное отклонение полинома p от расчет-
ных данных y, полученных в опытных точках u:

σY =

√√√√√ nt
∑

u=1
|pu − Yu|2

nt
. (7)
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Далее вычисляются оценки дисперсий коэффициентов
квадратичной модели по следующей формуле:

σbq =
σY√

Σq
, q = 0, 1, ..., nq.

По известной таблице распределения Стьюдента
(см., например, [27,28]) определяется критическое зна-
чение tкр,αt( f1) = tтабл исходя из числа степеней свобо-
ды ft и принятого уровня значимости αt и вычисляются
критические величины

bкр,q = tкр,αt( ft)σbq

для четырех типов коэффициентов bq. Если

bкр,q ⩽ |bq|, (8)

то коэффициент bq считается значимым, в противном
случае, он признается незначимым и исключается из
уравнения регрессии (4). В настоящей работе αt = 5 %
и tкр,αt(14) = 2.14.

6. Поиск оптимальных значений
параметров системы
В случае когда проверка показала адекватность мо-

дели, уравнение регрессии (4), полученное методом
ОЦКП, можно исследовать любыми аналитическими ме-
тодами, позволяющими определить оптимальное зна-
чение квадратичного полинома p, а, следовательно, и
целевой функции Y в зависимости от поставленных це-
лей задачи (например, определение наибольшего или
наименьшего значения, нахождение точек локального
максимума или минимума в исследуемой области и пр.).

В настоящей работе определя.тся наибольшее и наи-
меньшее значения функций отклика. Для этого после-
довательно определим все точки, подозрительные на
экстремум:

• внутри области. Для этого, поскольку n = 3, иссле-
дуется функция трех переменных внутри трехмер-
ной области [−1, 1]3;

• на границах области [−1, 1]3, когда одна из коди-
рованных переменных фиксирована и принимает
граничные значения xj = ±1 (j = 1, 2, 3), а осталь-
ныедвеменяютсяна отрезке [−1, 1], т.е. исследуют-
ся функции двух переменных внутри двумерных
областей [−1, 1]2;

• на границах областей [−1, 1]2, когда две кодиро-
ванные переменные фиксированы и принимают
граничные значения xj1 , xj2 = ±1 (j1 ̸= j2 = 1, 2, 3),
а третья меняется на отрезке [−1, 1], т.е. исследу-
ются функции одной переменной.

C помощью уравнения регрессии (4) вычисляются
значения полинома pj (j = 1, 2) в найденных точках. К
данному множеству значений pj присоединяется мно-
жество значений Yj,u, полученных ранее в результате

вычислительного эксперимента для j = 1, 2 и u = 1, ..., 8.
Максимальное и минимальное значения всех элемен-
тов данного множества дает наибольшее Yj,max (соот-
ветствующий набор кодированных параметров обо-
значим как xj,max = (x(max)

j,1 , x(max)
j,2 , x(max)

j,3 )) и наимень-
шее Yj,min (набор кодированных параметров — xj,min =

(x(min)
j,1 , x(min)

j,2 , x(min)
j,3 )) значения для целевой функций Yj.

Далее диапазон изменения значений функции Yj
(j = 1, 2) представляется в виде [Yj,min, Yj,max] ≡ Yj,ср ±
δYj , где Yj,ср — среднее значение функции Yj. Если δYj ⩽
δfix, то делается вывод, что целевая функция Yj нечув-
ствительна, а при δYj > δfix — чувствительна к измене-
нию параметров. При этом, чем выше δYj , тем больше
степень влияния параметров на всю систему.

7. Результаты численного анализа
Вычислительные эксперименты проводились для

средних значений волнового радиуса (ka1)0 = 1, отно-
шения радиусов (a2/a1)0 = 1 (при расчетах значение a1
было фиксировано, менялось только значение a2), рас-
стояния (δl)0 = 3a1. В случае монопольного источника
излучения dMS = 10a1. Для функции отклика Y2 норми-
рованное давление определялось в точке Mc, симмет-
ричной точке Ms относительно плоскости Oyz, т.е. за
системой сфер в точке Mc = (dMS , 0, 0). Исследовались
случаи сфер с четырьмя различными значениями ком-
плексной полной проводимости σv = 0, k0, 10k0, 100k0
(σ ≡ σ1 = σ2). Для численной реализации метода ОЦКП
разработан программный код на языке программирова-
ния Fortran 90 (GCC) в среде MSYS2 (MinGW-w64). Про-
граммная реализация техники разложения помультипо-
лям, необходимая для решения системы уравнений (1),
представлена в работе [22].

При выборе числа усечения рядов при разложе-
нии ntr применялся подход [29], при котором сравнива-
ются два последовательных значения суммы искомого
ряда Σ при n = ni и ni+1, и, как только их относительная
погрешность

δ =

∣∣∣∣Σni − Σni+1

Σni

∣∣∣∣ · 100 %

становится меньше δ0, дальнейший расчет суммы ряда
прекращается и принимается значение ntr = ni. В на-
стоящей работе принималось δ0 = 1 %, тогда в случае
монопольного источника имеем ntr = 10, а для плоской
волны — ntr = 9.

Результаты, полученные с помощью представлен-
ной численной техники для различных значений σ, при-
ведены в табл. 2 для случая монопольного источника
излучения, а в табл. 3 — для плоской волны. Данные таб-
лицы содержат коэффициенты полинома (4), для кото-
рых не выполняется условие (8), значения числа Фише-
ра F, полученные по формуле (6), среднеквадратичные
отклонения полинома от расчетных данных σY (7), на-
боры кодированных параметров xmin и xmax, в которых
целевая функция Y достигает наименьшего и наиболь-
шего значений, диапазон значений целевой функции
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Таблица 2. Результаты вычислительного эксперимента для монопольного источника излучения при dMS = 10a1

σ j bq<bкр,q F σYj xj,min xj,max Yj,ср ± δYj δYj ,%, %
1 b7, b9 228.724 0.012 (−1,−1,−1) (1, 1, 1) 0.725 ± 0.526 72.574

0 2 b8, b9 31.16 0.003 (1, 1, 1) (−0.12,−1,−1) 0.956 ± 0.054 5.617
1 b5–b7, b9 96.283 0.021 (1,−1, 1) (−1, 1,−1) 1.626 ± 0.509 31.312

k0 2 b4, b6–b8 29.178 0.005 (1, 1, 0.438) (−1,−1,−1) 0.772 ± 0.083 10.713
1 b8 164.836 0.054 (0.903,−1, 0.191) (−1, 1,−1) 5.866 ± 2.222 37.878

10k0 2 b1, b4, b6–b8 21.969 0.013 (1, 1,−1) (1,−1, 1) 0.583 ± 0.183 31.3
1 b4, b8 124.762 0.078 (0.428,−1, 0.386) (−1, 1,−1) 6.989 ± 2.756 39.437

100k0 2 b4, b6–b9 20.971 0.016 (1, 1,−1) (1,−1, 1) 0.58 ± 0.215 37.121

Таблица 3. Результаты вычислительного эксперимента для плоской волны при θPW = π/2, φPW = 0

σ j bq<bкр,q F σYj xj,min xj,max Yj,ср ± δYj δYj ,%, %
1 b3–b9 9.218 0.063 (−1,−1, 1) (1, 1,−0.369) 0.725 ± 0.525 72.364

0 2 b2–b6, b8, b9 2.823 0.011 (−0.263, 1, 0.564) (1, 1,−1) 1.015 ± 0.052 5.103
1 b3, b5, b6, b8, b9 208.49 0.015 (1,−1, 0.773) (−1, 1, 0.751) 1.752 ± 0.521 29.741

k0 2 b2–b4, b6, b8 18.294 0.006 (0.059, 0.957, 0.227) (1, 1,−1) 0.98 ± 0.055 5.635
1 b4, b6, b7, b9 47.6 0.067 (1,−1,−1) (−1, 1, 1) 5.116 ± 1.285 25.122

10k0 2 b1, b3, b4, b6, b8 36.45 0.007 (0.026, 1, 0.118) (1,−1,−1) 0.947 ± 0.087 9.21
1 b4–b9 30.002 0.093 (1,−1,−1) (−1, 1, 1) 5.888 ± 1.338 22.75

100k0 2 b1, b3, b4, b6, b8 32.428 0.008 (0.009, 1, 0.143) (1,−1,−1) 0.944 ± 0.098 10.411

[Ymin, Ymax], представленный в виде Yср±δY, и отклоне-
ние от среднего значения δY,% = δY/Yср · 100%, выра-
женное в процентах.

На рис. 2–5 приведены зависимости целевых функ-
ций от факторов в случае когда один из них изменяется,
а два остальных имеют фиксированное значение в цен-
тральной точке, для разных значений величины σ при
воздействии сферической волны от монопольного ис-
точника излучения (рис. 2, 3) или плоской волны (рис. 4,
5). Представлены результаты расчета полинома (4) (тол-
стые линии) с коэффициентами, вычисленными мето-
дом ОЦКП по формуле (5), и данные вычислительного
эксперимента (символы), определенные для Y1 по фор-
муле (3) (рис. 2, 4), а для Y2 — по формуле (2) (рис. 3, 5).

Анализ результатов, представленных в табл. 2 и 3,
позволяют сделать следующие выводы:

1. Регрессионная модель (4) является адекватной во
всех случаях кроме случая плоской волны при σ =
0 для целевой функции Y2. На рис. 2–5 наглядно
видно, что уменьшение значения F ведет к росту
различий между уравнением регрессии и расчет-
ными данными по полной модели. Случай, когда
модель является неадекватной по F-критерию Фи-
шера, представлен на рис. 5(а). Отметим, что во
всех рассмотренных случаях среднее квадратич-
ное отклонение полинома от расчетных данных
является небольшим — σY < 0.093.

2. В случае монопольного источника излучения по-
строенный полином (4) содержит большее число
значимых коэффициентов, чем в случае плоской
волны. Кроме того, степень влияния факторов в
данном случае также выше. Следовательно, наи-
большее влияние факторов имеет место в случае
воздействия сферической волны от монопольного

источника излучения. Причем, поскольку плоскую
волну можно рассматривать как предельный слу-
чай сферической волны при удалении монополь-
ного источника излучения от системы, то степень
данного влияния будет уменьшаться при dMS → ∞.
Отметим также, что в случае, когда коэффициенты
при нелинейных слагаемых являются незначимы-
ми, соответствующая кривая для данного фактора
имеет линейный вид.

3. При отклонении основных параметров на 20 % от-
клонение целевых функций δYj ,% < 20 % (j = 1, 2),
когда система является нечувствительной к изме-
нению параметров, имеет место для функции Y2
при σ = 0 и σ = k0 в случае монопольного источни-
ка излучения и для всех рассмотренных σ в случае
плоской волны. При этом функция полного сече-
ния рассеяния (Y1) является наиболее чувствитель-
ной при σ = 0, т.е. в случае системы с идеально
жесткими сферами; для монопольного источни-
ка при σ = k0 чувствительность системы падает,
но при дальнейшем росте σ начинает расти, а для
плоской волны наблюдается падение чувствитель-
ности системы с ростом значения σ.

4. Наименьшее значение целевая функция Y2 внутри
трехмерной параметрической области достигает
только в случае σ = k0. Во всех остальных случа-
ях обе целевые функции достигают наименьшее и
наибольшее значения на границе данной области.

Следует заметить, чтона рис. 2–5 видно, что с увели-
чение значения σ кривые стремятся к кривым, построен-
ным для случая идеально мягких сфер, которые изобра-
жены тонкими пунктирными линиями на рис. 2(г)–5(г).
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На рис. 6 и 7 представлены диаграммы распределе-
ния нормированного давления p/pin в плоскости y = 0
при наборе кодированных параметров, соответствую-
щих найденнымминимальному x1,min имаксимальному
x1,max значениям целевой функции Y1, определяющей
полное сечение рассеяния системы, при σ = 0, k0, 100k0
в случае монопольного источника излучения и плоской
волны соответственно.

Видно, что в случае идеально жестких сфер (σ = 0)
зоны наибольшего повышения давления наблюдают-
ся перед сферами, т.е. волна практически полностью
отражается от сфер в случае минимального значения
полного сечения рассеяния, либо незначительно про-
пускает волну в случае максимального значения данной
характеристики. В остальных случаях зоны повышения
давления наблюдаются в области между сферами (вдоль
оси x), а при максимальном значении полного сечения
рассеяния σs за системой сфер видна также область силь-
ного понижения давления. При σ > 0 также видно, что
при минимальном значении σs система сфер лучше про-
пускает волну, чем при максимальном значении.

8. Заключение
Проведен численный анализ рассеяния волны на

системе, состоящей из двух звуконепроницаемых сфер
с различной комплексной полной проводимостью их
поверхности. Для этого метод ОЦКП реализован для
трехфакторного вычислительного эксперимента, где
в качестве факторов были выбраны три основные па-
раметра системы: волновой радиус, отношение ради-
усов сфер и характерное расстояние между центрами
сфер. Для полученного уравнения регрессии проведе-
ны проверки значимости коэффициентов с помощью t-
критерия Стьюдента и адекватности модели с помощью
F-критерия Фишера. Найдены параметры, при которых
целевые функции (полное сечение рассеяния и норми-
рованное давление в определенной точке пространства)
достигают наибольшего и наименьшего значений.

В результате применения представленной числен-
ной методики были получены следующие результаты.
В случае воздействия сферической волны от монополь-
ного источника излучения нелинейное влияние факто-
ров более выражено, чем в случае плоской волны. Целе-
вая функция, характеризующая нормальное давление
в точке, является нечувствительной к изменению пара-
метров в случае воздействия плоской волны, а также в
случае монопольного источника излучения для малых
величин комплексной проводимости σ. Целевая функ-
ция, характеризующая полное сечение рассеяния, яв-
ляется сильно чувствительной в случае системы с иде-
ально жесткими сферами. Практически во всех случая
наибольшее и наименьшее значения целевые функции
достигают на границе трехмерной параметрической об-
ласти изменения факторов.

Диаграммы распределения давления, построенные
для найденных оптимальных значений факторов, поз-
волили выявить зоны повышенного или пониженного
давления. Отметим, что за сферами наблюдаются зоны,

где давление близко по значению к давлению падаю-
щей волны. Аналогичная картина имеет место в случае
одиночной сферы, где появляется так называемое пят-
но Пуассона [30] (осветление теневой зоны за сферой).
Причем для системы двух сфер такие зоны имеют ме-
сто как в случае плоской волны, так и для сферической
волны от монопольного источника излучения. Однако
наложение волн приводит к тому, что за сферами может
появиться также зона резкого падения давления, как хо-
рошо видно, например, на рис. 6(б), (в) при наибольшем
значении целевой функции.

В дальнейшем планируется проведение исследова-
ний для случая звукопроницаемых сфер, поскольку ре-
зультаты, полученные в настоящей работе, показали,
что значение комплексной полной проводимости силь-
но меняет общую картину, особенно значительно раз-
личие в предельных случаях идеально жестких и мягких
сфер, к которым близки случаи звукопроницаемых сфер,
а именно, капель жидкости в газе и газовых пузырьков
в жидкости (вне резонансной области).
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Рис. 6. Диаграмма распределения нормированного давления p/pin в плоскости y = 0 в случае монопольного источника излучения
при x1,min (слева) и x1,max (справа), представленным в табл. 2: σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 100k0 (в)



Multiphase Systems 20 (2025) 3 E.Sh. Nasibullaeva 127

(а)

(б)

(в)

Рис. 7. Диаграмма распределения нормированного давления p/pin в плоскости y = 0 в случае плоской волны при x1,min (слева) и
x1,max (справа), представленным в табл. 3: σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 100k0 (в)
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