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Численный анализ рассеяния волны на паре звуконепроницаемых сфер
методомортогонального центрального композиционного планирования

Э.Ш. Насибуллаева
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

E-mail: elvira@anrb.ru

В настоящей работе проведен анализ рассеяния волны на системе двух звуконепроницаемых сфер методом ортогонального цен-
трального композиционного планирования. Основными целями работы являются: определение основных параметров, изменение
которых существенным образом влияет на всю систему; определение значений варьируемых параметров системы, при которых
искомые функции (полное сечение рассеяния и нормированное давление в фиксированной точке) принимают наименьшее и наи-
большее значения, а также исследование системы при оптимальных значениях параметров. Метод ортогонального композиционного
планирования реализован для трехфакторного вычислительного эксперимента, где в качестве факторов были выбраны три ос-
новные параметры системы: волновой радиус, отношение радиусов сфер и расстояние между центрами сфер. Для полученного
уравнения регрессии проведены проверки значимости коэффициентов с помощью t-критерия Стьюдента и адекватности модели с
использованием F-критерия Фишера. Показано, что в случае воздействия сферической волны от монопольного источника излучения
нелинейное влияние факторов более выражено, чем в случае плоской волны; нормальное давление в точке является нечувстви-
тельным к изменению параметров в случае воздействия плоской волны, а также в случае монопольного источника излучения для
малых величин комплексной проводимости поверхности сфер; полное сечение рассеяния является сильно чувствительным в случае
системы с идеально жесткими сферами; наибольшее и наименьшее значения целевые функции достигают на границе трехмерной
параметрической области изменения факторов. Построены диаграммы распределения давления, которые позволили определить
для найденных оптимальных значений факторов зоны повышенного или пониженного давления.

Ключевые слова: акустическое рассеяние, звуконепроницаемая сфера, вычислительный эксперимент, метод ортогонального
центрального композиционного планирования, полное сечение рассеяния, плоская волна, монопольный источник излучения

Работа выполнена в рамках государственного задания 124030400064-2 (FMRS-2024-0001).

Numerical analysis of wave scattering by a pair of soundproof spheres by
orthogonal central compositional design method

E.Sh. Nasibullaeva
Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

E-mail: elvira@anrb.ru

In the paper, the analysis of wave scattering on a system of two soundproof spheres was carried out using the orthogonal central compositional
design method. The main objectives of the work are to determine the main parameters, the change of which significantly affects on the
whole system; to determine the variable parameter values of the system, at which the loss functions (the total scattering cross section and
the normalized pressure at a fixed point) take the minimum and maximum values, and to study the system at optimal parameter values. The
orthogonal compositional design method is implemented for a three-factor computational experiment, where three main parameters of
the system were selected as factors: the wave radius, the ratio of the sphere radii, and the distance between the sphere centers. For the
obtained regression equation, the significance of the coefficients was checked using Student’s t-test and the adequacy of the model using
Fisher’s F-test. It was found that in the case of a spherical wave from a monopole radiation source, the nonlinear influence of the factors is
more pronounced than in the case of a plane wave; normal pressure calculated at a fixed point is insensitive to changes in parameters in
the case of a plane wave, as well as in the case of a monopole radiation source for small values of the sphere surface complex conductivity;
the total scattering cross section is highly sensitive in the case of a system with ideally rigid spheres; the highest and lowest values of the
loss functions are achieved at the boundary of the three-dimensional parametric region of factors changes. Pressure distribution diagrams
were constructed, which made it possible to determine the zones of high or low pressure for the found optimal values of the factors.
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1. Введение
При исследовании задачи рассеяния акустической

волны на множестве препятствий малых размеров осо-
бый интерес представляет изучение рассеяния волны
на системе, состоящей из двух сфер. Связано это с тем,
что, с одной стороны, в таких системах имеет место вза-
имодействие рассеянных от сферических частиц полей,
а, с другой стороны, данное взаимодействие является
достаточно простым для того чтобы его можно было
подробно изучить. На сегодняшний день существует
множество работ, посвященных данной тематике (см.,
например, [1–12]), с обзором которых можно подробно
ознакомиться в работе [13].

В настоящей работе впервые проведен анализ рассе-
яния волны (плоской или сферической от монопольного
источника излучения) на системе двух звуконепроница-
емых (волна не проходит через поверхность) сфер ме-
тодом ортогонального центрального композиционного
планирования (ОЦКП) [14–18]. Данный метод реализу-
ется для трехфакторного вычислительного эксперимен-
та, где в качестве факторов берутся один физический
(волновой радиус) и два геометрических (отношение
радиусов сфер и расстояние между центрами сфер) па-
раметра системы. Основными целями работы являются:
определение основных параметров, изменение которых
существенным образом влияет на всю систему; опре-
деление значений варьируемых параметров системы,
при которых искомые функции (полное сечение рассея-
ния и нормированное давление в фиксированной точке)
принимают наименьшее и наибольшее значения, а так-
же исследование системы при оптимальных значениях
параметров.

2. Постановка задачи и основные
уравнения
Рассмотрим две звуконепроницаемые сферы раз-

личных радиусов a1 и a2, которые расположены в трех-
мерном пространстве, заполненном однородной средой
с плотностью ρ0 и скоростью звука c0. Без ограничения
общности выберем общую систему декартовых коор-
динат так, чтобы ось z проходила через центры этих
сфер, а начало располагалось в середине отрезка, соеди-
няющего данные центры (см. рис. 1). Тогда декартовы
координаты центров сфер будут равны r′1 = (0, 0, δl) и
r′2 = (0, 0,−δl). Предполагается, что центры сфер непо-
движны.

Будем рассматривать два вида внешнего воздей-
ствия:

• сферическая волна от монопольного источника из-
лучения, расположенного в точке MS с декартовы-
ми координатами (xMS , yMS , zMS) = (−dMS , 0, 0);

• плоская волна с нормальным вектором n̂PW к

ее фронту, имеющим сферические координаты
(rPW , θPW ,φPW) = (1,π/2, 0).

Математическая модель, описывающая рассеяние
волны на паре звуконепроницаемых сфер в случае осе-
вой симметрии, приведена в работе [12]. В настоящей
работе представим модель в общем случае, которая со-
стоит из уравнения Гельмгольца для комплексного по-
тенциала ψ(r) произвольной точки пространства M с
радиус-вектором r:

∇2
ψ(r) + k2

ψ(r) = 0,

где k — волновое число, и граничных условий общего
сопротивления на поверхностях S1 и S2 сфер в случае,
когда волна не может пройти через эти поверхности:(

∂ψ

∂n
+ iσvψ

)∣∣∣∣
Sv

= 0, v = 1, 2,

где n — нормаль к поверхности; σv — комплексная пол-
ная проводимость для v-й сферы; i —мнимая единица.
Отметим, что при σv = 0 имеет место случай идеально
жесткой сферы, а при σv → ∞—идеально мягкой сферы.

Потенциал внешнего поля представляется в виде:

ψ(r) = ψin(r) + ψscat(r) = ψin(r) + ψ
(1)
scat(r) + ψ

(2)
scat(r),

где ψin(r)— потенциал падающего поля; ψscat(r)— по-
тенциал поля рассеяния, удовлетворяющий условию из-
лучения Зоммерфельда [19]

lim
r→∞

r
(

∂ψscat
∂r

− ikψscat

)
= 0,

соответствующему затуханию уходящим на бесконеч-
ность волнам; ψ(v)

scat — потенциал, регулярный вне v-й
сферы и также удовлетворяющий условию излучения
Зоммерфельда. Отметим, что потенциал ψ(v)

scat вызывает
изменения в поле рассеяния, вызванные v-й сферой, но
с учетом влияния соседней сферы.

y

z

δl

δl

x

MS

MC

n̂PW

Рис. 1. Схема задачи
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В случае монопольного источника излучения потен-
циал падающего поля определяется по формуле

ψin(r) = −V0
eik|r− rs|
4π|r− rs|

,

где V0 — производительность монопольного источни-
ка излучения; rs — радиус-вектор точки MS. В случае
плоской волны имеет место следующая формула:

ψin(r) =
p0

iωρ0
eikn̂PW ·r,

где p0 — амплитуда плоской волны; ω = 2π f — угловая
частота; f — частота внешнего поля.

В соответствии с методом разложения по мультипо-
лям [20] осуществляется переход к сферической системе
координат, связанной с центром v-й сферы (r − r′v =
rv = (rv, θv,φv)), и потенциал поля рассеяния ψscat(r)
представляется в следующем виде:

ψscat(r) =
∞

∑
n=0

n

∑
m=−n

(
A(1)m

n Sm
n (r1) + A(2)m

n Sm
n (r2)

)
.

Здесь A(v)m
n — коэффициенты разложения по мультипо-

лям; Sm
n (rv) = hn(krv)Ym

n (θv,φv)—мультиполь порядка
n и степени m; hn(kr)— сферические функции Ханкеля
1-го типа; Ym

n (θ,φ)— ортогональные сферические гар-
моники [21]. Неизвестные коэффициенты A(v)m

n опреде-
ляются из решения системы линейных алгебраических
уравнений, которая в общем случае записывается в сле-
дующем матричном виде [22]:

LA = D, (1)

c матрицей и векторами в случае двух сфер определя-
емые как:

A = {Au0} =
(
{A(1)s

l }T, {A(2)s
l }T

)T
,

D = {Dt0} =
(
{D(1)m

n }T, {D(2)m
n }T

)T
=

=
(
{−B(1)

n Cm
in,n(r

′
1)}T, {−B(2)

n Cm
in,n(r

′
2)}T

)T
,

L = {Lu0t0} =


{

L(11)
u1t1

} {
L(12)

u1t1

}
{

L(21)
u1t1

} {
L(22)

u1t1

}
 =

=

 {δu1t1}
{

B(1)
n (S|R)sm

ln (r′12)
}

{
B(2)

n (S|R)sm
ln (r′21)

}
{δu1t1}

 ,

где B(w)
l =

kj′n(ka) + iσjn(ka)
kh′n(ka) + iσhn(ka)

; u0 = (v − 1)(ntr + 1)2 +

(l + 1)2 − (l − s); t0 = (w − 1)(ntr + 1)2 + (n + 1)2 − (n −
m); u1 = (l + 1)2 − (l − s); t1 = (n + 1)2 − (n − m);
l = 0, 1, ..., ntr; s = −l, ..., l; n = 0, 1, ..., ntr; m = −n, ..., n;
v, w = 1, 2. Здесь jn(kr) и j′n(kr) — сферические функ-
ции Бесселя 1-го типа и их производные [21]; Cm

in,n(r
′
w)—

коэффициенты разложения падающего поля ψin около
центра w-й сферы (r = r′w); (S|R)sm

ln (r′vw)— коэффициен-
ты перехода при повторном разложении по мультипо-
лям [20]; r′vw —вектор с началом в центре v-й и концом в
центреw-й сфере; δu1t1 —символ Кронекера; ntr—число
членов рядов после их усечения по l и n, которое необхо-
димо проводить, поскольку при численной реализации
система уравнений (1) должна быть конечной.

Поскольку давление p и потенциал ψ связаны соот-
ношением p = iωρψ, то значение p(rc) в некоторой точ-
ке Mc с радиус-вектором rc может быть вычислено как

pMc ≡ p(rc) = iωρ0

(
ψin(rc)+

+
∞

∑
n=0

n

∑
m=−n

(
A(1)m

n Sm
n (r1) + A(2)m

n Sm
n (r2)

)) (2)

с коэффициентами A(v)m
n , определяемыми из решения

системы уравнений (1).
Основной характеристикой при исследовании за-

дачи акустического рассеяния на препятствиях малых
размеров является полное сечение рассеяния σs. Явная
формула данной характеристики в случае двух сфер при-
мет следующий вид [23]:

σs =
ωρ0

2kI0

(
ntr

∑
n=0

n

∑
m=−n

(∣∣∣A(1)m
n

∣∣∣2+∣∣∣A(2)m
n

∣∣∣2)+
+Re

( ntr

∑
n=0

n

∑
m=−n

ntr

∑
l=0

l

∑
s=−l

(−1)n+min+lc(nmls)×

×
(

A(1)m
n

(
A(2)s

l

)∗
ei(m−s)φ12×

×
n+l

∑
i1=|n−l|

b(nmls)
i1

ii1 ji1(kr12)Pm−s
i1

(cos(θ12))+

+A(2)m
n

(
A(1)s

l

)∗
ei(m−s)φ21×

×
n+l

∑
i1=|n−l|

b(nmls)
i1

ii1 ji1(kr21)Pm−s
i1

(cos(θ21))

)))
,

(3)

где I0 — интенсивность падающей волны; знак «*» в
верхнем индексе обозначает сопряженную величину;
c(nmls) — коэффициент, определяемый по формуле

c(nmls) = (−1)(m−|m|+s−|s|)/2×

×

√
(2n + 1)(2l + 1)

(n − |m|)!(l − |s|)!
(n + |m|)!(l + |s|)! ;

b(nmls)
i1

— коэффициенты Клебша–Гордана, которые мо-
гут быть вычислены, например, по формулам, представ-
ленным в книге [24]; (rvw, θvw,φvw) — сферические ко-
ординаты радиус-вектора rvw с началом в центре v-й и
концом в центре w-й сферах; Pm

n (cos θ)— присоединен-
ные функции Лежандра [21].
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3. Трехфакторный вычислительный
эксперимент
Исследуем влияние одного геометрического (вол-

новой радиус ka1) и двух геометрических (отношение
радиусов сфер a2/a1 и расстояния δl, характеризующее
расстояние между центрами сфер) параметров систе-
мы. Для этого рассмотрим отклонение на 20 % данных
параметров (факторов) от их фиксированных (средних)
значений (ka1)0, (a2/a1)0 и (δl)0 соответственно. В этом
случае малое отклонение от средних величин будет за-
даваться как δfix = 0.2.

В рамках метода ОЦКП проведем трехфакторный
вычислительный эксперимент (n = 3) с факторами Xj =
1 ± δfix (j = 1, 2, 3), задающими отклонения величин от
средних значений, в следующем виде:

ka = X1(ka1)0; a2/a1 = X2(a2/a1)0; δl = X3(δl)0,

что позволяет свести их рассмотрение к одному диа-
пазону [Xj,−1, Xj,+1] = [0.8, 1.2] (j = 1, 2, 3), где Xj,−1 и
Xj,+1 — нижний и верхний уровни j-го фактора.

Рассмотрим две функции отклика (целевые функ-
ции):

• Y1 — полное сечение рассеяния для системы двух
сфер, вычисленное с помощью формулы (3), т.е.
Y1 ≡ σs;

• Y2 — нормированное давление в точке Mc
(см. рис. 1), т.е. Y2 ≡ |pMc /pin,Mc |, где pMc — давле-
ние, определяемое по формуле (2); pin,Mc — давле-
ние падающего поля в точке Mc.

Первая целеваяфункцияпозволяет провести анализ чув-
ствительности системы к малому изменению парамет-
ров в целом, а вторая — проанализировать изменение
в одной определенной точке пространства.

Построим регрессионную модель (уравнение ре-
грессии) второго порядка, которая записывается в виде
следующего квадратичного полинома:

p(x1, ..., xn) = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3+

+b4x1x2 + b5x1x3 + b6x2x3+

+b7

(
x2

1 − β

)
+ b8

(
x2

2 − β

)
+ b9

(
x2

3 − β

)
,

(4)

где bj (j = 0, 1, ..., 9) — коэффициенты регрессии, опре-
деляемые после реализации плана соответствующего
вычислительного эксперимента; β =

√
2n/nt — пара-

метр смещения.
Далее строится соответствующая матрица ОЦКП. В

качестве примера в табл. 1 представлена расширенная
матрица ОЦКП для монопольного источника излучения,
целевой функции Y1 при значении комплексной полной
проводимости σv = 10k0:

• первый столбец u обозначает номер эксперимен-
та (от 1 до nt). Поскольку общее число опытов nt
состоит из ny = 2n опытов на нижних и верхних

уровнях, n∗ = 2n опытов в так называемых «звезд-
ных» точках xj = ±α (α =

√
(
√nynt − ny)/2 — рас-

стояние до центральной точки плана (так называ-
емое звездное плечо), и одного опыта в централь-
ной точке, в которой все кодированные значения
xj = 0, имеем nt = ny + n∗ + 1 = 15;

• следующие 10 столбцов— кодированные значения
фиктивного параметра x0 ≡ 1, линейных слагае-
мых xj1 , парных взаимодействий xj1 xj2 и квадра-
тичных слагаемых x2

j1
− β. Кодированное значение

j-го фактора xj определяется следующим выраже-
нием:

xj =
Xj − Xj,c

Xj,l
,

где Xj,c = (Xj,−1 + Xj,+1)/2 и Xj,l = (Xj,+1 −
Xj,−1)/2 — центральное значение и интервал ва-
рьирования j-го фактора;

• 12-й столбец Y1,u — значения функции отклика Y1
при решении полной модели в u-м вычислитель-
ном эксперименте;

• последний столбец добавлен для демонстрации
относительной погрешности аппроксимации (4),
выраженной в процентах, которая определяется
следующим выражением:

δp,u =

∣∣∣∣ pu(x1, x2, x3)− Y1,u(x1, x2, x3)

Y1,u(x1, x2, x3)

∣∣∣∣ · 100%.

Отметим, что столбцы со 2-го по 12-й составляют ос-
новнуюматрицу ОЦКП (см., например, [17]), однако рас-
ширенная матрица ОЦКП [25] является более информа-
тивной. В табл. 1 последние две строки приведены для
удобства дальнейшего изложения: Σq — значения сум-
мы квадратов элементов q-го столбца матрицы плани-
рования; bq — вычисленные коэффициенты регрессии.

Обозначим через xju значение кодированной пе-
ременной xj (j = 0, 1, 2, 3) в u-м эксперименте. Тогда
коэффициенты регрессии для ОЦКП определяются по
следующей формуле:

bq =
ΣY,q

Σq
, (5)

где

ΣY,q =



nt
∑

u=1
xj1uYu при q = j1 (j1 = 0, 1, 2, 3);

nt
∑

u=1
xj1uxj2uYu при q = n + 1, ..., nq − n

(j1 = 1, ..., n − 1, j2 = j1 + 1, ..., n);
nt
∑

u=1
(x2

j1u − β)Yu при q = nq − n + 1, ..., nq

(j1 = 1, ..., n);
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Таблица 1. Расширенная матрица ОЦКП при n = 3 для целевой функции Y1 в случае монопольного источника излучения и σv = 10k0
при отклонении основных параметров на 20 %

u x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x2
1−β x2

2−β x2
3−β Y1,u δp,u, %

1 1 −1 −1 −1 1 1 1 0.27 0.27 0.27 5.415 0.064
2 1 1 −1 −1 −1 −1 1 0.27 0.27 0.27 4.053 0.206
3 1 −1 1 −1 −1 1 −1 0.27 0.27 0.27 8.088 0.289
4 1 1 1 −1 1 −1 −1 0.27 0.27 0.27 6.478 1.075
5 1 −1 −1 1 1 −1 −1 0.27 0.27 0.27 3.856 2.169
6 1 1 −1 1 −1 1 −1 0.27 0.27 0.27 3.882 0.242
7 1 −1 1 1 −1 −1 1 0.27 0.27 0.27 5.794 0.385
8 1 1 1 1 1 1 1 0.27 0.27 0.27 5.41 0.194
9 1 −1.215 0 0 0 0 0 0.747 −0.73 −0.73 5.718 1.84
10 1 1.215 0 0 0 0 0 0.747 −0.73 −0.73 4.47 1.507
11 1 0 −1.215 0 0 0 0 −0.73 0.747 −0.73 3.706 1.43
12 1 0 1.215 0 0 0 0 −0.73 0.747 −0.73 6.215 0.244
13 1 0 0 −1.215 0 0 0 −0.73 −0.73 0.747 5.99 0.771
14 1 0 0 1.215 0 0 0 −0.73 −0.73 0.747 4.621 1.819
15 1 0 0 0 0 0 0 −0.73 −0.73 −0.73 4.774 1.207
Σq 15 10.954 10.954 10.954 8 8 8 4.364 4.364 4.364
bq 5.231 −0.442 1.06 −0.617 −0.082 0.327 −0.204 0.165 0.075 0.308

Σq =



nt
∑

u=1
x0u = nt при q = 0;

nt
∑

u=1
xj1u = ny + 2α2 при q = 1, ..., n;

nt
∑

u=1
xj1uxj2u = ny при q = n + 1, ..., nq − n;

nt
∑

u=1
(x2

j1u−β)=ny(1−β)2+2(α2−β)2+(2n−1)β2

при q = nq − n + 1, ..., nq.

Значения коэффициентов bq позволяют определить сте-
пень влияния факторов: чем больше числовое значение
коэффициента, тем большее влияние оказывает соответ-
ствующий данному коэффициенту фактор. При этом,
если bq > 0, то с увеличением значения фактора па-
раметр оптимизации увеличивается, а если bq < 0 —
уменьшается. Так, в примере, представленном в табл. 1,
видно, что параметр оптимизации уменьшается бла-
годаря линейным воздействиям 1-го и 3-го факторов
(b1 < 0 и b3 < 0), а также взаимодействию второго фак-
тора с остальными (b4 < 0 и b6 < 0).

4. Проверка адекватности модели
регрессии

После построения уравнения регрессии (4) необхо-
димо провести проверку его адекватности. В случае вы-
числительного эксперимента, когда нет данных для рас-
чета дисперсии воспроизводимости и основная серия
опытов проводится без параллельных, применяется мо-
дификация F-критерий Фишера [26], заключающаяся
в сравнении дисперсии адекватности s2

ад и дисперсии
относительно среднего s2

ср с помощью формулы:

F =
s2
ср

s2
ад

, (6)

где

s2
ад =

1
nt − (nq + 1)

nt

∑
u=1

(Yu − pu)
2;

s2
ср =

1
nt − 1

nt

∑
u=1

(Yu − Y)2, Y =
1
nt

nt

∑
u=1

Yu.

Значение F, полученное в (6), сравнивается с табличным
критическим значением Fкр,αF ( f1, f2) для чисел степе-
ней свободы f1 = nt − 1 и f2 = nt − (nq + 1) и необхо-
димого уровня значимости αF (см., например, [14,27]).
Модель является адекватной, если

F > Fкр,αF ( f1, f2).

При этом, чем больше полученное значение F, тем бо-
лее эффективно уравнение регрессии (4). В настоящей
работе применяется 5 % уровень значимости (αF = 5%),
тогда Fкр,αF (14, 5) = 2.96.

5. Проверка значимости коэффициентов
уравнения регрессии
Если модель является адекватной, то проводится

проверка значимости коэффициентов построенного
уравнения регрессии (4). При вычислительном экспе-
рименте в результате проведения одних и тех же опы-
тов (расчетов при одних и тех же значениях парамет-
ров) получается тот же результат в отличие от натурных
испытаний, поэтому для проверки значимости коэф-
фициентов регрессии в настоящей работе применяется
t-критерий Стьюдента [27,28]. Для этого определяется
среднеквадратичное отклонение полинома p от расчет-
ных данных y, полученных в опытных точках u:

σY =

√√√√√ nt
∑

u=1
|pu − Yu|2

nt
. (7)
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Далее вычисляются оценки дисперсий коэффициентов
квадратичной модели по следующей формуле:

σbq =
σY√

Σq
, q = 0, 1, ..., nq.

По известной таблице распределения Стьюдента
(см., например, [27,28]) определяется критическое зна-
чение tкр,αt( f1) = tтабл исходя из числа степеней свобо-
ды ft и принятого уровня значимости αt и вычисляются
критические величины

bкр,q = tкр,αt( ft)σbq

для четырех типов коэффициентов bq. Если

bкр,q ⩽ |bq|, (8)

то коэффициент bq считается значимым, в противном
случае, он признается незначимым и исключается из
уравнения регрессии (4). В настоящей работе αt = 5 %
и tкр,αt(14) = 2.14.

6. Поиск оптимальных значений
параметров системы
В случае когда проверка показала адекватность мо-

дели, уравнение регрессии (4), полученное методом
ОЦКП, можно исследовать любыми аналитическими ме-
тодами, позволяющими определить оптимальное зна-
чение квадратичного полинома p, а, следовательно, и
целевой функции Y в зависимости от поставленных це-
лей задачи (например, определение наибольшего или
наименьшего значения, нахождение точек локального
максимума или минимума в исследуемой области и пр.).

В настоящей работе определя.тся наибольшее и наи-
меньшее значения функций отклика. Для этого после-
довательно определим все точки, подозрительные на
экстремум:

• внутри области. Для этого, поскольку n = 3, иссле-
дуется функция трех переменных внутри трехмер-
ной области [−1, 1]3;

• на границах области [−1, 1]3, когда одна из коди-
рованных переменных фиксирована и принимает
граничные значения xj = ±1 (j = 1, 2, 3), а осталь-
ныедвеменяютсяна отрезке [−1, 1], т.е. исследуют-
ся функции двух переменных внутри двумерных
областей [−1, 1]2;

• на границах областей [−1, 1]2, когда две кодиро-
ванные переменные фиксированы и принимают
граничные значения xj1 , xj2 = ±1 (j1 ̸= j2 = 1, 2, 3),
а третья меняется на отрезке [−1, 1], т.е. исследу-
ются функции одной переменной.

C помощью уравнения регрессии (4) вычисляются
значения полинома pj (j = 1, 2) в найденных точках. К
данному множеству значений pj присоединяется мно-
жество значений Yj,u, полученных ранее в результате

вычислительного эксперимента для j = 1, 2 и u = 1, ..., 8.
Максимальное и минимальное значения всех элемен-
тов данного множества дает наибольшее Yj,max (соот-
ветствующий набор кодированных параметров обо-
значим как xj,max = (x(max)

j,1 , x(max)
j,2 , x(max)

j,3 )) и наимень-
шее Yj,min (набор кодированных параметров — xj,min =

(x(min)
j,1 , x(min)

j,2 , x(min)
j,3 )) значения для целевой функций Yj.

Далее диапазон изменения значений функции Yj
(j = 1, 2) представляется в виде [Yj,min, Yj,max] ≡ Yj,ср ±
δYj , где Yj,ср — среднее значение функции Yj. Если δYj ⩽
δfix, то делается вывод, что целевая функция Yj нечув-
ствительна, а при δYj > δfix — чувствительна к измене-
нию параметров. При этом, чем выше δYj , тем больше
степень влияния параметров на всю систему.

7. Результаты численного анализа
Вычислительные эксперименты проводились для

средних значений волнового радиуса (ka1)0 = 1, отно-
шения радиусов (a2/a1)0 = 1 (при расчетах значение a1
было фиксировано, менялось только значение a2), рас-
стояния (δl)0 = 3a1. В случае монопольного источника
излучения dMS = 10a1. Для функции отклика Y2 норми-
рованное давление определялось в точке Mc, симмет-
ричной точке Ms относительно плоскости Oyz, т.е. за
системой сфер в точке Mc = (dMS , 0, 0). Исследовались
случаи сфер с четырьмя различными значениями ком-
плексной полной проводимости σv = 0, k0, 10k0, 100k0
(σ ≡ σ1 = σ2). Для численной реализации метода ОЦКП
разработан программный код на языке программирова-
ния Fortran 90 (GCC) в среде MSYS2 (MinGW-w64). Про-
граммная реализация техники разложения помультипо-
лям, необходимая для решения системы уравнений (1),
представлена в работе [22].

При выборе числа усечения рядов при разложе-
нии ntr применялся подход [29], при котором сравнива-
ются два последовательных значения суммы искомого
ряда Σ при n = ni и ni+1, и, как только их относительная
погрешность

δ =

∣∣∣∣Σni − Σni+1

Σni

∣∣∣∣ · 100 %

становится меньше δ0, дальнейший расчет суммы ряда
прекращается и принимается значение ntr = ni. В на-
стоящей работе принималось δ0 = 1 %, тогда в случае
монопольного источника имеем ntr = 10, а для плоской
волны — ntr = 9.

Результаты, полученные с помощью представлен-
ной численной техники для различных значений σ, при-
ведены в табл. 2 для случая монопольного источника
излучения, а в табл. 3 — для плоской волны. Данные таб-
лицы содержат коэффициенты полинома (4), для кото-
рых не выполняется условие (8), значения числа Фише-
ра F, полученные по формуле (6), среднеквадратичные
отклонения полинома от расчетных данных σY (7), на-
боры кодированных параметров xmin и xmax, в которых
целевая функция Y достигает наименьшего и наиболь-
шего значений, диапазон значений целевой функции
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Таблица 2. Результаты вычислительного эксперимента для монопольного источника излучения при dMS = 10a1

σ j bq<bкр,q F σYj xj,min xj,max Yj,ср ± δYj δYj ,%, %
1 b7, b9 228.724 0.012 (−1,−1,−1) (1, 1, 1) 0.725 ± 0.526 72.574

0 2 b8, b9 31.16 0.003 (1, 1, 1) (−0.12,−1,−1) 0.956 ± 0.054 5.617
1 b5–b7, b9 96.283 0.021 (1,−1, 1) (−1, 1,−1) 1.626 ± 0.509 31.312

k0 2 b4, b6–b8 29.178 0.005 (1, 1, 0.438) (−1,−1,−1) 0.772 ± 0.083 10.713
1 b8 164.836 0.054 (0.903,−1, 0.191) (−1, 1,−1) 5.866 ± 2.222 37.878

10k0 2 b1, b4, b6–b8 21.969 0.013 (1, 1,−1) (1,−1, 1) 0.583 ± 0.183 31.3
1 b4, b8 124.762 0.078 (0.428,−1, 0.386) (−1, 1,−1) 6.989 ± 2.756 39.437

100k0 2 b4, b6–b9 20.971 0.016 (1, 1,−1) (1,−1, 1) 0.58 ± 0.215 37.121

Таблица 3. Результаты вычислительного эксперимента для плоской волны при θPW = π/2, φPW = 0

σ j bq<bкр,q F σYj xj,min xj,max Yj,ср ± δYj δYj ,%, %
1 b3–b9 9.218 0.063 (−1,−1, 1) (1, 1,−0.369) 0.725 ± 0.525 72.364

0 2 b2–b6, b8, b9 2.823 0.011 (−0.263, 1, 0.564) (1, 1,−1) 1.015 ± 0.052 5.103
1 b3, b5, b6, b8, b9 208.49 0.015 (1,−1, 0.773) (−1, 1, 0.751) 1.752 ± 0.521 29.741

k0 2 b2–b4, b6, b8 18.294 0.006 (0.059, 0.957, 0.227) (1, 1,−1) 0.98 ± 0.055 5.635
1 b4, b6, b7, b9 47.6 0.067 (1,−1,−1) (−1, 1, 1) 5.116 ± 1.285 25.122

10k0 2 b1, b3, b4, b6, b8 36.45 0.007 (0.026, 1, 0.118) (1,−1,−1) 0.947 ± 0.087 9.21
1 b4–b9 30.002 0.093 (1,−1,−1) (−1, 1, 1) 5.888 ± 1.338 22.75

100k0 2 b1, b3, b4, b6, b8 32.428 0.008 (0.009, 1, 0.143) (1,−1,−1) 0.944 ± 0.098 10.411

[Ymin, Ymax], представленный в виде Yср±δY, и отклоне-
ние от среднего значения δY,% = δY/Yср · 100%, выра-
женное в процентах.

На рис. 2–5 приведены зависимости целевых функ-
ций от факторов в случае когда один из них изменяется,
а два остальных имеют фиксированное значение в цен-
тральной точке, для разных значений величины σ при
воздействии сферической волны от монопольного ис-
точника излучения (рис. 2, 3) или плоской волны (рис. 4,
5). Представлены результаты расчета полинома (4) (тол-
стые линии) с коэффициентами, вычисленными мето-
дом ОЦКП по формуле (5), и данные вычислительного
эксперимента (символы), определенные для Y1 по фор-
муле (3) (рис. 2, 4), а для Y2 — по формуле (2) (рис. 3, 5).

Анализ результатов, представленных в табл. 2 и 3,
позволяют сделать следующие выводы:

1. Регрессионная модель (4) является адекватной во
всех случаях кроме случая плоской волны при σ =
0 для целевой функции Y2. На рис. 2–5 наглядно
видно, что уменьшение значения F ведет к росту
различий между уравнением регрессии и расчет-
ными данными по полной модели. Случай, когда
модель является неадекватной по F-критерию Фи-
шера, представлен на рис. 5(а). Отметим, что во
всех рассмотренных случаях среднее квадратич-
ное отклонение полинома от расчетных данных
является небольшим — σY < 0.093.

2. В случае монопольного источника излучения по-
строенный полином (4) содержит большее число
значимых коэффициентов, чем в случае плоской
волны. Кроме того, степень влияния факторов в
данном случае также выше. Следовательно, наи-
большее влияние факторов имеет место в случае
воздействия сферической волны от монопольного

источника излучения. Причем, поскольку плоскую
волну можно рассматривать как предельный слу-
чай сферической волны при удалении монополь-
ного источника излучения от системы, то степень
данного влияния будет уменьшаться при dMS → ∞.
Отметим также, что в случае, когда коэффициенты
при нелинейных слагаемых являются незначимы-
ми, соответствующая кривая для данного фактора
имеет линейный вид.

3. При отклонении основных параметров на 20 % от-
клонение целевых функций δYj ,% < 20 % (j = 1, 2),
когда система является нечувствительной к изме-
нению параметров, имеет место для функции Y2
при σ = 0 и σ = k0 в случае монопольного источни-
ка излучения и для всех рассмотренных σ в случае
плоской волны. При этом функция полного сече-
ния рассеяния (Y1) является наиболее чувствитель-
ной при σ = 0, т.е. в случае системы с идеально
жесткими сферами; для монопольного источни-
ка при σ = k0 чувствительность системы падает,
но при дальнейшем росте σ начинает расти, а для
плоской волны наблюдается падение чувствитель-
ности системы с ростом значения σ.

4. Наименьшее значение целевая функция Y2 внутри
трехмерной параметрической области достигает
только в случае σ = k0. Во всех остальных случа-
ях обе целевые функции достигают наименьшее и
наибольшее значения на границе данной области.

Следует заметить, чтона рис. 2–5 видно, что с увели-
чение значения σ кривые стремятся к кривым, построен-
ным для случая идеально мягких сфер, которые изобра-
жены тонкими пунктирными линиями на рис. 2(г)–5(г).
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Рис. 2. Зависимость функции Y1 от факторов Xi в случае монопольного источника излучения для σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 10k0 (в);
σ = 100k0 (г): 1— X1 меняется, X2 = X3 = 1; 2— X2 меняется, X1 = X3 = 1; 3— X3 меняется, X1 = X2 = 1. Толстые линии —
полином (4); символы — данные вычислительного эксперимента; тонкие пунктирные линии — предельный случай при σ→ ∞

0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1

1.01

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Y
2

Xi

1

2

3

(а)

0.71

0.73

0.75

0.77

0.79

0.81

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Y
2

Xi

1

2

3

(б)

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Y
2

Xi

1

2

3

(в)

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Y
2

Xi

1

2

3

(г)

Рис. 3. Зависимость функции Y2 от факторов Xi в случае монопольного источника излучения для σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 10k0 (в);
σ = 100k0 (г): 1— X1 меняется, X2 = X3 = 1; 2— X2 меняется, X1 = X3 = 1; 3— X3 меняется, X1 = X2 = 1. Толстые линии —
полином (4); символы — данные вычислительного эксперимента; тонкие пунктирные линии — предельный случай при σ→ ∞
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Рис. 4. Зависимость функции Y1 от факторов Xi в случае плоской волны для σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 10k0 (в); σ = 100k0 (г): 1 —
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Рис. 5. Зависимость функции Y2 от факторов Xi в случае плоской волны для σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 10k0 (в); σ = 100k0 (г): 1 —
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На рис. 6 и 7 представлены диаграммы распределе-
ния нормированного давления p/pin в плоскости y = 0
при наборе кодированных параметров, соответствую-
щих найденнымминимальному x1,min имаксимальному
x1,max значениям целевой функции Y1, определяющей
полное сечение рассеяния системы, при σ = 0, k0, 100k0
в случае монопольного источника излучения и плоской
волны соответственно.

Видно, что в случае идеально жестких сфер (σ = 0)
зоны наибольшего повышения давления наблюдают-
ся перед сферами, т.е. волна практически полностью
отражается от сфер в случае минимального значения
полного сечения рассеяния, либо незначительно про-
пускает волну в случае максимального значения данной
характеристики. В остальных случаях зоны повышения
давления наблюдаются в области между сферами (вдоль
оси x), а при максимальном значении полного сечения
рассеяния σs за системой сфер видна также область силь-
ного понижения давления. При σ > 0 также видно, что
при минимальном значении σs система сфер лучше про-
пускает волну, чем при максимальном значении.

8. Заключение
Проведен численный анализ рассеяния волны на

системе, состоящей из двух звуконепроницаемых сфер
с различной комплексной полной проводимостью их
поверхности. Для этого метод ОЦКП реализован для
трехфакторного вычислительного эксперимента, где
в качестве факторов были выбраны три основные па-
раметра системы: волновой радиус, отношение ради-
усов сфер и характерное расстояние между центрами
сфер. Для полученного уравнения регрессии проведе-
ны проверки значимости коэффициентов с помощью t-
критерия Стьюдента и адекватности модели с помощью
F-критерия Фишера. Найдены параметры, при которых
целевые функции (полное сечение рассеяния и норми-
рованное давление в определенной точке пространства)
достигают наибольшего и наименьшего значений.

В результате применения представленной числен-
ной методики были получены следующие результаты.
В случае воздействия сферической волны от монополь-
ного источника излучения нелинейное влияние факто-
ров более выражено, чем в случае плоской волны. Целе-
вая функция, характеризующая нормальное давление
в точке, является нечувствительной к изменению пара-
метров в случае воздействия плоской волны, а также в
случае монопольного источника излучения для малых
величин комплексной проводимости σ. Целевая функ-
ция, характеризующая полное сечение рассеяния, яв-
ляется сильно чувствительной в случае системы с иде-
ально жесткими сферами. Практически во всех случая
наибольшее и наименьшее значения целевые функции
достигают на границе трехмерной параметрической об-
ласти изменения факторов.

Диаграммы распределения давления, построенные
для найденных оптимальных значений факторов, поз-
волили выявить зоны повышенного или пониженного
давления. Отметим, что за сферами наблюдаются зоны,

где давление близко по значению к давлению падаю-
щей волны. Аналогичная картина имеет место в случае
одиночной сферы, где появляется так называемое пят-
но Пуассона [30] (осветление теневой зоны за сферой).
Причем для системы двух сфер такие зоны имеют ме-
сто как в случае плоской волны, так и для сферической
волны от монопольного источника излучения. Однако
наложение волн приводит к тому, что за сферами может
появиться также зона резкого падения давления, как хо-
рошо видно, например, на рис. 6(б), (в) при наибольшем
значении целевой функции.

В дальнейшем планируется проведение исследова-
ний для случая звукопроницаемых сфер, поскольку ре-
зультаты, полученные в настоящей работе, показали,
что значение комплексной полной проводимости силь-
но меняет общую картину, особенно значительно раз-
личие в предельных случаях идеально жестких и мягких
сфер, к которым близки случаи звукопроницаемых сфер,
а именно, капель жидкости в газе и газовых пузырьков
в жидкости (вне резонансной области).
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Рис. 6. Диаграмма распределения нормированного давления p/pin в плоскости y = 0 в случае монопольного источника излучения
при x1,min (слева) и x1,max (справа), представленным в табл. 2: σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 100k0 (в)
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Рис. 7. Диаграмма распределения нормированного давления p/pin в плоскости y = 0 в случае плоской волны при x1,min (слева) и
x1,max (справа), представленным в табл. 3: σ = 0 (а); σ = k0 (б); σ = 100k0 (в)
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Моделирование динамики капли, движущейся в плоском канале
с вязким барьером

Д.Р. Галеева , В.Н. Киреев
Уфимский университет науки и технологий, Уфа

E-mail: lara_wood@mail.ru

В статье исследуется влияние высоковязкой области на деформацию одиночной капли, движущейся в потоке термовязкой жидкости
с аномальной зависимостью вязкости от температуры. Численное моделирование производится с помощью метода фазового поля,
состоящего из системы уравнений Кана–Хилларда–Навье–Стокса, дополненной уравнением для температурного поля. Представлены
результаты численного моделирования для ламинарного течения с установившимся температурным полем в плоском канале. Проана-
лизировано влияние вязкого барьера, расположенного посередине канала, на скорость капли и ее деформацию для трех капиллярных
чисел. Составлены графики зависимости скорости капли от капиллярного числа. Показано, что для всех случаев капиллярных чисел
образующийся в канале вязкий барьер придает капле дополнительное ускорение. Для всех расчетов была рассчитана общая нормиро-
ванная масса системы по времени, показано, что максимальная погрешность не превышает 5 %. Приведены изображения формы
капли на выходе из канала для разных случаев вязкого барьера. Показано, что если капиллярное число большое, то в капле могут
образоваться вкрапления окружающей жидкости, однако если капля движется в канале с вязким барьером, то высоковязкая область не
позволяет образовываться в капле вкраплениям из другой жидкости за счет более интенсивной деформации капли. Установлено, что
относительная скорость капли в потоке аномально-вязкой жидкости выше, чем в потоке жидкости с постоянной минимальной вязкостью.
Представлены графики зависимости относительной скорости капли от параметра аномалии жидкости для трех капиллярных чисел.
Показано, что чем больше параметр аномалии жидкости, тем выше относительная скорость капли. Установлено, что образующийся
в канале вязкий барьер придает капле ускорение и увеличивает относительную скорость капли.

Ключевые слова:модель фазового поля, уравнение Кана–Хилларда–Навье–Стокса, аномально-вязкая жидкость, поверхностное на-
тяжение, движение капли, ламинарное течение

Modeling the dynamics of a drop moving in a plane channel
with a viscous barrier

D.R. Galeeva , V.N. Kireev
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

E-mail: lara_wood@mail.ru

This article examines the influence of a highly viscous region on the deformation of a single droplet moving in a thermoviscous fluid
flow with an anomalous viscosity-temperature dependence. Numerical modeling is performed using the phase field method, consisting of
the Cahn-Hilliard-Navier-Stokes system of equations, supplemented by an equation for the temperature field. The results of numerical
modeling for laminar flow with a steady-state temperature field in a flat channel are presented. The influence of a viscous barrier located
in the middle of the channel on the droplet velocity and its deformation is analyzed for three capillary numbers. Graphs of the droplet
velocity dependence on the capillary number are plotted. It is shown that for all cases of capillary numbers, the viscous barrier formed in
the channel imparts additional acceleration to the droplet. For all calculations, the total normalized mass of the system was calculated over
time, and the maximum error is shown to not exceed 5%. The droplet shape at the channel exit is shown for different cases of a viscous
barrier. It is shown that if the capillary number is high, inclusions of the surrounding liquid can form in the droplet. However, if the droplet
moves through a channel with a viscous barrier, the high-viscosity region prevents the formation of inclusions of other liquids due to more
intense droplet deformation. It is established that the relative velocity of a droplet in a flow of an anomalously viscous liquid is higher than
in a flow of liquid with a constant minimum viscosity. Graphs of the droplet’s relative velocity versus the liquid anomaly parameter are
presented for three capillary numbers. It is shown that the higher the liquid anomaly parameter, the higher the relative velocity of the
droplet. It is established that the viscous barrier formed in the channel accelerates the droplet and increases its relative velocity.
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1. Введение
Исследование свойств аномально-вязких жидко-

стей в последние годы вызывает интерес у множества
ученых из самых разных областей науки — от нефтепе-
реработки до медицины [1–4]. В отличие от обычных
жидкостей, где вязкость монотонно убывает при увели-
чении температуры, у аномально-вязких сред вязкость
изменяется немонотонно, а именно: в определенном
температурном диапазоне она может резко увеличить-
ся, а затем уменьшиться. К таким жидкостям можно
отнести растворы полимеров и мицеллярные растворы,
аномально-вязкие нефти с высоким содержанием се-
ры, а также термочувствительные гидрогели. При опре-
деленных температурных условиях в таких жидкостях
возникает интересное явление — вязкий барьер [5]. Это
локализованная область с высокой вязкостью, которая
может оказывать влияние на движение основного по-
тока жидкости вплоть до закупорки. В существующих
работах исследовалось воздействие вязкого барьера на
скорость однофазной жидкости, однако не изучалось
влияние вязкого барьера на двухфазные системы, в част-
ности, на деформацию капли, движущейся в канале. В
настоящей работе численно моделируется движение
капли, движущейся в потоке аномально-вязкой жид-
кости с вязким барьером в плоском канале, с целью
исследования влияния вязкого барьера на скорость и
деформацию капли.

2. Постановка задачи
Рассмотрим плоский канал длиной L и высотой 2H,

в который втекает жидкость при постоянной температу-
ре Tin. На стенках канала происходит теплообмен с окру-
жающей средой, температура которой равна Tout < Tin.
После того, как в канале установятся ламинарное тече-
ние и постоянное температурное поле, в него помеща-
ется круглая капля радиусом R0 и с температурой Td.
Схема задачи и основные обозначения представлены
на рис. 1. Предполагается, что слои жидкости являют-
ся несжимаемыми и не смешиваются. Вязкость капли
равна µd, несущей жидкости — µs, плотности одинаковы
ρd = ρs = ρ.

Рис. 1. Капля в плоском канале

Проведем численное моделирование ламинарного
течения аномально-вязкой жидкости в плоском канале
под действием перепада давления ∆p.

Для моделирования поставленной задачи
в безразмерном виде в декартовой системе
координат использовалась система уравнений
Кана–Хилларда–Навье–Стокса [6], дополненная урав-
нением для температуры:
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где ρ— плотность; u(u, v)— поле скорости; p — давле-
ние; µ(φ, T) — вязкость среды; T — температура; φ —
параметр порядка для отслеживания межфазной грани-
цы; η—химический потенциал; λ = µd/µs —отношение
вязкости капли к вязкости жидкости; µmin — значение
вязкости несущей жидкости при T = Tin; B > 0 — па-
раметр, характеризующий толщину вязкого барьера;
A — параметр аномалии жидкости, характеризующий
изменение вязкостей.

Безразмерные физические параметры — число Рей-
нольдса Re, число Эйлера Eu, капиллярное число Ca, чис-
ло Пекле Pe, диффузионное число Пекле Peφ и число
Кана Cn:

Re =
ρU0L0

µs
, Eu =

P0

ρU2
0

, Ca =
√

2k
3
µsU0

σ
,

Pe =
U0L0

χ
, Peφ =

U0L0

M
, Cn =

k
L2

0
,

где L0 = H, U0 =
√

P0/ρ, P0 = Pin — характерные длина,
скорость, давление соответственно; k — положительная
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константа, связанная с толщиной межфазной границы;
σ— поверхностное натяжение; χ— коэффициент тем-
пературопроводности; M — подвижность межфазной
границы (функция мобильности).

Безразмерные граничные условия:

∂u
∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂v
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, p(0, y, t) = 1,

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, T(0, y, t) = 1,

∂u
∂x

∣∣∣∣
x=L

=
∂v
∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0, p(L, y, t) = 0,

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,
∂T
∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,

u(x, 1, t) = v(x, 1, t) = 0,
∂p
∂y

∣∣∣∣
y=1

= 0,

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=1

=
∂η

∂y

∣∣∣∣
y=1

= 0,
∂T
∂y

∣∣∣∣
y=1

= −Nu · T,

∂u
∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂v
∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂p
∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂T
∂y

∣∣∣∣
y=0

=

=
∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂η

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0.

Безразмерные начальные условия:

u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = 0,

p(x, y, 0) = 0, T(x, y, 0) = 0,

φ(x, y, t) =

=

 −1, 0 ⩽ t < t0,

th
(

a−
√

(x−x0)2+(y−y0)2
√

2k

)
, t = t0.

Здесь Nu = (h · H)/K — безразмерное число Нуссель-
та, характеризующее интенсивность теплообмена на
стенках канала; h — коэффициент теплоотдачи; K — ко-
эффициент теплопроводности; a = R0/H —относитель-
ный радиус капли, определяющийся как отношение на-
чального радиуса капли к половине высоты канала; t0 —
время установления развитого течения и постоянного

температурного поля, после которого в канал помеща-
ется капля.

Средняя скорость капли рассчитывалась по форму-
ле

Ud = L/td,

где td — время, за которое фронтальная точка капли
достигла координаты x = L.

Относительная скорость капли:

Udn = Ud/Vmax,

где Vmax — максимальная осевая скорость жидкости в
канале без капли.

Исследование проведено для случая, когда в канал с
горячей жидкостью помещается горячая капля Td = Tin.
В работе исследовано влияние трех значений параметра
аномалии жидкости A = 0; 5 и 10 на скорость капли.

3. Результаты моделирования
Для численного моделирования движения капли в

плоском канале разработана компьютерная програм-
ма [7]. Валидация данной программы проводилась пу-
тем сравнения результатов с точным решением в од-
номерном случае [8], а также с экспериментальными
данными. Для расчетов использовалась сетка 1020 × 51;
безразмерное время моделирования time = ∆t · Nt, где
шаг по времени ∆t = 10−3, а Nt — общее число времен-
ныхшагов. Безразмерные параметрыимеют следующие
фиксированные значения: Re = 1.5, Eu = 1, Cn = 0.0016,
Peφ = 1015, ∆P = 5, a = 0.8. Капиллярное число варьиро-
валось в диапазоне Са = 0.1 ÷ 10, параметр аномалии
B = 0.01.

Изменения относительной скорости капли Udn от
времени с различными значениями параметра A для
трех капиллярных чисел Са представлены на рис. 2. Вид-
но, что для всех Са в случае отсутствия вязкого барьера
(A = 0) относительная скорость капли монотонно выхо-
дит на постоянное значение, а в случаях, когда в канале
есть вязкий барьер (A = 5 и A = 10), относительная
скорость капли изменяется немонотонно.

При малом капиллярном числе Са = 0.1 капля со-
храняет круглую установившуюся форму даже в случае

а) б) в)

Рис. 2. Изменение относительной скорости капли Udn с капиллярным числом а) Ca = 0.1, б) Ca = 1, в) Ca = 10
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ярко-выраженного вязкого барьера (A = 10). При этом
относительная скорость капли сначала возрастает, за-
тем снижается и выходит на установившееся значение
(рис. 2(а)). Такая немонотонность вызвана деформацией
капли в вязком барьере. При входе в высоковязкую об-
ласть круглая капля начинает вытягиваться (см. рис. 3),
приобретая форму капли Тейлора, и ее скорость возрас-
тает. После пересечения вязкого барьера капля снова
становится круглой, потому что силы поверхностного
натяжения достаточно велики, возрастает сопротивле-
ние капли несущему потоку, поэтому скорость капли
падает до значения, которое было до входа в высоко-
вязкую область.

При увеличении капиллярного числа Са = 1 в слу-
чаях с вязким барьером (A = 5, A = 10) скорость капли
меняется по-другому. До того как капля попадет в высо-
ковязкую область, ее относительная скорость выходит
на некоторое установившееся значение, а после прохож-

дения каплей вязкого барьера скорость увеличивается и
становится выше, чем скорость капли в канале без вяз-
кого барьера (рис. 2(б), (в)). Такое ускорение связано с
тем, что, находясь в высоковязкой области, капля испы-
тывает максимальное сопротивление движению. После
выхода капли из вязкого барьера сопротивление рез-
ко уменьшается, тем самым придавая капле ускорение.
При больших капиллярных числах капля деформирует-
ся в вязком барьере, а после выхода из барьера силы
поверхностного натяжения придают капле эллиптиче-
скую форму, которая более аэродинамична (см. рис. 4),
что тоже приводит к ускорению.

При большом капиллярном числе Са = 10 форма
капли сильно изменяется (см. рис. 5). Сначала капля вы-
тягивается, ее границы отдаляются от стенок, на задней
стенке капли образуется прогиб. Когда капля попада-
ет в высоковязкую область, задние концы капли замы-
каются, а внутри капли образуется замкнутая область,

Рис. 3. Форма горячей капли с Ca = 0.1 в разные моменты времени в канале с вязким барьером A = 10

Рис. 4. Форма горячей капли с Ca = 1 в разные моменты времени в канале с вязким барьером A = 10
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Рис. 5. Форма горячей капли с Ca = 10 в разные моменты времени в канале с вязким барьером A = 10

состоящая из жидкости окружающей среды. После про-
хождения каплей вязкого барьера эта замкнутая область
диффундирует и исчезает. К моменту выхода из канала
капля содержит в себе только жидкость капли. Таким
образом, вязкий барьер влияет на форму капли, сплю-
щивая края капли и не позволяя образоваться в капле
замкнутой области из другой жидкости. На рис. 6 по-
казаны формы капли с Са = 10 на выходе из канала
для случая без вязкого барьера, с небольшим вязким
барьером и с большим. Видно, что при отсутствии вяз-
кого барьера (A = 0) в капле остается вкрапление из
несущей жидкости, при A = 5 это вкрапление уменьша-
ется, а при A = 10 вязкий барьер не позволяет такому
вкраплению из другой жидкости образоваться в капле.

На рис. 7 представлен график общей нормирован-
ной массы всей системы по времени для Ca = 0.1 при

Рис. 6. Формы капли на выходе из канала при Ca = 10 для раз-
ных параметров

A = 0. Видно, что для выбранной расчетной сетки
1020 × 51 погрешность не превышает 3 %. Также были
проведены расчеты для всех остальных параметров Ca
и A и максимальная погрешность не превышает 5 %.

На рис. 8 приведены графики относительной скоро-
сти капли Udn для разных капиллярных чисел и различ-
ных параметров аномалии A. Видно, что во всех случаях
чем больше A, тем выше относительная скорость капли.
В канале без вязкого барьера относительная скорость
капли самая низкая для всех капиллярных чисел. В кана-
ле с самым большим вязким барьером (A = 10) — самая
высокая относительная скорость капли. Видно, что чем
больше вязкий барьер, тем более сильное ускорение
он придает капле: вязкий барьер выступает как свое-
образная «вязкая пушка», придавая капле ускорение и
увеличивая ее скорость.

Рис. 7. Общая нормированная масса системы по времени при
A = 0, Ca = 0.1
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Рис. 8. Относительная скорость горячей капли на выходе из ка-
нала для разных Ca и A

4. Заключение
По результатам моделирования показано, что отно-

сительная скорость капли в потоке аномально-вязкой
жидкости выше, чем в потоке жидкости с постоянной
минимальной вязкостью. Образующийся в канале вяз-
кий барьер придает капле дополнительное ускорение.
Чем выше параметр аномалии вязкости , тем интенсив-
нее ускорение капли и выше относительная скорость
капли. Показано, что можно регулировать скорости ка-
пель, движущихся в каналах с аномально-вязкой жид-
костью, задавая им определенную первоначальную тем-
пературу.
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Экспериментальное исследование влияния поверхностно-активного
вещества на динамику бидисперсного пузырькового кластера

В.А. Архипов, С.А. Басалаев, К.В. Костюшин, А.С. Усанина
Национальный исследовательский Томский государственный университет, Томск

E-mail: usaninaanna@mail.ru

Представлены результаты экспериментального исследования процесса всплытия кластера, состоящего из пузырьков двух разных разме-
ров, в неограниченном стенками объеме жидкости при наличии и в отсутствие поверхностно-активного вещества в жидкой среде в диапа-
зонах чисел Рейнольдса Re = 200 ÷ 600 и Re = 0.1 ÷ 50. Проанализировано влияние концентрации поверхностно-активного вещества
и параметров кластера (начальной концентрации, соотношения количества и диаметров пузырьков в кластере) на качественную картину
всплытия и скорость бидисперсного пузырькового кластера. Экспериментально установлено условие существования кластера бидисперс-
ных пузырьков.

Ключевые слова: бидисперсный пузырьковый кластер, поверхностно-активное вещество (ПАВ), качественная картина всплытия,
скорость кластера, экспериментальное исследование
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Experimental study of the surfactant effect
on the dynamics of bidispersed bubble cluster

V.A. Arkhipov, S.A. Basalaev, K.V. Kostyushin, A.S. Usanina
National Research Tomsk State University, Tomsk, Russia

E-mail: usaninaanna@mail.ru

The article presents the results of an experimental study of the process of ascent of a cluster consisting of bubbles of two different sizes in
a volume of liquid unlimited by walls in the presence and absence of surfactant in a liquid medium in the ranges of Reynolds numbers
Re = 200 ÷ 600 and Re = 0.1 ÷ 50. The effect of the concentration of the surfactant and the cluster parameters (initial concentration, ratio
of the number and diameters of bubbles in the cluster) on the qualitative picture of ascent and the velocity of the bidispersed bubble
cluster is analyzed. The condition for the existence of the cluster of bidispersed bubbles is experimentally established.

Keywords: bidispersed bubble cluster, surfactant, qualitative picture of ascent, cluster velocity, experimental study

1. Введение
Динамика пузырьковых течений является одним из

актуальных вопросов в области исследований двухфаз-
ных потоков. Закономерности пузырьковых течений
играют важную роль в ряде технологических процессов,
охватывающих различные отрасли промышленности,
такие как нефтегазовая, пищевая, химическая, космети-
ческая и др.Однимиз ключевыхфакторов, влияющихна
динамику пузырькового двухфазного потока, является
сила поверхностного натяжения на границе между га-
зом и жидкостью. Для изменения свойств граничной по-
верхности в жидкие дисперсионные среды в различных

технологических процессах добавляют поверхностно-
активное вещество (ПАВ). В частности, применениеПАВ
способствует более эффективному извлечению углево-
дородов из нефтяных пластов, улучшает смешивание
реагентов, ускоряет реакции и стабилизирует эмульсии
в химических технологиях.

Физическое и математическое моделирование про-
цессов, связанных с закономерностями движения де-
формируемых частиц дисперснойфазы (капель, пузырь-
ков) при наличии ПАВ во внешней дисперсионной сре-
де, проводилось преимущественно для случая движе-
ния одиночной частицы [1–10]. Известно, что введение
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ПАВ в жидкость приводит к увеличению коэффициен-
та сопротивления пузырька, в частности, при числах
Рейнольдса Re < 1 в уравнении движения одиночного
пузырька под действием силы Архимеда выражение для
коэффициента сопротивления, полученное из решения
Адамара–Рыбчинского, в присутствии ПАВ на поверх-
ности раздела фаз газ–жидкость сменяется выражени-
ем Стокса для коэффициента сопротивления твердой
сферы. При всплытии пузырька в жидкости, содержа-
щей ПАВ, в кормовой части пузырька содержание ПАВ
будет больше, чем в лобовой части, поскольку в про-
цессе всплытия реализуется скольжение жидкости по
поверхности пузырька, приводящее к накоплению мо-
лекул ПАВ в его тыловой части [11]. В результате этого
вдоль поверхности пузырька появляются дополнитель-
ные тангенциальные силы F, стремящиеся уравнове-
сить поверхностную плотность ПАВ путем торможения
циркуляционной зоны (рис. 1).

Задача о закономерностях движения совокупности
пузырьков, в том числе с учетом наличия ПАВ на гра-
ничной поверхности, рассматривалась, по большей ча-
сти, для пристенного пузырькового течения [12–22], для
которого существенное влияние оказывают процессы
взаимодействия со стенками канала. Исследования за-
кономерностей движения совокупности пузырьков в
неограниченном стенками объеме внешней жидкой сре-
ды проведены в единичных работах [23–25].

Наибольший прогресс достигнут в математическом
моделировании процессов динамического взаимодей-
ствия деформируемых частиц дисперснойфазы. Анализ
известных публикаций показывает, что для повышения
достоверности результатов численных расчетов харак-
теристик двухфазных потоков с деформируемыми ча-
стицами необходима база экспериментальных данных
по динамике дисперсных частиц в присутствии и в от-
сутствие ПАВ на граничной поверхности.

В отдельную группу можно выделить исследова-
ния, посвященные закономерностям движения поли-
дисперсных систем [26–28]. Влияние полидисперсно-
сти пузырькового потока и доли газовой фазы на коэф-
фициент сопротивления группы пузырьков, стесненно
всплывающих в воде при заданных давлениях, исследо-
вано в работе [26]. Авторы использовали в качестве ПАВ
этанол. Показано, что на коэффициент сопротивления
отдельных пузырьков влияет полидисперсная природа
пузырькового течения.

Рис. 1. Схема распределения ПАВ при всплытии пузырька

Влияние давления на коэффициент сопротивления
отдельных пузырьков в полидисперсном пузырьковом
потоке, движущемся в стесненных условиях в присут-
ствии ПАВ, исследовалось в работе [27]. Размер пузырь-
ков варьировался от 0.4 до 6 мм. Исследование прове-
дено при значениях давления 0.14, 0.46, 2.4 МПа. В ка-
честве газовой фазы использовался азот. Обнаружено,
что коэффициенты сопротивления отдельных пузырь-
ков уменьшаются по мере увеличения давления при
постоянном содержании газовой фазы. При росте дав-
ления распределение пузырьков по размерам смеща-
лось в сторонуменьших размеров. Авторы [27] полагают,
что пузырьки меньшего размера вызывают незначи-
тельные возмущения жидкости, что приводит к умень-
шению сопротивления. В диапазоне чисел Рейнольд-
са Re = 46 ÷ 2089 и Бонда Bo = 0.02 ÷ 4.54 авторами
предложено эмпирическое выражение для коэффици-
ента сопротивления, учитывающее давление во внеш-
ней среде.

Особое внимание уделяется бидисперсным пузырь-
ковым кластерам [29–31], которые представляют собой
системы, состоящие из пузырьков двух размеров. Для
бидисперсных систем представляется возможным про-
анализировать экспериментальные данные по влиянию
отдельных «элементарных» процессов на динамикумно-
жества частиц в двухфазном потоке, что является за-
труднительным для полидисперсных систем.

Авторы работы [29] подчеркивают необходимость
учета содержания пузырьков разных размеров при про-
гнозировании гидродинамики бидисперсных систем.
В работе путем численного моделирования показано,
что бидисперсность может приводить к снижению коэф-
фициента сопротивления группы пузырьков по сравне-
нию с монодисперсным аналогом. Изменение сопротив-
ления напрямую коррелирует с соотношением разме-
ров крупных d2 и мелких d1 пузырьков (d2/d1). Авторы
объясняют обнаруженный эффект изменением структу-
ры потока жидкости внутри группы пузырьков. Мелкие
пузырьки имеют тенденцию скапливаться в следах за
крупнымипузырьками, что приводит к снижениюобще-
го гидродинамического сопротивления всей системы.

Снижение коэффициента сопротивления группы
бидисперсных пузырьков по сравнению с монодисперс-
ными пузырьками также отмечено в работе [30,31]. По-
казано, что в бидисперсных системах средняя скорость
всплытия пузырьков больше, чем в монодисперсной
системе при одинаковой концентрации пузырьков. Из-
менение сопротивления зависит от параметров пузырь-
ковой системы.

Цельюнастоящей работы является эксперименталь-
ное выявление закономерностей процесса нестесненно-
го всплытия кластера бидисперсных пузырьков воздуха
в присутствиии в отсутствиеПАВ в диапазоне чисел Рей-
нольдса Re = 0.1 ÷ 50 и Re = 200 ÷ 600. Под нестеснен-
ным движением понимается движение частиц в неогра-
ниченной стенками среде. В работе использовалась ори-
гинальная методика получения бидисперсного кластера
пузырьков.
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2. Описание экспериментальной
установки и методики исследования

Исследование динамики бидисперсных пузырь-
ковых кластеров проводилось на экспериментальной
установке, основным элементом которой является за-
полненная жидкостью стеклянная кювета (300 × 300 ×
900 мм) с плоскопараллельными стенками толщиной
15 мм. Формирование кластера обеспечивалось специа-
лизированным генератором пузырьков, а его эволюция
фиксировалась с помощью системы высокоскоростной
видеосъемки. Управление режимами работы установки
осуществлялось автоматизированным модулем.

Выбор указанного размера кюветы обусловлен вы-
полнением условия отсутствия влияния стенок на дина-
мику пузырькового кластера и основан на результатах
расчетов, проведенных авторами работ [32, 33].

Бидисперсный пузырьковый кластер с начальной
формой, близкой к сферической, формировался с ис-
пользованием устройства [34], размещенного в нижней
части экспериментальной кюветы (рис. 2). Коллектор,
соединенный с источником сжатого газа, оснащен пер-
форированной верхней крышкой с матрицей вертикаль-
ных трубок одинакового диаметра и высоты, располо-
женных на расстоянии 11 мм друг от друга. Для полу-
чения пузырьков двух фракций на трубки устанавли-
вались сменные иглы двух калиброванных размеров.
Управление режимом генерации для каждой трубки осу-
ществлялось независимо через отдельный миниатюр-
ный электропневмоклапан (ЭПК), подключенный к за-
программированному устройству управления. Данная
схема обеспечила возможность вариации числа пузырь-
ков в кластере, их пространственной координации и
конфигурации.

Устройство управления ЭПК представляет собой си-
стему взаимосвязанных блоков. В его состав входят: кон-
троллер ESP-8266, адресные модули WS2812, релейные
модули, коммутационные печатные платы для сопря-
жения релейных модулей с клапанами, 40-контактные
шлейфы и блоки питания. Контроллер ESP-8266 выпол-
няет функцию центрального узла по обработке управ-
ляющих сигналов и реализует беспроводной интерфейс
управления установкой посредством соединения Wi-Fi,
обеспечивая двустороннюю связь между пользователем
и системой. Адресные модули WS2812 функционируют
как преобразователи цифрового сигнала, получаемого
от контроллера, в управляющие импульсы для релейных
модулей, тем самым регулируя последовательность ак-
тивации ЭПК. Для обеспечения надежной коммутации
релейных модулей с ЭПК используются специализиро-
ванные печатные платы, оснащенные 40-контактным
ATA IDE разъемом и схемой подавления обратной элек-
тродвижущей силы. Соединение коммутационных плат
с исполнительными механизмами ЭПК выполнено при
помощи 40-контактныхшлейфов, которые подключают-
ся к ответной частиATA IDE разъема, расположенного на
крышке коллектора для генерации кластера пузырьков.
Электропитание устройства организовано от двух неза-

а) б)

Рис. 2. Схема (а) и фотография (б) устройства для получения
пузырькового кластера: 1 — электропневмоклапан

висимых источников постоянного тока напряжением
5 В. Первый источник обеспечивает питание контролле-
ра ESP-8266, массива модулей WS2812 и релейных мо-
дулей, второй источник предназначен исключительно
для питания ЭПК.

Для управления установкой генерации пузырьково-
го кластера заданной конфигурации разработана про-
грамма для ЭВМ [35]. Программа формирования управ-
ляющих команд предназначена для создания файлов с
управляющимикомандамипо заданной трехмерноймо-
делипузырькового кластера. Входныеданные включают
трехмернуюмодель кластера в формате stl и число слоев
разбиения трехмерной модели. В программе реализо-
вана возможность перемещения, поворота и масшта-
бирования исходных трехмерных моделей. Программа
разработана с использованием технологий React, JSX,
Next, tailwind css, Javascript и языков программирования
C++, Python, HTML и JavaScript. Управление осуществ-
ляется через веб-интерфейс. Реализованы сервисные
функции: диагностика и продувка ЭПК в ручном и по-
луавтоматическом режимах.

Система визуализации процесса всплытия включа-
ет два регулируемых светодиода GRIFLV460 со световым
потоком 4000 лм и две скоростные камеры машинного
зрения MER2-502-79U3C. Источники света расположе-
ны с противоположных сторон кюветы: один находится
спереди (со стороны видеокамеры), а второй — сзади
(напротив видеокамеры). Первая камера отслеживает
общую траекторию и скорость всплытия бидисперсного
кластера, вторая — фиксирует форму и размер отдель-
ных пузырьков в составе кластера.

В основе методики эксперимента лежит визуаль-
ное наблюдение за качественной картиной всплытия
бидисперсного кластера пузырьков в зависимости от
определяющих параметров с последующим измерени-
ем скорости всплытия: сначала бидисперсного кластера,
а затем и образующихся при его расслоении монодис-
персных кластеров.
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Таблица 1. Физические характеристики используемых жидкостей

Жидкость Плотность ρ, кг/м3 Коэффициент динамической вязкости µ, Па·с
Дистиллированная вода 1000 1.01·10−3

Глицерин 1263 1.00

Таблица 2. Используемые поверхностно-активные вещества

Обозначение Наименование ПАВ Молярная масса ПАВ, г/моль Тип ПАВ
ПАВ-1 Лаурилсульфат натрия 288.4 анионный
ПАВ-2 Диламид 287 неионогенный

Исследования проведены на системах «пузырьки
воздуха–дистиллированная вода» и «пузырьки воздуха–
глицерин» при температуре 20 ◦С. В настоящей работе
при проведении экспериментов поддерживалась посто-
янная температура окружающей среды (воздуха). С уче-
том значительной температурной зависимости физиче-
ских характеристик жидкости при проведении экспери-
ментов осуществлялись измерения физических характе-
ристик непосредственно до и после проведения каждого
эксперимента. Характеристики жидкостей представле-
ны в табл. 1.

Для получения сведений о влиянии ПАВ на зако-
номерности всплытия пузырьков в дистиллированную
воду вводился лаурилсульфат натрия, а в глицерин —
диламид (табл. 2). Выбор лаурилсульфат натрия для во-
ды обусловлен тем, что для анионного ПАВ скорость
изменения коэффициента поверхностного натяжения
в процессе всплытия пузырька больше чем для друго-
го типа ПАВ [36]. Экспериментально выявлено, что тип
ПАВ в глицерине не влияет на динамику пузырьков, по-
этому главным требованием при выборе ПАВ являлось
его хорошая растворимость в жидкости.

Плотность исследуемыхжидкостей (чистыхиих рас-
творов с ПАВ) измерялась с помощью ареометра. Отно-
сительная погрешность измерений плотности составля-
ла 0.1 %. Коэффициент динамической вязкости опреде-
лялся на вискозиметре Гепплера. В данном случае отно-
сительная погрешность не превышала 2 %. В ходе экспе-
римента было выявлено, что присутствие ПАВ не ока-
зывает влияния на величину динамической вязкости.

Скорость всплытия кластера пузырьков определя-
лась времяпролетным методом (с относительной по-
грешностью 2 %) как скорость движения центра эквива-
лентной сферы, аппроксимирующей кластер. Положе-
ние центра сферы определялось на основе окружности
минимального диаметра D, описывающей все пузырь-
ки кластера.

Начальный диаметр кластера пузырьков D опре-
делялся как среднеарифметическое значений диамет-
ров миделева сечения кластера в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях. Погрешность в нахождении
диаметра кластера связана с разрешающей способно-
стью видеокамеры и качеством видеосъемки и состав-
ляет 1.5 %.

Диаметр пузырьков d, образующих кластер, был из-
мерен с погрешностью ⩽ 2 % с использованием мето-
дов компьютерной обработки видеоданных о движении
пузырьков.

Начальная объемная концентрация пузырькового
кластера определялась в зоне, расположенной на рас-
стоянии 5 см от концов игл коллектора, по формуле

CV =
∑2

i=1 Nid3
i

D3 ,

где N1 — количество мелких пузырьков, содержащихся
в кластере; N2 — количество крупных пузырьков, содер-
жащихся в кластере.

Коэффициент поверхностного натяжения σ исполь-
зуемых жидкостей и их растворов с ПАВ определялся
в соответствии с ГОСТ на сталагмометре СТ2, принцип
работы которого основывается на методе определения
объема капель, выдавливаемых на границе жидкость–
газ. Значения коэффициента поверхностного натяже-
ния жидкостей на границе с воздухом при концентраци-
ях ПАВ , для которых проведены эксперименты, пред-
ставлены в табл. 3.

В экспериментах с дистиллированной водой ско-
рость кластера бидисперсных пузырьков определялась
до начала формирования двух монодисперсных класте-
ров и ее величина составляла u = (16.3 ÷ 34.2) см/с;
относительная погрешность определения скорости —

Таблица 3. Значения σ для растворов исследуемых жидкостей
и их растворов с ПАВ

C, г/л σ, мН/м
Дистиллированная вода–ПАВ-1
0 72.5

0.0011 70.0
0.0032 69.0
0.095 67.3
0.55 57.0
1.91 35.2

Глицерин–ПАВ-2
0 64.9

0.0287 56.4
0.287 44.3
2.87 36.2
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Таблица 4. Диаметры пузырьков в бидисперсном кластере

Дистиллированная вода и растворы воды с ПАВ-1
d1, мм 1.3 1.3 1.3 1.4 1.4 1.5 1.5 1.5 1.6 1.65
d2, мм 2.1 2.3 1.6 1.8 2.1 2.1 2.3 2.4 2.0 2.1
d2/d1 1.61 1.77 1.23 1.28 1.5 1.4 1.53 1.6 1.25 1.27

Глицерин и растворы глицерина с ПАВ-2
d1, мм 1.5 1.5 1.7 2.4 2.4 2.7 2.8 3.1 3.6 3.7
d2, мм 2.4 3.3 3.6 4.3 5.5 4.8 5.9 4.3 5.5 4.9
d2/d1 1.6 2.2 2.12 1.79 2.29 1.78 2.1 1.39 1.53 1.32

δu = 2%; начальная объемная концентрация пузырьков
в бидисперсном кластере — CV = 0.0009÷ 0.04; диаметр
начального сферического бидисперсного кластера ва-
рьировался в диапазоне D = (5.8 ÷ 7.3) см.

Величина средней скорости всплытия кластера би-
дисперсных пузырьков в экспериментах с глицерином
измерялась только для пузырьков, соизмеримых по раз-
меру, до момента распада кластера и изменялась в диа-
пазоне u = (5.1 ÷ 6.0) см/с. В экспериментах с глице-
рином начальный диаметр бидисперсного кластера ва-
рьировался в диапазоне D = (5.0 ÷ 6.2) см, начальная
объемная концентрация пузырьков в бидисперсномкла-
стере составляла CV = 0.003 ÷ 0.02.

Общее количество пузырьков в бидисперсном кла-
стере для всех проведенных экспериментов составляло
(N1 + N2) = 80 ÷ 130.

Диаметры d1 и d2 пузырьков (d1 < d2) в каждой
из двух фракций бидисперсного кластера, для которых
выполнялись эксперименты, приведены в табл. 4. В экс-
периментах также варьировалось соотношение количе-
ства мелких N1 и крупных N2 пузырьков в кластере.

В экспериментах число Рейнольдса рассчитывалось
по среднеарифметическому значению диаметров пу-
зырьков, входящих в бидисперсный кластер, и варьи-
ровалось в диапазонах Re = ρu(d1 + d2)/2µ = 200 ÷ 600
(дистиллированная вода) и Re = 0.1 ÷ 50 (глицерин).

3. Результаты экспериментального
исследования и их анализ

3.1. Влияние ПАВ на качественную картину
всплытия бидисперсного кластера

Качественная картина всплытия бидисперсного пу-
зырькового кластера проанализирована для двух диа-
пазонов чисел Рейнольдса: Re = 200 ÷ 600 (дистиллиро-
ванная вода) и Re = 0.1 ÷ 50 (глицерин). В эксперимен-
тах реализованы контактный (наличие столкновений
пузырьков друг с другом) и бесконтактный (отсутствие
столкновений пузырьков друг с другом) типы всплытия
в зависимости от исходной концентрации пузырьков
в кластере.

Экспериментально выявлено, что в процессе всплы-
тия в дистиллированной воде сферический бидисперс-
ный кластер пузырьков воздуха расслаивается из-за раз-
ницы в скорости всплытия фракций. Данный процесс
приводит к разделению исходно сферического кластера

на два монодисперсных кластера на некотором рассто-
янии h = h∗ от места формирования бидисперсного
кластера (рис. 3). В экспериментах величина этого рас-
стояния изменялась в диапазоне h∗ = 42 ÷ 48 см. Далее
скорость каждого из этих кластеров различна. Монодис-
персный кластер, образованный из мелких пузырьков
диаметром d1, всплывает быстрее, чем монодисперс-
ный кластер, состоящий из крупных пузырьков диамет-
ром d2: u1 > u2. Для проведенных экспериментов по
всплытию бидисперсного пузырькового кластера в ди-
стиллированной воде в отсутствие ПАВ разница ско-
ростей двух образованных монодисперсных кластеров
изменялась в диапазоне |u1 − u2| = 3 ÷ 6 см/с. Наблюда-
емую картину всплытия кластера пузырьков можно объ-
яснить по аналогии с динамикой одиночного пузырька.
При числах Рейнольдса Re > 400 (d > 1.4 мм) скорость
одиночного пузырька воздуха в дистиллированной воде
уменьшается по мере роста его диаметра за счет увели-
чения степени деформации пузырька, связанной с из-
менением его формы (увеличением диаметра миделева
сечения) и с увеличением интенсивности циркуляцион-
ной зоны, которая формируется за пузырьком [37].

В присутствии ПАВ в дистиллированной воде би-
дисперсный кластер также расслаивается при h∗ =
12 ÷ 27 см на два отдельных монодисперсных класте-
ра (рис. 4). При этом в отличие от всплытия класте-
ра в отсутствие ПАВ монодисперсный кластер мелких
пузырьков всплывает с меньшей скоростью, чем мо-
нодисперсный кластер крупных пузырьков: u1 < u2.
Этот эффект можно объяснить тем, что при всплытии
кластера пузырьков в присутствии ПАВ возникает ка-
сательное напряжение Марангони, приводящее к из-
менению формы пузырьков (приближение к сфериче-
ской) и поля скоростей вблизи них; в результате этого
пузырьки движутся как твердые сферы [37,38]. Для про-
веденных экспериментов по всплытию бидисперсно-
го пузырькового кластера в дистиллированной воде в
присутствии ПАВ разница скоростей двух образован-
ных монодисперсных кластеров изменялась в диапа-
зоне |u1 − u2| = 2 ÷ 3.6 см/с.

Расстояние h∗, на котором наблюдается расслоение
бидисперсного кластера на два монодисперсных, детер-
минируется концентрациейПАВвжидкойфазеи безраз-
мерным параметром — соотношением диаметров круп-
ных и мелких пузырьков d2/d1 (где d1 < d2). В качестве
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h = 13 см h = 27 см h = 52 см

Рис. 3. Фотографии кластера бидисперсных пузырьков воздуха, всплывающих в дистиллированной воде (d1 = 1.3 мм, d2 = 2.3 мм,
D ≈ 7 см)

h = 0 h = 8.8 см h = 18 см

Рис. 4. Фотографии кластера бидисперсных пузырьков воздуха, всплывающих в растворе дистиллированная вода–ПАВ-1 (d1 =
1.5 мм, d2 = 2.3 мм, D ≈ 6 см, C = 0.095 г/л)

примера значения h∗ для бидисперсного пузырькового
кластера диаметром D = 6 см, всплывающего в раство-
ре дистиллированная вода–ПАВ-1, приведены на рис. 5.
По мере увеличения концентрации ПАВ в воде расстоя-
ние h∗, на котором формируются два монодисперсных
кластера, уменьшается. Однако, при концентрации ПАВ
в воде C ⩾ 0.55 г/л величина h∗ возрастает. Это связано
с изменением градиента концентрации ПАВ на границе
раздела фаз и формы пузырьков.

По мере увеличения разницы в значениях диамет-
ров пузырьков, входящих в бидисперсный кластер (уве-
личения соотношения d2/d1), расстояние h∗ уменьша-
ется. На рис. 6 приведены экспериментальные данные,
осредненные по 5 ÷ 10 дублирующим опытам, для рас-
стояния h∗ в зависимости от соотношения d2/d1 диамет-
ров пузырьков воздуха в бидисперсном кластере, всплы-
вающем в дистиллированной воде при разной концен-

трации ПАВ. Из рис. 6 следует, что по мере увеличения
соотношения диаметров d2/d1 в кластере расстояние
h∗ уменьшается.

Ключевым фактором, определяющим характер
всплытия бидисперсного кластера в глицерине при ва-
рьировании концентрации ПАВ, является тип взаимо-
действия между пузырьками (контактный или бескон-
тактный).

При бесконтактном всплытии после отделения от
капилляров пузырьки диаметром d1 и d2 формируют два
пространственно разделенных монодисперсных класте-
ра. Данные кластеры демонстрируют независимую ди-
намику всплытия, что свидетельствует об отсутствии
существенного гидродинамического взаимодействия
между ними [39]. Таким образом, при бесконтактном
всплытии пузырьков бидисперсный кластер не форми-
руется.
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При контактном всплытии бидисперсного пузырь-
кового кластера в глицерине в присутствии и в отсут-
ствие ПАВ в зависимости от соотношения диаметров и
количества пузырьков в кластере экспериментально вы-
явлены следующие сценарии всплытия (достоверность
результатов обеспечена проведением не менее 15 по-
вторных опытов для каждой серии экспериментов):

• «Циркуляция крупных пузырьков с уносом мелких
пузырьков>— этот сценарий реализуется при соот-
ношении диаметров пузырьков в кластере d2/d1 >
1.56 и N1/N2 ⩽ 0.4 (количество крупных пузырь-
ков составляет более 70 % от общего количества
пузырьков в бидисперсном кластере). При этом
после подачи воздуха формируется бидисперсный
кластер, в котором происходит циркуляция пери-
ферийных пузырьков по аналогии с динамикой
всплытия монодисперсного кластера [40]. В про-
цессе циркуляции мелкие пузырьки постепенно
отстают от бидисперсного кластера. Стоит отме-
тить, что наличие циркуляционного движения пе-
риферийных пузырьков свидетельствует об отсут-
ствии влияния стенок на динамику пузырькового
кластера [32].

• «Циркуляция мелких пузырьков с уносом круп-
ных пузырьков» — данный режим реализуется при
d2/d1 < 1.82 и N1/N2 ⩾ 15.7 (количество крупных
пузырьков составляет не более 6 % от общего коли-
чества пузырьков в бидисперсном кластере). Про-
цесс всплытия бидисперсного кластера аналоги-
чен характеру всплытия монодисперсного класте-
ра, заключающегося в циркуляции периферийных
пузырьков в направлении, противоположном дви-
жению пузырьков [40].

• «Отсутствие кластера» — режим реализуется при
d2/d1 > 2.13 и N1/N2 ⩾ 15.7. После отрыва пузырь-
ков от капилляров не наблюдается формирование
бидисперсного кластера и по аналогии с бескон-
тактным всплытием реализуется всплытие двух
отдельных монодисперсных кластеров.

3.2. Влияние ПАВ на скорость всплытия
бидисперсного кластера

Как следует из вышеизложенного, после отрыва от
капилляров бидисперсный кластер пузырьков в глице-
рине (Re = 0.1 ÷ 50) может либо разделиться на два
монодисперсных кластера, либо продолжить всплытие
как единое целое со скоростью преобладающей фрак-
ции. В связи с этим основной объем экспериментов был
выполнен для случая всплытия кластеров в дистилли-
рованной воде и ее растворов с ПАВ-1.

Экспериментально выявлено, что скорость бидис-
персного кластера зависит от соотношения количества
пузырьков N1/N2 в кластере (рис. 7). Скорость класте-
ра определяется фракцией с наибольшим количеством
пузырьков, при этом она падает по мере увеличения ко-
личества крупных пузырьков (диаметром d2 > 1.4 мм),

Рис. 5. Осредненные экспериментальные данные по зависимо-
сти h∗(C) для бидисперсного пузырькового кластера
(d1 = 1.5 мм, d2 = 2.1 мм)

Рис. 6. Экспериментальные данные по зависимости h∗ от d2/d1:
⊙ — C = 0; ⃝ — C = 0.0032 г/л; □ — C = 0.095 г/л;△ —
C = 0.3 г/л (CV = 0.002 ÷ 0.004)

Рис. 7. Экспериментальные данные по зависимости скорости
всплытия бидисперсного пузырькового кластера в ди-
стиллированной воде от соотношения количества пу-
зырьков D ≈ 73 мм, d1 = 1.3 мм, d2 ≈ 2 мм)
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Таблица 5. Результаты экспериментов по всплытию бидисперсных кластеров в растворе дистиллированная вода–ПАВ-1 (D ≈ 60 мм)

d1, мм d2, мм d2/d1 N1 N2 N1/N2 u, мм/с u1, мм/с u2, мм/с
1.65 2.1 1.3 81 53 1.5 206±4 183±4 211±4
1.5 2.1 1.4 85 48 1.8 177±4 165±3 191±3
1.6 2.0 1.5 41 56 0.7 180±4 172±4 198±4
1.4 2.1 1.5 57 57 1.0 186±4 167±3 189±43

что связано со снижением скорости отдельного пузырь-
ка, входящего в кластер, ввиду увеличения диаметра его
миделева сечения, и возникновением циркуляционной
зоны в тыловой части пузырька.

Анализ полученных результатов по всплытию би-
дисперсного пузырькового кластера в дистиллирован-
ной воде показал, что по мере увеличения начальной
объемной концентрации кластера при заданном значе-
нии N1/N2 его скорость возрастает незначительно. В
частности, скорость бидисперсного кластера с началь-
ным диаметром D = 70 мм и диаметром входящих в
него пузырьков d1 = 1.3 мм и d2 = 1.6 мм для N1/N2 =
0.7 при CV = 0.0009 составляет u = 316 ± 5.2 мм/с, а при
CV = 0.002 — u = 321 ± 6.7 мм/с.

Результаты экспериментов, осредненные по 10 дуб-
лирующим опытам, по всплытию бидисперсных кла-
стеров в дистиллированной воде с различным содер-
жанием ПАВ-1 приведены в табл. 5. В данной таблице
представлены экспериментальные скорости всплытия
двух монодисперсных кластеров (из пузырьков диамет-
ром d1 и d2), образовавшихся в результате расслоения
исходного бидисперсного скопления. Скорости u1 и u2
измерялись на участке от точки начала расслоения до
конца резервуара.

Зависимость скорости всплытия бидисперсного
кластера от концентрации ПАВ-1 носит немонотонный
характер. Первоначальное снижение скорости с ростом
концентрации сменяется ее увеличением после дости-
жения порогового значения C ⩾ 0.55 г/л (рис. 8). Данное
явление объясняется изменением формы пузырьков:

Рис. 8. Экспериментальная скорость всплытия бидисперсного
пузырькового кластера в зависимости от концентра-
ции ПАВ-1 в дистиллированной воде (d1 = 1.3 мм,
d2 = 2.1 мм, D = 60 мм, N1/N2 = 1.5, CV = 0.0035),
осредненная по 10 дублирующим опытам

под действием изменяющегося градиента концентра-
ции ПАВ-1 на межфазной границе они вновь приобре-
тают форму сплющенного эллипсоида вращения, что и
приводит к ускорению всплытия.

4. Заключение

Анализ результатов экспериментального исследо-
вания процесса всплытия бидисперсного кластера пу-
зырьков позволяет сделать следующие выводы.

В дистиллированной воде (Re > 200) бидисперсный
пузырьковый кластер сферической формы в процессе
всплытия расслаивается на два монодисперсных класте-
ра на расстоянии h∗ от места его формирования незави-
симо от наличия ПАВ. Ключевое различие проявляется
в скорости всплытия образующихся кластеров: в чистой
жидкости выполняется условие u1 > u2, а в растворе
ПАВ — u1 < u2. Экспериментально подтверждено, что
расстояние расслоения h∗ монотонно уменьшается при
увеличении как концентрации ПАВ, так и безразмер-
ного параметра d2/d1.

Проведенные исследования выявили зависимость
скорости всплытия бидисперсного кластера от соста-
ва среды и параметров кластера. В дистиллированной
воде (в отсутствие ПАВ) скорость кластера монотонно
возрастает с увеличением как соотношения количества
пузырьков N1/N2, так и начальной объемной концен-
трации пузырьков. Введение ПАВ приводит к снижению
скорости всплытия при идентичных значениях N1/N2
и начальной объемной концентрации пузырьков.

Экспериментальное исследование контактного
всплытия в глицерине (Re < 50) показало, что устой-
чивое существование бидисперсного пузырькового
кластера возможно в двух диапазонах параметров: при
соотношении диаметров 1.56 < d2/d1 < 1.82 и преобла-
дании мелких пузырьков (N1 ≫ N1, где доля крупных
пузырьков не превышает 6 %); при d2/d1 > 1.56 и преоб-
ладании крупных пузырьков (N1 < N2), где доля мелких
пузырьков составляет менее 30 %).

Стабильность кластера в этих условиях обусловлена
взаимодействием гидродинамическихполейпузырьков.
В противоположность этому при бесконтактном всплы-
тии, а также при контактном всплытии с соотношением
d2/d1 > 2.13 и долей крупных пузырьков не более 6 %,
бидисперсный кластер не формируется, вместо этого
наблюдается независимое всплытие двух монодисперс-
ных образований.
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Продольно-поперечный изгиб упругого стержня
при кратковременном осевом воздействии

М.И. Макаров1,2 , И.Л. Кузьмин3
1 Сколковский институт науки и технологий, Москва, Россия
2 Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Москва, Россия
3Московский государственный технический университет имени Н.Э. Баумана, Москва, Россия

E-mail: ufamax2@gmail.com

В работе рассматривается задача о динамическом продольно-поперечном изгибе упругого стержня с начальными искривления-
ми при кратковременном осевом воздействии. Мотивацией исследования являются актуальные проблемы, связанные с анализом
устойчивости и прочности элементов конструкций при ударных нагрузках, применимых, в частности, к проблемам запуска летатель-
ных аппаратов, свайных фундаментов и транспортных средств. Основное внимание уделено двум частным случаям: воздействию
кратковременного продольного удара постоянной силы и приложению осевой силы, линейно возрастающей во времени. В поста-
новке задачи специально учтен тот факт, что временной диапазон приложения нагрузки вдвое меньше времени распространения
волны по длине стержня, что позволяет корректно моделировать волновые эффекты. В отличие от классических приближенных
моделей, в которых распространение продольной волны предполагается мгновенным и напряжение считается постоянным вдоль
стержня, в настоящей работе использованы уравнения с учетом конечной скорости распространения продольных волн. Для численного
исследования динамики малых поперечных отклонений применяется разложение по собственным функциям и решается система
обыкновенных дифференциальных уравнений для амплитуд Фурье. Детально анализируется влияние различных форм начального
изгиба, а также изменение максимальных амплитуд колебаний для различных параметров модели. Проведен сравнительный анализ
поведения стержня для простых и сложных начальных форм искривления, показано возникновение неравномерностей, близких к
тем, что наблюдаются в физических экспериментах. Полученные результаты подтверждают важность учета волновых эффектов в
кратковременных динамических задачах и расширяют область применения разработанных моделей.

Ключевые слова: упругий стержень, динамический изгиб, кратковременный удар, начальное искривление, волновое уравнение,
численное моделирование, динамическая устойчивость

Longitudinal-transverse bending of an elastic rod
under short-term axial action

M.I. Makarov1,2 , I.L. Kuzmin3
1 Skolkovo Institute of Science and Technology, Moscow, Russia
2 National Research University Higher School of Economics, Moscow, Russia
3 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia

E-mail: ufamax2@gmail.com

The paper considers the problem of dynamic longitudinal–transverse bending of an elastic rod with initial curvatures under short-term axial
action. The motivation of the research is the current problems related to the analysis of the stability and strength of structural elements
under shock loads, applicable, in particular, to the problems of launching aircraft, pile foundations and vehicles. The main attention is paid
to two special cases: the effect of a short-term longitudinal impact of constant force and the application of an axial force that increases
linearly over time. The problem statement specifically takes into account the fact that the time range of the load application is half the time
of wave propagation along the length of the rod, which makes it possible to correctly simulate wave effects. Unlike classical approximate
models, in which the propagation of a longitudinal wave is assumed to be instantaneous and the voltage is assumed to be constant along
the rod, equations are used in this work taking into account the finite velocity of propagation of longitudinal waves. To numerically study the
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curvature is carried out, and the occurrence of irregularities close to those observed in physical experiments is shown. The results obtained
confirm the importance of taking into account wave effects in short-term dynamic tasks and expand the scope of the developed models.

Keywords: elastic rod, dynamic bending, short-term impact, initial curvature, wave equation, numerical modeling, dynamic stability

1. Введение
Динамические нагрузки, в частности, удар, являют-

ся наиболее опасным видом воздействия на стержневые
системы. Следует отметить, что при ударе скорость дви-
жения выделенного элемента стержня приобретает ко-
нечную скорость за малый промежуток времени. То есть
ударная нагрузка вызывает значительные ускорения и,
соответственно, инерционные силы, направление дей-
ствия которых устремлено в сторону, противоположную
ускорению.

В работе исходят из следующих физических допу-
щений:

1. При ударе выполняется закон сохранения энер-
гии — переход начальной кинетической энергии
в потенциальную энергию упругого изгиба стерж-
ня [1,2].

2. Движущееся тело с момента соприкосновения дви-
жется совместно со стержнем — нагрузка неупру-
гая; если масса тела малa относительно стержня,
онаможет быть проигнорирована, но импульсом—
нет.

3. Деформации соответствуют закону Гука, модуль
упругости E постоянен для малых деформаций.

Допущение о выполнении закона сохранения энер-
гии разрешает связывать начальную кинетическую
энергию динамического воздействия с потенциальной
энергией упругой деформации при инициализации за-
дачи и выборе критерия перехода в колебательный ре-
жим. Это позволяет использовать классические методы
расчета динамического изгиба без учета необратимых
потерь энергии в процессе удара [1, 2].

При динамическом продольном воздействии зада-
ча моделирования усложняется тем фактом, что распро-
странение по стержню продольных упругих волн может
вызвать интенсивные поперечные колебания, связан-
ные с начальным изгибом относительно прямолиней-
ной формы стержня. Однако, так как время распростра-
нения продольной волны по длине стержня существен-
но меньше наименьшего периода поперечных колеба-
ний, как правило, используется упрощенная приближен-
ная модель, в которой принимается гипотеза о том, что
продольная волна распространяется по стержню мгно-
венно, а осевая сжимающая сила постоянна по длине. В
такой постановке были решены задачи [1–5] при внезап-
ном приложении конечной нагрузки выше критической,
с линейно возрастающей со временем нагрузкой, а так-
же с периодически меняющейся со временем нагрузкой.

В динамических задачах продольного воздействия
распространение по стержню упругих волн может ини-
циировать интенсивные поперечные колебания при на-

личии начального искривления. Для случаев коротких
ударов критична скорость волнового процесса. Наря-
ду с классическими приближенными моделями [1, 5]
в настоящей работе реализовано построение с учетом
конечной скорости распространения волн. Постанов-
ка задачи, формулы и граничные условия приведены
согласно работам [3, 6].

Целью исследования являются построение и срав-
нение моделей с различными начальными искривле-
ниями стержня, анализ отличий динамики на основе
численного решения соответствующих уравнений с по-
мощью метода Рунге–Кутта.

2. Постановка задачи и модель
Постановка задачи, основные предположения и ре-

шения волновых уравнений отражены согласно [3], фор-
мулировка динамического уравнения изгиба — [3], по-
становка задачи линейно возрастающей нагрузки —
[5, 6].

Рассматривается шарнирно-закрепленный трубо-
провод с заданным начальным искривлением и нуле-
выми начальными условиями. Конец упругого стержня
постоянного сечения подвергается кратковременному
продольному удару постоянной силы. Считается, что
пробег продольной волны по удвоенной длине стерж-
ня больше времени удара. Отметим, что задача дает
разумные результаты для сравнительно небольшого ин-
тервала времени.

Для первой подзадачи дополнительно будет исполь-
зоваться волновое уравнение для нахождения внешней
силы P, а для второй — сразу рассматриваться P спе-
циального вида.

Распространение продольных волн в стержне опи-
сывается уравнением

ES
∂2u
∂x2 = ρS

∂2u
∂t2 . (1)

Граничные и начальные условия имеют вид:

ES
∂u
∂x

∣∣∣∣
x=0

=

{
−P0 при 0 ⩽ t ⩽ T,
0 при t ⩾ T;

u(L, t) = 0, u(x, 0) = 0,
∂u
∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Здесь u(x, t)— продольное смещение сечения; x — про-
дольная координата; t — время; T — время действия
ударной силы; E и ρ—модуль Юнга и плотность мате-
риала. При сжатии P0 ⩾ 0.

Необходимо найти P(x, t) = ES(∂u/∂x). Общее ре-
шение волнового уравнения будет иметь следующий
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вид:

P(x, t) = −P0( f (x − ct) + g(x + ct)), c2 =
E
ρ

,

где c—скорость звука; функции f (z), g(z) определяются
из граничных и начальных условий.

Пусть T0 = L/c — время пробега волны по длине
стержня. Рассмотрим случай T < 2T0, то есть действие
импульса заканчивается до прихода волны, отраженной
от правого края, к левому. В этом случае:

f (x) = 1, −LT ⩽ z ⩽ 0

f (x)=0, −2L< z<−LT , −4L< z<−2L−LT ,
g(z) = f (2L − z),

f (x) = −1, −2L − LT < z < −2L,

(2)

где LT = cT0 < 2L. Функции f (z), g(z) периодичны с
периодом 4L, то есть P(x, t + 4T0) = P(x, t) при t > T.

Малые поперечные движения стержня описывают-
ся динамическим уравнением изгиба следующего вида:

EJ
∂4ω

∂x4 +
∂

∂x

(
P(x, t)

∂(ω0 +ω)

∂x

)
+ ρS

∂2ω

∂t2 = 0, (3)

где ω0 + ω— полное отклонение стержня от прямоли-
нейной формы; ω0(x) = φ(x) — заданное начальное
отклонение; ω(x, t)— дополнительное отклонение; J —
геометрический момент инерции поперечного сечения.

Начальные условия имеют вид:

ω(x, 0) =
∂ω

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, 0 ⩽ x ⩽ L.

Граничные условия при шарнирном закреплении:

ω = EJ
∂2ω

∂x2 = 0, x = 0, L.

Запишем уравнение (3) в безразмерном виде. Будем
считать, что длина стержня L∗ и время пробега волны
по его длине T∗

0 равны 1:

µ
∂4ω

∂x4
1
+

∂

∂x1

(
ε(x1, t1)

∂(ω0 +ω)

∂x1

)
+

∂2ω

∂t2
1
= 0, 0 ⩽ x1 ⩽ L∗, 0 ⩽ t1 ⩽ T∗

0 ,
(4)

где

x = Lx1, t = T0t1, µ =
J

SL2 =
( r

L

)2
≪ 1,

ε(x1, t1) =
P

ES
= ε0( f (x1 − t1) + g(x1 + t1)),

r =

√
J
S

, ε0 =
P0

ES
.

(5)

Здесь r — радиус инерции сечения; ε(x1, t1)— продоль-
ная деформация оси стержня. Относительная дефор-

мация ε0 =
P0

ES
в типичных задачах не превышает 0.01

(малые деформации); безразмерный параметр инерции

µ =
J

SL2 всегда мал для длинных тонких стержней, на-

пример, для труб µ ∼ 10−4...10−2.
Решение ищется в виде ряда Фурье

ω(x1, t1) =
N

∑
n=1

Xn(x1)Tn(t1) (6)

по собственным функциям X IV − α4X = 0 и граничным
условиям X(0) = X′′(0) = X(1) = X′′(1) = 0. Получаем

αn = nπ, Xn = sin nπx. (7)

Функции Tn удовлетворяют следующей системе:

d2Tn

dt2 + µα4
nTn(t)−

− ε0
Kn

N

∑
k=1

ank(t)(Tk(t) + φk) = 0, n = 1, . . . , N,
(8)

где

Kn =
∫ 1

0
X2

ndx, ank(t) =

=
∫ 1

0
( f (x − t) + g(x + t))X′

kX′
ndx,

φk =
∫ 1

0
φXkdx,

(9)

и нулевым начальным условиям Tn(0) = T′
n(0) = 0. Си-

стема (8) решается численно.
Далее рассмотрим задачу при условии линейно воз-

растающей нагрузки. Она отличается тем, что продоль-
ные волны не рассматриваются, а сила представляется
в виде P(t) = P0cptS или как безразмерная величина
ϵ(t1) = ϵ0(cptS), где cp — скорость изменения сжимаю-
щего напряжения; S — поперечное сечение.

Все остальные формулы и выражения остаются
прежними, кроме выражения для величины ank, которая
вычисляется следующим образом

ank(t) =
∫ 1

0
(cptS)X′

kX′
ndx. (10)

3. Результаты моделирования
Для моделирования использовалась библиотека

Scipy для Python. Постановка задачи, основные пред-
положения и решения волновых уравнений (1)–(9) взя-
ты из работы Морозова и Товстика [3]. Линейно возрас-
тающая нагрузка (10) представлена согласно подходу
Вольмира [5].

Зададим ε0 = 0.01 (относительная деформация 1 %),
µ = 0.0002 (соответствует отношению (r/L)2 для тонко-
стенных конструкций), τ = 0.5 (соответствует длитель-
ности импульса, при которой продольная волна прохо-
дит половину длины стержня. В формуле (6) положим
N = 10.

Численное моделирование показало, что результат
сильно зависит от начального искривления φk. Для чис-
ленного интегрирования системы (8) использовался ме-
тод Рунге–Кутта 4-го порядка с шагом ht = 0.05. Будем
моделировать до момента времени t = 2 (два периода
распространения волны по длине стержня).
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3.1. Кратковременный удар при различных
искривлениях

1) φ1 = 1, φk = 0, k ̸= 1: сначала сильно растет ам-
плитуда первой полуволны, затем энергия пере-
распределяется по остальным модам (рис. 1);

2) φ4 = 1, φk = 0, k ̸= 4: изгиб концентрируется в
середине стержня (рис. 2);

3) φ1 = 0.5, φ2 = 0.8, φ3 = 1, φ4 = 0.8, φ5 = 0.5,
φk = 0, k > 5: формируется колебательный про-
цесс (рис. 3).

3.2. Влияние количества учитываемых мод

Для сравнения с изгибом стержня в канале [7] рас-
смотрим влияние числа мод N = 3, 5, 7, 9 при φk = 0.1
для всех k (рис. 4).

3.3. Сравнительный анализ с приближенными мо-
делями

Выполнено сопоставление результатов волно-
вой модели с классической приближенной моделью
Ишлинского–Лаврентьева, в которой продольная сила

Рис. 1. Простое искривление φ1: пространственные профили в различные моменты времени

Рис. 2. Простое искривление φ4: концентрация деформации в центральной части стержня
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Рис. 3. Сложное искривление: формирование многомодовых колебаний

(а) N = 3 (б) N = 5

(в) N = 7 (г) N = 9

Рис. 4. Влияние числа учитываемых мод при равномерном начальном искривлении φk = 0.1
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Рис. 5. Сравнительный анализ с приближенными моделями при простом искривлении ϕ1 = 1

мгновенно распространяется вдоль стержня. Было по-
казано, что максимальные амплитуды изгиба волновой
моделипревышают значения, полученные в приближен-
ной теории, на 25–40 % при кратковременных ударах,
а также сильнее выражена неравномерность распреде-
ления энергии между формами (рис. 5). В классических
статических и квазистатических моделях (например, в
работах Феодосьева [8]) структура изгиба определяет-
ся только геометрией начального искривления, тогда
как динамическая модель выявляет критическую роль
временной структуры нагружения.

Рис. 6. Линейно возрастающее нагружение при сложном на-
чальном искривлении: преимущественное возбуждение
низших мод

Данное различие особенно существенно для при-
менения в проектировании элементов конструкций, ис-
пытывающих быстрые или импульсные нагрузки, так
как приближенные модели могут существенно недооце-
нивать значения максимальных деформаций и неверно
оценивать устойчивость системы.

3.4. Линейно возрастающая нагрузка
Согласно подходу Вольмира [6], рассмотрим слу-

чай линейно возрастающей нагрузки с параметрами
cp = 1 кг/(см2·с), S = 0.5 см2.

В первом графике на рис. 6 рассматривается случай
с сложным начальным искривлением φ1 = 0.5, φ2 = 0.8,
φ3 = 1, φ4 = 0.8, φ5 = 0.5, φk = 0, k > 5. На втором гра-
фике рассмотрим влияние числа мод N = 3, 5, 7, 9 при
φk = 0.1 для всех k (рис. 7).

4. Заключение
В рамках настоящей работы рассмотрено вли-

яние волновых эффектов на динамику продольно-
поперечного изгиба упругого стержня при кратковре-
менном осевом воздействии. Численное моделирова-
ние, выполненное на основе уравнений с конечной ско-
ростью распространения продольной волны [3], показа-
ло, что учет волновой природы нагрузки принципиаль-
но влияет на характер развития изгиба и распределение
энергии между формами колебаний, особенно для слу-
чаев кратковременного удара.

Проведен сопоставительный анализ с приближен-
ными классическими моделями [1,5], в которых мгно-



Multiphase Systems 20 (2025) 3 M.I. Makarov, I.L. Kuzmin 151

(а) N = 3 (б) N = 5

(в) N = 7 (г) N = 9

Рис. 7. Линейный рост амплитуд при возрастающей нагрузке для различного числа мод

венное распределение осевой силы по длине стержня
приводит к существенному занижению максимальных
амплитудииной структуре колебательного процесса. Ре-
зультаты подтверждают, что для динамических задач с
коротким временем удара моделирование, основанное
на волновых уравнениях, необходимо для получения
адекватных оценок отклика конструкций и объяснения
наблюдаемых эффектов, аналогичных зарегистрирован-
ным в физических экспериментах [9].

Показано, что при применении линейно возраста-
ющей нагрузки [6] для простых начальных искривлений
достигнутые формы повторяют результаты классиче-
ских задач (например, модели Феодосьева [8]), однако
для более сложных начальных форм возникает нерав-
номерность и существенно различающиеся амплитуды
мод, что подчеркивает важность учета реальной формы
начального отклонения.

Ограничением работы остается отсутствие демп-
фирования и неучет нелинейных эффектов при боль-
ших деформациях, кроме того, задача решалась в допу-
щении идеального закрепления концов и постоянных
физических свойств материала. Эффективность приме-

ненных численных методов ограничивается вычисли-
тельными затратами для больших N, что может быть
преодолено в перспективе с помощью оптимизирован-
ных алгоритмов или асимптотических подходов.

В перспективе целесообразно развивать комбини-
рованные методы для задач изгиба стержней в каналах
с ограничением, а также уделить внимание вариацион-
ным или аналитико-численным схемам для учета более
сложных граничных условий и реальных инженерных
ситуаций. Полученные результаты могут быть полезны
для анализа устойчивости и проектирования элемен-
тов машин и сооружений, испытывающих ударные или
быстро меняющиеся нагрузки.
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Специфика конструкторской проработки прототипа смарт-привода
для нетипичных манипуляторов

А.В. Ивачев1 , О.В. Даринцев1 , Д.Р. Богданов2
1 Уфимский университет науки и технологий, Уфа
2 Уфимский государственный нефтяной технический университет, Уфа

E-mail: darintsevov@uust.ru

В современной промышленной робототехнике ключевую роль в обеспечении беспрерывности производства и автоматизации, требуе-
мых характеристик при работе с перемещаемыми объектами играют манипуляторы. Они позволяют заменить человека на монотонных
операциях, ускорить производственный процесс и избежать применения дополнительных грузоподъемных устройств. В отличие от
традиционных манипуляторов у непрерывных манипуляторов, при их уникальных возможностях, существуют нерешенные проблемы
управления. Одной из этих проблем является контроль формы звеньев непрерывного манипулятора, так как форма в итоге определяет
его рабочую точку. В настоящей работе рассматривается непрерывный манипулятор, состоящий из звеньев на базе жестких элементов
со сферической поверхностью, качение которых друг относительно друга и определяет конечную форму звеньев. Качение элементов
осуществляется с помощью приводов посредством изменения длин тросов, проходящих сквозь них. Для корректного (управляемо-
го) функционирования манипулятора необходимо осуществлять управление перемещением тросов с одновременным контролем
их натяжений. Кроме того, для поддержки целостности звеньев управление должно быть синхронным для всех приводов тросов.
Основной целью работы является разработка эскизного проекта смарт-привода для нетипичных манипуляторов. На первом этапе
проведена конструкторская проработка привода, для чего решены следующие задачи: проектирование приводного модуля на базе
шагового двигателя с датчиком натяжения и перемещения троса; разработка архитектуры информационной системы; проектирование
внутренней структуры программируемой логической интегральной схемы (ПЛИС). Разработанная на первом (конструкторском) этапе
создания эскизного проекта смарт-привода схема была загружена во внутреннюю флеш-память ПЛИС.

Ключевые слова: смарт-привод, нетипичные манипуляторы, датчик напряжения и перемещения троса, программируемые ло-
гические интегральные схемы, шаговые двигатели, тросовое управление

Design development of a Smart Drive for Atypical Manipulators
A.V. Ivachev1 , O.V. Darintsev1 , D.R. Bogdanov2
1 Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia
2 Ufa State Petroleum Technological University, Ufa, Russia
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In modern industrial robotics, manipulators play a key role in ensuring uninterrupted production and automation, ensuring the required
characteristics when working with movable objects. They make it possible to replace a person in monotonous operations, speed up the
production process and avoid the use of additional lifting devices. Unlike traditional manipulators, continuous manipulators, with their
unique capabilities, have unresolved control problems. One of them is to control the shape of the links of the continuous manipulator,
as it ultimately determines its operating point. In this paper, we consider a continuous manipulator consisting of links based on rigid
elements with a spherical surface, the rolling of which relative to each other determines the conical shape of the links. The rolling of
the elements is carried out by means of drives by changing the lengths of the cables passing through them. For the correct (controlled)
operation of the manipulator, it is necessary to control the movement of cables while simultaneously controlling their tension. In addition,
to maintain the integrity of the links, the control must be synchronous for all cable drives. The main purpose of the presented work is
to develop a draft design of a smart drive for atypical manipulators. At the first stage of the work, the results of which are presented
in this article, a design study of the drive was carried out, for which the following three tasks were solved: designing a drive module
based on a stepper motor with a cable tension and displacement sensor; developing an information system architecture; designing the
internal structure of a programmable logic integrated circuit (FPGA). The circuit developed at the first (design) stage of creating the
sketch design of the smart drive was loaded into the internal flash memory of the FPGA.
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1. Введение
В современной промышленной робототехнике ма-

нипуляторы играют ключевую роль в обеспечении бес-
прерывности производства и автоматизации. Они поз-
воляют заменить человека на монотонных операциях,
ускорить производственный процесс и избежать приме-
нения дополнительных грузоподъемных устройств.

В мире набирают популярность нетипичные мани-
пуляторы, которые отличаются от классических жест-
кихманипуляторов сшарнирными соединениями своей
конструкцией или принципами работы. Их конструк-
ция зачастую основана на принципах биомиметики и
предназначена для решения задач, где традиционные
манипуляторы не эффективны.

Среди всего многообразия манипуляторов, извест-
ных на текущий момент, можно выделить три больших
класса:

1) с жесткими звеньями;

2) с использованием звеньев с контролируемой де-
формацией;

3) с использованием звеньев с управляемым изги-
бом.

Если первые два типа манипуляторов достаточно
хорошо известны, то появившийся практически одно-
временно с ними класс манипуляторов с управляемым
изгибом в силу объективных на то время причин не на-
шел широкого применения. Но в настоящий момент
проявляется острая потребность именно в таких мани-
пуляционных механизмах как средстве контроля, диа-
гностики и доставки инструмента в труднодоступные
полости сложныхмеханизмов. Интерес проявляется так-
же со стороны теории катастроф как к средству доступа
в разрушенные сооружения; медицины (малотравма-
тичное средство доставки); специальной робототехни-
ки (обследование подозрительных полостей и работа в
загроможденном пространстве) [1]. К классу манипуля-
торов с жесткими звеньями относятся практически все
традиционные промышленные манипуляторы, разра-
ботка которых определялась выполняемыми ими тех-
нологическими задачами. Такие манипуляторы пред-
ставляют собой механизмы, состоящие из жестких зве-
ньев, соединенных посредством кинематических пар
с угловым или поступательным относительным пере-
мещением [2].

Манипуляторы на основе звеньев с контролируе-
мой деформацией — это такие конструкции, в которых
учитывается возможный изгиб звеньев в процессе пере-
мещения. Идея таких манипуляторов состоит в облегче-
нии звеньев за счет снижения их жесткости. В данных
манипуляторах учет и контроль возникающих дефор-
маций ведется сложной системой управления [3].

В манипуляторах с управляемымизгибомизгиб зве-
наможет быть реализованна основе разныхфизических
принципов и с применением различных материалов, но
общим свойством является то, что за счет управляемого
изменения пространственной конфигурации отдельных
звеньев осуществляется перемещение схвата или рабо-
чего инструмента в пространстве. Существенным отли-
чием также является то, что в отличие отманипуляторов
первых двух классов для обеспечения эквивалентного
количества степеней свободы таким конструкциям тре-
буется меньшее количество звеньев. К недостаткам по-
добных технических решений часто относят их малую
жесткость, что делает невозможным работу с формо-
образующим инструментом, значительно снижает вес
полезной нагрузки и усложняет управление. Но если
рассматривать гибкие манипуляторы как средство до-
ставки различных инструментов обработки (например,
покраски) и бесконтактного контроля в труднодоступ-
ные внутренниеполости агрегатов со сложнойпростран-
ственной формой каналов, то они идеально подходят
для решения подобных задач [1].

Традиционные манипуляторы обычно обладают
ограниченным числом степеней свободы, что идеально
подходит для структурированных сред, но ведет к труд-
ностям в менее организованных условиях, таких как ра-
боты в загроможденных средах функционирования или
при обследовании сложных полостей машин и механиз-
мов. С такими задачами хорошо справляются манипу-
ляторы с избыточными степенями свободы, к которым
можно отнести змееподобныеманипуляторы, построен-
ные на базе большого количества модулей, а также, так
называемые в зарубежной литературе, непрерывные
манипуляторы. Основное отличие непрерывных мани-
пуляторов состоит в том, что их звенья могут менять
кривизну непрерывно вдоль всей своей длины. Такая
особенность позволяет манипулятору обходить препят-
ствия не только за счет количества звеньев, но и за счет
изгиба самого звена. Учитывая то, что непрерывные
манипуляторы не определены в ГОСТ Р 60.0.0.4-2023
как отдельный класс, можно отнести их к нетипичным
манипуляторам.

В отличие от традиционных манипуляторов у
непрерывных присутствуют проблемы управления. Од-
ной из главных проблем является контроль формы зве-
ньев непрерывного манипулятора, так как именно фор-
ма определяет его рабочую точку.

В настоящей работе рассматривается непрерывный
манипулятор, состоящий из звеньев на базе жестких
элементов со сферической поверхностью, качение кото-
рых друг относительно друга и определяет форму зве-
ньев. Качение элементов осуществляется с помощью
тросов, проходящих сквозь них, перемещение которых
осуществляется с использованием приводов.

Дляправильногофункционированияманипулятора
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необходимо осуществлять управление перемещением
тросов с одновременным контролем их натяжений. Кро-
ме того, для поддержки целостности звеньев управле-
ние должно быть синхронным для всех приводов тросов.

В настоящее время существуют различные типы
приводов роботов, имеющие ряд конструктивных осо-
бенностей:

• электродвигатели (простейшие типы — двигатели
постоянногоипеременного тока), которыепредна-
значены для преобразования электрической энер-
гии в механическую. Для управления такими при-
водами необходимы датчики обратной связи и
контроллер;

• сервоприводы — механизмы, позволяющие уста-
навливать и фиксировать рабочий орган оборудо-
вания в заданных положениях, перемещать его в
соответствии с заданной программой. Кроме то-
го, они могут поддерживать необходимый момент
на валу при нулевой скорости вращения вала, что
используется для удержания исполнительного ме-
ханизма в одном положении под нагрузкой [4]. Для
управления сервоприводом необходимы отдель-
ный контроллер и драйверы;

• шаговые двигатели, которые представляют со-
бой бесщеточное электромеханическое устрой-
ство, преобразующее последовательность электри-
ческих импульсов, приложенных к его обмоткам
возбуждения, в точно определенное пошаговое
механическое вращение. Такие двигатели хорошо
подходят для системы управления без обратной
связи, в которой точное положение вала поддер-
живается точным количеством импульсов без ис-
пользования датчика обратной связи [5]. Шаговый
двигатель может управляться без драйвера напря-
мую от микроконтроллера или логической схемы
или с драйвером, который управляет обмотками
по сигналам от управляющего устройства;

• интеллектуальные приводы, расширяющие воз-
можность управления приводом за счет интегра-
ции сложных алгоритмов. Такие устройства по-
лучили функции программируемого логического
контроллера, они обладают логикой принятия ре-
шения на основе собственных датчиков и прогноза
состояния системы. Интеллектуальные приводы
способны управлять не только своим исполнитель-
ным механизмом, но и оказывать влияние на ра-
боту всей системы;

• смарт-приводы — автономные исполнительные
механизмы, где в одном корпусе размещены при-
вод, контроллер, датчики и коммуникационные
интерфейсы. Встроенные датчики и контроллер
обеспечивают управление положением, скоростью
и усилием привода, снимая нагрузку на систему
управления верхнего уровня.

Проведенный анализ современных разработок в об-
ласти непрерывных манипуляторов позволил выявить

ряд характерных конструктивных и функциональных
особенностей, а также системные проблемы управле-
ния.

Гибкий манипулятор с пружинными сегментами [6]
представляет собой конструкцию, основанную на пру-
жинах сжатия, которые деформируются при натяжении
тросов. Данное решение аналогично биологическому
прототипу— хоботу слона. Однако, в данной системе от-
сутствует контроль натяжения тросов. Усилие определя-
ется косвенно через жесткость пружин и перемещение
тросов, что не позволяет произвести точный силомо-
ментный контроль в реальном времени.

Манипулятор Bendy Arm [7], разработанный для по-
мощи людям с ограниченными возможностями, демон-
стрирует другой подход. Конструкция состоит из гиб-
кого основания и дисков, через которые пропущены
тросы. Данным манипулятором управляет вручную при
помощи джойстика без использования обратной связи,
исключительно визуально.

Анализ данных решений выявил общуюпроблему—
отсутствие интегрированной системы автоматическо-
го управления, обеспечивающей одновременный кон-
троль кинематических и силовых параметров.

Целью работы является решение проблемы синтеза
адаптивной и многосвязной системы управления для
непрерывных манипуляторов путем разработки архи-
тектуры смарт-привода с распределенной обработкой
данных на уровне программируемой логической инте-
гральной схемы (ПЛИС) и экспериментальный анализ
ее эффективности.

На первом этапе разработки эскизного проекта
смарт-привода, результаты которого представлены в
настоящей статье, проведена конструкторская часть ра-
боты.

2. Постановка задачи, определение
компоновки привода, выбор
оборудования и компонентов

Рассмотрим непрерывный манипулятор, состоя-
щий из звеньев на базе жестких элементов со сфериче-
ской поверхностью, качение которых друг относительно
друга и определяет форму звеньев. Качение элементов
осуществляется с помощью тросов, проходящих сквозь
них, перемещение которых осуществляется с помощью
приводов.

Непрерывный манипулятор может состоять из
нескольких звеньев, каждымиз которых управляет один
смарт-привод. Смарт-приводы располагаются в виде
модульной конструкции друг над другом и повернуты
друг относительно друга на угол 360◦/2n, где n — ко-
личество звеньев. На рис. 1 представлена конструкция
непрерывного манипулятора.

Каждый смарт-привод состоит из 4-х датчиков на-
тяжения и перемещения троса (ДНПТ) с приводными
блоками, отладочной платы-контроллера и основания
привода. На рис. 2 представлена компоновка привода.
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Рис. 1. Конструкция непрерывного манипулятора

Рис. 2. Компоновка смарт-привода

В каждый ДНПТ с приводным блоком входят:

• комплексированный датчик натяжения и переме-
щения троса;

• шаговый двигатель;

• драйвер двигателя.

Комплексированный датчик натяжения и переме-
щения состоит из:

• корпуса;

• валов с магнитами;

• механизма контроля натяжения;

• рояльного колеса;

• крышки;

• тензодатчика;

• платы с двумя энкодерами;

• аналого-цифрового преобразователя (АЦП).

Были взяты шаговые двигатели STEPPERONLINE
11HS20-0674S-PG27 с планетарным редуктором с соот-
ношением 27:1 [8]. В качестве драйвера использован
STEPPERONLINE DM320T [9]. Данный драйвер обладает
настройкой микрошага, что позволяет увеличить точ-
ность и плавность движения двигателя. Возможно деле-
ние одного оборота на 400, 800, 1600, 3200, 6400, 12800,
4000 и 8000 микрошагов. Для контроля натяжения ис-
пользуется датчик DYHW-108 [10]. Он рассчитан на вес
до 3 кг. Энкодер представляет собой комплект из мик-
росхемы AS5048A— 14-битного датчика углового поло-
жения и магнита, установленного на торцах входного
и выходного валов ДНПТ. Микросхема считывает угол
поворота магнита и состоит из датчика Холла, АЦП и
цифрового обработчика сигналов [11]. Для обработки
сигнала с тензодатчика использована специализирован-
ная плата CHIPSEA на базе 24-битного сигма–дельта
АЦП CS1238 [12]. Система управления смарт-приводом
реализована на базе отладочной платы MAX 10 FPGA
(10M08S, 144EQFP) [13]. Для обмена даннымимежду кон-
троллером и компьютером верхнего уровня использу-
ется преобразователь USB-UART на базе микросхемы
FT232R [14].

3. Проектирование датчика натяжения и
перемещения троса
Изначально использовался ДНПТ с несимметрич-

ным расположением штоков, однако использование
двух штоков привело к перекосам и заклиниванию. По-
этому был разработан новый датчик, в котором исполь-
зовались более жесткие подшипники на валах и цилин-
дрический тензодатчик вместо балочного из-за своей
компактности. При такой модификации усилие от троса
передается через центр масс системы, что исключает
перекосы, а также полное складывание пружины, кото-
рое приводило к соскакиванию витков друг с друга и
некорректным результатам. Спроектированный датчик
представлен на рис. 3.

В данной версии усилие от троса 9 передается на
ролик 16 демпфера 12, затем через пружину передается
на толкатель 5, далее, через металлическую пластину 4,
передается на датчик 3. Толкатель и демпфер двигаются
по двум неподвижным штокам 1 и 2. Так как сила при-
ложена к центру масс демпфера, у данной конструкции
отсутствует проблема перекоса и заклинивания подвиж-
ных частей.
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Рис. 3. Новый датчик

Рис. 4. Эпюра результирующих перемещений нового датчика

Эпюра результирующих перемещений нового дат-
чика представлена на рис. 4. Как видно из данного ри-
сунка, перемещения распределены равномерно по объ-
ему демпфера, толкателя и металлической пластины.

4. Разработка аппаратной части ин-
формационной системы управления
смарт-привода
Для реализации информационно-управляющего

модуля для смарт-привода предлагается следующая
структура (рис. 5).

В состав модуля входят:

• контроллер верхнего уровня — персональный ком-
пьютер (ПК);

• ПЛИС;

• приводные блоки.
На контроллере верхнего уровня используется спе-

циальное ПО, которое будет рассмотрено на следующем
(технологическом) этапе разработки эскизного проекта
смарт-привода.

На ПЛИС реализована микропроцессорная система,
в которую входят генераторыШИМ сигнала для управле-
ния приводами, компонент опроса энкодеров AS5048A,
устройства приема данных и сигнала прерывания от
АЦП. В самой структуре ПЛИС реализованымодули фор-
мирования управляющих сигналов для приводов и ав-
томаты опроса тензодатчиков.

Каждый модуль смарт-привода перед использова-
нием должен быть откалиброван. Для этого был создан
стенд для калибровки и исследования приводного мо-
дуля.

Рассмотрим информационную часть системы, необ-
ходимую для тестирования и калибровки датчика натя-
жения и перемещения троса, представленную на рис. 6.

Как видно из рисунка, данная система имеет те же
компоненты, что и информационно-управляющий мо-
дуль всего смарт-привода. В нее входят следующие эле-
менты:

• микропроцессорная система;

• компонент опроса SPI_n;

• автоматы опроса АЦП;

• счетчик импульсов ШИМ.

В состав микропроцессорной системы входят:

• источник тактовой частоты;

• память для хранения данных и программы;

• soft-процессор Nios II;

• UART порт для программатора;

• порт ввода–вывода INT_HX — необходим для при-
ема сигнала прерывания от компонента опроса
АЦП;

• порт ввода–выводаHX_D_IN —необходим для при-
ема данных с компонента опроса АЦП;

• порт ввода–вывода LED— необходим для управле-
ния светодиодами;

• таймер — необходим для обеспечения задержек и
измерения времени;

• компонент as5048a_v2_0 — необходим для одно-
временного опроса нескольких энкодеров;

• порт UART RS-232— требуется для обмена данны-
ми с компьютером верхнего уровня;

• порт ввода–вывода EV_GENERATOR — требуется
для программной генерации сигналов event в це-
лях отладки;
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Рис. 5. Структура информационно-управляющего модуля смарт-привода

Рис. 6. Блок схема информационно-управляющего модуля для тестирования и калибровки датчиков
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• компонент avalon_pwm_0, который генерирует
ШИМ сигнал с управляемой частотой и периодом
для управления шаговым двигателем;

• порт ввода–вывода PWM_CNT —необходим для за-
дания количества импульсов счетчику импульсов
ШИМа;

• порт ввода–вывода DIR— необходим для выбора
направления вращения двигателя;

• порт ввода–вывода DRIVER_EN — необходим для
разрешения работы драйвера;

• порт ввода–вывода CNT_CLR — необходим для
сброса счетчика импульсов;

• порт ввода–вывода PULSE — необходим для про-
граммной генерации ШИМ сигнала;

• порт ввода–вывода START_CNT — необходим для
отправки сигнала запуска счетчика импульсов;

• порт ввода–вывода MODE_CNT — сигнал смены
режима счетчика (счетный/сквозной);

• порт ввода–вывода CNT_END — необходим для
приема сигнала от счетчика об окончании счета.

Микропроцессорная система согласует работу всех
компонентов, следует заданной программе и управляет
работой всего модуля.

В качестве компонента опроса энкодеров было
предложено использовать SPI_n [15] (рис. 7).

Особенностью компонента является общая управ-
ляющая схема для реализации алгоритма работы интер-
фейса SPI, многоканальная шина SPI для параллельного
подключения датчиков и регистровый файл для син-
хронной записи полученных с датчиков данных. Размер

Рис. 7. Структура компонента SPI_n



160 А.В. Ивачев, О.В. Даринцев, Д.Р. Богданов 20 (2025) 3 Многофазные системы

Таблица 1. Адресное пространство компонента SPI_n

Адреса расположения данных Наименование данных Комментарий
base+0 VERSION номер версии компонента x”0201”
base+1 time_reg номер текущего опроса компонента
base+2 stasus_reg регистр “status”
base+3 control_reg регистр “control”
base+4 agc_reg(1) регистр “AGC” датчика 1
base+5 magnit_reg(1) регистр “magnitude” датчика 1
base+6 angle_reg(1) регистр “angle” датчика 1
base+7 cef_reg(1) регистр “CEF” датчика 1

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
base+4*N+0 agc_reg(N) регистр “AGC” датчика N
base+4*N+1 magnit_reg(N) регистр “magnitude” датчика N
base+4*N+2 angle_reg(N) регистр “angle” датчика N
base+4*N+3 cef_reg(N) регистр “CEF” датчика N

регистрового файла определяется количеством опраши-
ваемых датчиков, которое задается в виде параметра,
и автоматически вычисляется при его компиляции в
пакете проектирования ПЛИС. В структуре компонента
можно выделить 3-и функциональные части A1–A3. Мо-
дульA1 реализует интерфейсмежду компонентомипро-
цессорной шиной и состоит из дешифратора адресов,
регистра управления control, регистра состояния status
и контроллера прерываний. С помощью дешифратора
адресов реализуется доступ к внутренним регистрам
компонента для записи и считывания данных. Разряд-
ность шины адресов, которые на нее поступают, автома-
тически масштабируется в зависимости от количества
датчиков, опрашиваемых с помощью компонента.

Регистр управления control задает режим работы
компонента и маску для событий, по которым форми-
руется сигнал прерывания. Режим работы компонента
определяет набор данных с датчиков, который будет
считываться в текущем опросе. В регистре состояния
status фиксируются различные события во время рабо-
ты схемы, одним их которых является конец текущего
опроса датчиков. На эти события контроллер прерыва-
ний вырабатывает сигнал прерывания для процессора,
если для них установлены разрешения в регистре управ-
ления control. Модуль A2 осуществляет опрос датчиков
по стандарту SPI и управление записью принятых дан-
ных в регистровый файл (модуль A3). Опрос датчиков
инициируется по событию event (сигнал синхронизации
опроса всех датчиков в системе управления), а после-
довательность команд опроса датчиков определяется
режимом работы компонента, который задан в реги-
стре контроля control, и хранится в памяти команд. В
блоке «вычислитель бита четности» вычисляется бит
четности при приеме данных для всего пакета и если
он равен «1», то весь принятый пакет данных считает-
ся недостоверным. Адресное пространство компонента
представлено в табл. 1.

Для работы с ПЛИС была использована программа
Intel Quartus Prime Lite 18.1 [16].

На рис. 8 представлен компонент опроса АЦП. Ком-

понент состоит из:

• делителя входной частоты ( Counter_CLKT);

• схем выделения переднего и заднего фронтов
(формирование сигналов CLK_HX_F, CNT_CC_24_F,
EN_F);

• конечного автомата ( SensorRead_SM);

• счетчика импульсов ( CycleCounter);

• сдвигового регистра приема ( RXSR);

• сдвигового регистра отправки ( SROUT);

• блока с константой ( Const);

• блока сравнения ( CMP).

Конечный автомат (КА) управляет работой всей схе-
мы. Его внутренняя структура представлена на рис. 9.

В табл. 2 приведены состояния данного конечно-
го автомата.

АЦП CHIPSEA CS1238 готов к передаче при логи-
ческом нуле на выводе для передачи данных (DOUT),
поэтому в начальном состоянии (Init) ожидается ноль
на этом выводе и сигнал запуска EV. Получив эти сиг-
налы, конечный автомат переходит состояние CLK, от-
куда по сигналу CLK_T переходит в состояние T1. В T1
происходит сброс счетчика импульсов CycleCounter, по
следующему сигналу CLK_T происходит переход в T2,

Таблица 2. Конечные состояния конечного автомата
SensorRead_SM

Состояние КА
Сигнал Init CLK T1 T2 T3 T4
CLK_HX 0 0 0 1 0 0

CNT_24_EN 0 0 0 1 1 0
RX_WR 0 0 0 0 0 1
IRQ 0 0 0 0 0 1

CNT_24_RESET 0 0 1 0 0 0



Multiphase Systems 20 (2025) 3 A.V. Ivachev, O.V. Darintsev, D.R. Bogdanov 161

Рис. 8. Блок-схема компонента

Рис. 9. Внутренняя структура КА

отдается сигнал на запуск счетчика CycleCounter, появ-
ляется сигнал CLK_HX, из которого выделяется перед-
ний фронт CLK_HX_F, который в дальнейшем попадает
на счетчик CycleCounter. Сигнал CLK_HX необходим для
проталкивания данных из регистра микросхемы CS1238.
Состояние T3 убирает сигнал CLK_HX. Если CLK_T &
∼CNT_24_DONE (счетчик не дал сигнал о 25-мимпульсе),
автомат переходит в предыдущее состояние, в против-
ном случае он перейдет в состояние T4, где защелкнет
данные с датчика в регистр RXSR и даст сигнал IRQ о
готовности данных.

На 25-м импульсе автомат заканчивает выдавать
тактовые импульсы для CS1238. На 24-м импульсе сра-
батывает компаратор (CMP), который дает сигнал ре-
гистру SROUT защелкнуться.

Для управления двигателем необходимо было со-
здать компонент, который мог бы работать как в сквоз-
ном режиме (пропускатьШИМ сигнал, не считая количе-

ства импульсов), так и в режиме счета. Был разработан
следующий компонент (см. рис. 10).

Данный компонент состоит из следующих элемен-
тов:

• конечного автомат PulseCounter — необходим для
управления компонентом;

• счетчика PWM_COUNTER— необходим для счета
поступающих импульсов ШИМ;

• элемента сравнения PWM_CMP — необходим для
сравнения текущего количества импульсов с за-
данным;

• мультиплексора SELECTOR— необходим для выбо-
ра режима компонента;

• схем выделения передних и задних фронтов.
Структура конечного автомата представлена на

рис. 11.
В табл. 3 приведены состояния конечного автомата.
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Рис. 10. Счетчик импульсов ШИМ

Когда приходит сигнал запуска ST_CNT, автомат пе-
реходит в состояние 5, отдает сигнал на очистку счетчи-
ка, ждет заднего фронта импульса ШИМ, если приходит
задний фронт и не появляется сигнал об окончании сче-
та, автомат переходит в состояние 2, где ожидает перед-
него фронта ШИМа, по переднему фронту происходит
переход в состояние 3. В состоянии 3 сигнал об оконча-
нии отчета приводит к переходу автомата в состояние 4,
а затем в начальное. При отсутствии сигнала об окон-
чании счета автомат по низкому уровню сигнала ШИМ
переходит в состояние 2. Цикл повторяется.

Счетчик PWM_COUNTER отсчитывает число перед-
них фронтов ШИМа, затем передает это число на компа-
ратор. Компаратор считывает количество импульсов с
32-битной шины, идущей от микропроцессорной систе-
мы. Дойдя до некоторого числа импульсов, компаратор
отдает сигнал CNT_FIN, по которому автомат перекры-
вает ШИМ.

На рис. 12 представлен результат симуляции ком-
понента.

Было задано 10 импульсов, компонент выдал 10 им-
пульсов. При получении сигнала RESET счет прекраща-
ется. При переключении сигналаMODE происходит пе-
реключение режима на сквозной.

Команды задаются на персональном компьютере
в специальной управляющей программе. Команды из
программы через интерфейс USB попадают на преоб-
разователь USB в UART и далее на компонент RS-232
микропроцессорной системы ПЛИС, происходит обра-
ботка и выполнение программы. К микропроцессорной
системе подключен компонент AS5048A SPI, который
контролирует работу двух датчиков перемещения троса.
Компонент PWM отвечает за генерацию ШИМ сигна-
ла, который в модуле формирования преобразуется в
управляющий сигнал для драйвера, драйвер отдает сиг-
налы нашаговый двигатель. На компоненты INT_CS1238
приходит сигнал о готовности данных на автомате опро-
са. DATA_CS1238—шины данных автоматов. Автоматы
опрашивают через АЦП тензодатчик и датчик натяже-
ния троса.

Таблица 3. Конечные состояния автомата PulseCounter

Состояние КА
Сигнал State1 State5 State2 State3 State4

PWM_OUT 0 0 PWM_IN PWM_IN 0
COUNT_ENA 0 0 1 1 0
CNT_CLR 1 1 0 0 1
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Рис. 11. Структура конечного автомата PulseCounter

Рис. 12. Функциональная симуляция счетчика ШИМ

5. Заключение
Разработанная на первом (конструкторском) эта-

пе создания эскизного проекта смарт-привода схема
была загружена во внутреннюю флеш-память ПЛИС.
Для взаимодействия персонального компьютера верх-
него уровня с синтезированной схемой системы управ-
ления смарт-привода необходимо на втором (техноло-
гическом) этапе разработать программное обеспечение,
при помощи которого будет реализовываться не толь-
ко управление приводом, но и корректно выполняться
функция калибровки ДПНТ.
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К юбилею Марата Масгутьяновича Шакирьянова

29 октября 2025 года 80-летний юбилей отмечает
кандидат физико-математических наук, старший на-
учный сотрудник лаборатории «Механика твердого те-
ла» Института механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
(ИМех УФИЦ РАН) Марат Масгутьянович Шакирьянов.

Марат Масгутьянович в 1969 году окончил факуль-
тет авиационных двигателей Уфимского ордена Лени-
на авиационного института им. Серго Орджоникидзе
(УАИ) по специальности «Авиационные двигатели». Тру-
довую деятельность начал с августа 1969 года в качестве
ассистента кафедры «Теоретическая механика» УАИ. С
1970 по 1973 годы был аспирантом Казанского физико-
технического института АН СССР. В 1978 г. в Казан-
ском государственном университете им. В.И.Ульянова-
Ленина защитил диссертацию на соискание ученой сте-
пени кандидата физико-математических наук.

После окончания аспирантуры Марат Масгутья-
нович работал ассистентом кафедры «Сопротивление
материалов и строительная механика» УАИ с 1973 по
1978 годы, старшимпреподавателем (с 1978 г.), а потоми

доцентом (с 1982 г.) кафедры «Теоретическая механика»
Уфимского государственного авиационного техническо-
го университета (ранее — УАИ) по 2017 г. С 2010 г. по
настоящее время является старшим научным сотрудни-
ком лаборатории «Механика твердого тела» Института
механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, а с 2021 по
2023 годы был заведующим данной лаборатории.

В период свой педагогической деятельности Марат
Масгутьянович вел большую научно-педагогическую
и методическую работу, являлся составителем методи-
ческих разработок в области статики, кинематики и
динамики твердого тела, а также занимался научно-
исследовательской работой со студентами. С 2005 по
2019 годы студентами под его научным руководством
в общей сложности сделаны 42 доклада на ежегод-
ных научно-теоретических конференциях университе-
та. При подведении итогов конференций их доклады
ежегодно занимали призовые места. Марат Масгутьяно-
вич уделял большое внимание не только качеству обу-
чения теоретической механике, но и формированию у
студента личности, становлению его как гражданина. За
успешнуюработу в деле подготовки инженерных кадров
отмечался рядом благодарностей в приказах, подписан-
ных ректором Университета.

С 2004 по 2007 годы Марат Масгутьянович Шаки-
рьянов работал помощником депутата Государственной
Думы РФ на общественных началах.

С 2010 года Марат Масгутьянович работает стар-
шим научным сотрудником в лаборатории Механики
твердого тела ИМех УНЦ РАН, где занимается научно-
исследовательской работой по теме «Пространственные
периодические и непериодические колебания трубопро-
вода под действием переменного внутреннего давле-
ния». В последующие годы Марат Масгутьянович также
работает в составе группы ученых, возглавляемой член-
корреспондентом РАН Ильгамовым М.А.

Марат Масгутьянович Шакирьянов является высо-
коквалифицированным специалистом в области меха-
ники твердого тела.Он занимается изучениемпростран-
ственных колебаний трубопровода. Эти задачи являют-
ся актуальными и представляют практический интерес.
Круг его научных интересов связан с магистральными
трубопроводами, надземные части которых проходят
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через горные, водные, коммуникационныеидругиепре-
пятствия, изгибаются под собственным весом и под дей-
ствием переменного внутреннего давления могут совер-
шать пространственные колебания. Такие же колебания
трубопровода могут иметь место при заправке летатель-
ного аппарата на земле и в воздухе, при работе энер-
гетических установок и технологических машин. При
определенных соотношениях между параметрами коле-
бания трубопровода могут быть как периодическими,
так и непериодическими (хаотическими). Эти колеба-
ния могут усиливаться или ослабевать. Если амплитуды
колебаний станут вышепредельных значений, то этомо-
жет вызвать разрушение трубопровода. Что, в свою оче-
редь, приведет к разгерметизации трубопровода, следо-
вательно, и утечке продукта, загрязнению окружающей
среды, а при возгорании — уничтожению прилегающих
сельскохозяйственных угодий, лесных массивов и верх-
него плодородного слоя почвы. Полученные на осно-
ве разработанной математической модели нелинейные
уравнения и результаты вычислений позволяют прове-
сти оценку напряженно-деформированного состояния
трубопровода и при неблагоприятных режимах его ра-
боты разработатьмероприятия по защите трубопровода
от повреждений и разрушения. Маратом Масгутьянови-
чем исследованы пространственные колебания участ-
ка трубопровода с заключенной в нем жидкостью при
поступательных вибрационных движениях опор. Коле-
бания обеих опор происходят с равными амплитудами,
частотами и фазами. Деформации трубы, связанные
с выходом ее оси из плоскости изгиба, предполагают-
ся малыми. Учитываются взаимодействия внутреннего
постоянного давления и изменений кривизны осевой
линии, продольной и окружной деформаций трубы, ее
изгибно-вращательные колебания описываются систе-
мой двух нелинейных дифференциальных уравнений.
Применением метода Бубнова–Галеркина эта система
сводится к задаче Коши, которая далее решается чис-
ленно методом Рунге–Кутта. В случае малых изгибных
и угловых движений трубы дается сравнение аналитиче-
ского и численного решений. Дан анализ периодических
и непериодических колебаний стальной, титановой и
композитной труб, для чего построены, в частности,
спектры частот и отображения Пуанкаре.

Приведем важнейшие результаты научной деятель-
ности Марата Масгутьяновича:

• при рассмотрении пространственных колебаний
трубопровода, содержащего транспортируемую
жидкость, относительно горизонтальной оси, про-
ходящей через опоры, изучены и проанализирова-
ны режимы колебаний при различных значениях
параметров системы в зависимости от входных
параметров и времени [1–5];

• при исследовании устойчивости изогнутого тру-
бопровода с вибрирующими опорами установле-
но превалирующее влияние на изгиб внутреннего
давления среды в трубопроводе над его весом и
превышение момента сил вибрации опор над мо-

ментом сил гравитации, что обусловлено наличи-
ем верхнего и нижнего равновесных положений и
соответствующих областей притяжения, а также
определены значения входных параметров, при
которых верхнее и нижнее изогнутые положения
трубопровода являются устойчивыми [6, 7]. Дан
анализ периодических и непериодических коле-
баний стальной, титановой и композитной труб,
для чего построены, в частности, спектры частот
и отображения Пуанкаре [8].

По результатам научных исследований Марат Мас-
гутьяновия опубликовал свыше 70 работ, из них 4 автор-
ских свидетельства и 2 патента РФ. За время работы в
Институте под его руководством успешно выполнены
работы по гранту РФФИ№ 11-01-97016-р_Поволжье_а
«Пространственные колебания трубопровода под дей-
ствием переменного внутреннего давления».

В 2005 году за многолетнюю и плодотворную
научно-педагогическую деятельность Марат Масгутья-
нович Шакирьянов награжден Почетной грамотой Мин-
вуза, а 2013 году ему присвоено звание «Почетный ра-
ботник высшего профессионального образования РФ».
Награжден Почетной грамотой ИМех УФИЦ РАН, По-
четной грамотой УФИЦ РАН, Почетной грамотой РАН,
Почетной грамотой Администрации городского округа
город Уфа, Почетной грамотой городского округа горо-
да Уфа, Почетной грамотой Академии наук Республики
Башкортостан, Почетной грамотой Профсоюза работ-
ников РАН.

Коллектив Института механики им. Р.Р. Мавлютова
и редакция журнала «Многофазные системы» от всей ду-
ши поздравляют своего коллегу Марата Масгутьяновича
Шакирьянова с юбилеем и желают ему крепкого здоро-
вья, благополучия и дальнейших творческих успехов на
благо нашей науки!
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