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Отражение падающего газа от стенки
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Для модели движения одноатомного газа в пространстве рассматривается инвариантная подмодель на трехмерной подалгебре
из операторов переноса, операторов растяжения и проективного оператора, сведенная к уравнению Абеля. В работе исследуется
приближенное решение, полученное по асимптотике интегральных кривых на бесконечности. Решение описывает вихревое движение
газа, частицы газа движутся по плоским кривым, лежащим на поверхности вращения. С течением времени газ растекается и остывает.
Решение можно интерпретировать как отражение падающего газа от стенки.
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Reflection of the incident gas from the wall
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The project explores the motion of a monatomic gas in space using an invariant submodel based on a three-dimensional subalgebra. This
subalgebra includes translation operators, dilatation operators, and a projective operator, reducing the problem to the Abel equation.
An approximate solution is derived using the asymptotics of integral curves at infinity. This solution characterizes the vortex motion
of the gas, with particles following planar curves on a rotational surface. As the gas spreads, it cools down, and the solution can be
interpreted as a reflection of the incident gas from a wall.
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1. Введение
Систематическое исследование уравнений газовой

динамики с точки зрения наиболее полного использо-
вания заложенных в них свойств симметрии и построе-
ния всевозможных подмоделей получило существенное
развитие в работах Л.В. Овсянникова и его последова-
телей [1, 2].

В работе рассматривается система уравнений газо-
вой динамики

ρDu⃗ +∇p = 0,

Dρ+ ρ∇ · u⃗ = 0,

DS = 0,

(1)

с уравнением состояния одноатомного газа [1]

S = pρ−
5
3 , (2)

где D = ∂t + u⃗ · ∇— оператор полного дифференциро-
вания; ∇ — градиент; u⃗ — вектор скорости; ρ— плот-

ность; p — давление; S — функция энтропии. Газодина-
мические функции u⃗ = (u, v, w), p, ρ, S зависят от време-
ни t и пространственных декартовых координат x, y, z.

Система (1)–(2) допускает 14-и параметрическую
группу преобразований. Ей соответствует 14-мерная
алгебра Ли, в качестве базисных операторов которой
можно выбрать следующие:

Xi, i = 1, 2, 3 : ∂x⃗ — переносы по пространству,

Xi+3 : t∂x⃗ + ∂u⃗ — галилеевы переносы,

Xi+6 : x⃗ × ∂x⃗ + u⃗ × ∂u⃗ — вращения,

X10 = ∂t — перенос по времени,

X11 = t∂t + x⃗ · ∂x⃗ — равномерное растяжение,

X12 = t2∂t + t⃗x · ∂x⃗+(x⃗−tu⃗) · ∂x⃗ − 3tρ∂ρ − 5tp∂p —
проективный оператор,

X13 = t∂t − u⃗ · ∂u⃗ − 3ρ∂ρ − 5p∂p, X14 = ρ∂ρ + p∂p —
операторы растяжения.
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Особенностью данной алгебры является наличие
проективного оператора [1]. Остальные операторы до-
пускаются в случае произвольного политропного газа.
Для этой алгебры в работе [3] построена оптимальная
система неподобных подалгебр.

2. Инвариантная подмодель ранга 1
В работе [4] рассмотрена трехмерная подалгебра с

базисом из операторов

aX2+X6, −X3+aX5, X10+X12+b(X11−X13), a>0,

и для нее получено следующее представление
инвариантного решения:

u = ū(x̄)ebτ(1 + t2)−
1
2 + tx(1 + t2)−1,

v = v̄(x̄)ebτ(1 + t2)−
1
2 +

+(ty − az)(1 + t2)−1,

w = −w̄(x̄)ebτ(1 + t2)−
1
2 +

+(tz + a−1y)(1 + t2)−1,

ρ = ρ̄(x̄)e3bτ(1 + t2)−
3
2 ,

p = p̄(x̄)e5bτ(1 + t2)−
5
2 ,

S = S̄(x̄), x̄ = xe−bτ(1 + t2)−
1
2 , τ = arctg t.

(3)

После подстановки представления решения
в уравнения газовой динамики получена инва-
риантная подмодель ранга 1 (с одной новой
независимой переменной x̄):

(ū − bx̄)ūx̄ +
p̄x̄

ρ̄
= −bū − x̄,

(ū − bx̄)v̄x̄ = −bv̄ − aw̄,

(ū − bx̄)w̄x̄ = −bw̄ + a−1v̄,

(ū − bx̄)ρ̄x̄ + ρ̄ūx̄ = −3bρ̄,

(ū − bx̄)S̄x̄ = 0, S̄ = p̄ρ̄−
5
3 .

(4)

При ū − bx̄ ̸= 0 и b ̸= 0 после введения новой неза-
висимой переменной s по формуле x̄s = ū − bx̄ подмо-
дель частично проинтегрирована с точностью до допус-
каемых (4) преобразований:

ū = x̄s + bx̄, v̄ = a sin(s)e−bs,

w̄ = − cos(s)e−bs,

ρ̄x̄se4bs = ±1, S̄ = ±1, p̄ = S̄ρ̄
5
3 ,

(5)

и сведена к нелинейному обыкновенному дифферен-
циальному уравнению 2-ого порядка [4]:

x̄ss + 2bx̄s + (b2 + 1)x̄ =

=
5
3

e−
8
3 bs x̄−

5
3

s

(
x̄ss x̄−1

s + 4b
)

.
(6)

Понижением порядка уравнения (6) заменами

x̄ = k(s)e−bs, ks = bk + m3(k) (7)

и растяжением

m →
(

5
3

) 1
8

m, k →
(

5
3

) 3
8

b−1k

уравнение (6) приведено к дробно-рациональному
виду [4]:

dm
dk

=
−εkm6 + m(3 − m8)

3(k + m3)(m8 − 1)
, ε=(1 + b2)b−2 > 1. (8)

В работе [4] численно построена картина интеграль-
ных кривых этого уравнения и исследовано приближен-
ное решение k ≈ −m3/4 при малых значениях k, по-
лученное для сепаратрисы седла. В настоящей работе
исследуется приближенное решение, соответствующее
асимптотике интегральных кривых на бесконечности.

3. Асимптотика на бесконечности
В уравнении (8) вводится малый параметр δ:

k = δ−5k1, m = δm1,

для представления интегральных кривых m = m(k)
при k → ±∞:

dm1

dk1
=

−εk1m6
1 + m1(3 − δ1m8

1)

3(k1 + δ1m3
1)(δ1m8

1 − 1)
, δ1 = δ8. (9)

Раскладывая правую часть (9) в ряд по степеням δ1,
представляя решение в виде ряда

m1 =
∞

∑
i=0
δ

i
1mi

1(k1),

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях δ1, получим уравнения:

dm0
1

dk1
=
ε

3
(m0

1)
6 −

m0
1

k1
, (10)

dm1
1

dk1
= (3k2

1)
−1
[
6εk2

1m1
1(m

0
1)

5 + εk2
1(m

0
1)

14−

−εk1(m0
1)

9 +3(m0
1)

4 − 3k1m1
1 − 2k1(m0

1)
9
]

,

. . .

Решая уравнение (10) для нулевого приближения,
получаем

m0
1 = k−1

1

(
C−5 +

5ε
12

k−4
1

)− 1
5

,

откуда m0
1 ∼ Ck−1

1 при k1 → ±∞.
Возвращаясь к переменнымm, k, получаем, что при

m → 0, k → ±∞ интегральные кривые уравнения (8)
имеют асимптотику

m ∼ C1k−1, C1 = δ−4C. (11)
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По замечанию рецензента отметим, что данная
асимптотика верна не для всех решений уравнения (8),

в чем можно убедиться сделав замену r =
1
k
в уравне-

нии (8) и исследовав окрестность неэлементарной осо-
бой точки (0; 0).

Асимптотике (11) соответствует приближенное ре-
шение уравнения (6)

x̄4 = x̄4
0 − C̃1e−4bs, C̃1 = C3

1

(
5
3

) 3
2

b−4, s → ∞,

заданное в окрестности x̄0:

x̄ ≃ x̄0. (12)

Для этого приближенного решения формулы (5)
принимают вид:

ū =
bx̄4

0
x̄3 ,

v̄ = −a sin

(
1
4b

ln

∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x̄4

C̃1

∣∣∣∣∣
)

4

√√√√∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x̄4

C̃1

∣∣∣∣∣,
w̄ = − cos

(
1
4b

ln

∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x̄4

C̃1

∣∣∣∣∣
)

4

√√√√∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x̄4

C̃1

∣∣∣∣∣,
ρ̄ = ± x̄3

bC̃1
, S̄ = ±1, p̄ = ±S̄

x̄5(
bC̃1

) 5
3

.

(13)

С формулами (13) представление решения (3) зада-
ет решение уравнений газовой динамики (1), не приве-
денное здесь в силу громоздкости.

Уравнение движения

dx⃗
dt

= u⃗

определяет мировые линии частиц для этого решения
в R4(x, ȳ =

y
a

, z, t):

x4 = (x̄4
0(e

4bτ − 1) + x4
0)(1 + t2)2,

ȳ=−

sin

(
1
4b

ln

∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x4

0

C̃1

∣∣∣∣∣
)

4

√√√√∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x4

0

C̃1

∣∣∣∣∣+
+z0

)
t + ȳ0,

z=

cos

(
1
4b

ln

∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x4

0

C̃1

∣∣∣∣∣
)

4

√√√√∣∣∣∣∣ x̄4
0 − x4

0

C̃1

∣∣∣∣∣ +
+ȳ0

)
t + z0,

(14)

где x0, ȳ0, z0 —начальные положения частицы при t = 0
(лагранжевы координаты).

Движение газа является изэнтропическим и вихре-
вым. При t → ∞ газ растекается до вакуума

ρ = ± x3

bC̃1(1 + t2)3
→ 0,

p = ±S
x5(

bC̃1

) 5
3
(1 + t2)5

→ 0.

Температура определяется формулой (R —
газовая постоянная)

T = pρ−1R−1 = SR−1 x2(
bC̃1

) 2
3
(1 + t2)2

и стремится к нулю при t → ∞.

4. Движение частиц
Из представления для инвариантной переменной

x̄, условия (12) и формул (14) следует, что x0 ≃ x̄0. То-
гда (14) перепишется в виде:

x ≃ x0ebτ
√

1 + t2,

ȳ ≃ −z0t + ȳ0,

z ≃ ȳ0t + z0.

(15)

Якобиан перехода от лагранжевых координат к эй-
леровым по формулам (15) равен J = ebτ(1 + t2)

3
2 > 0.

Мировые линии частиц не пересекаются. Только части-
ца, находящаяся в точке с координатами (0;0;0), будет
оставаться в покое. Частицы, находящиеся на осиOX,
будут двигаться вдоль этой оси.

Проекция мировых линий частиц (15) на плоскость
(x, t) представлена на рис. 1. График имеет точку мини-
мума при t = −b : xmin = x0e−b arctg b

√
1 + b2 и наклон-

ные асимптоты при t → +∞ : x+ = x0e
bπ
2 (t − b) и при

t → −∞ : x− = −x0e−
bπ
2 (t − b). При x0 = ±1 угол между

асимптотаами будет равен 90 градусов для любого b.

Рис. 1. Проекция кривых (15) на плоскость (x, t) при b = 0.5,
x0 = 3
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Рис. 2. Поверхность, на которой находятся траектории частиц
b = 0.5, x0 = 3, r = 5, t = −2..2 (вид сверху)

Рис. 3. Поверхность, на которой находятся траектории частиц
b = 0.5, x0 = 3, r = 5, t = −2..2 (вид сбоку)

Проекции движения частиц на плоскость (ȳ, z) яв-
ляются прямыми линиями с направляющим вектором
q⃗ = (−z0, ȳ0). Нахождение кривой F(ȳ0, z0), с которой
точки начинают двигаться по касательным, требует вы-
полнения условия коллинеарности касательной векто-
ру q⃗. Тогда направление нормали n⃗ = (Fȳ0 , Fz0) должно
быть коллинеарно (ȳ0, z0):

Fȳ0

ȳ0
=

Fz0

z0
.

Искомая кривая есть окружность с центром в точке (0,0)
произвольного радиуса r:

ȳ2
0 + z2

0 = r2. (16)

Из равенств (15) выражаются ȳ0, z0:

ȳ0 =
ȳ + zt
1 + t2 , z0 =

z − ȳt
1 + t2 .

Из (16) следует равенство:

ȳ2 + z2 = r2(1 + t2). (17)

Проекции частиц на плоскость (ȳ, z), в начальный
момент времени находящихся на окружности (16), в

момент времени t будут находиться на окружности (17).
Уравнение (17) совместно с первым уравнением (15)
задают поверхность, на которой будут находиться тра-
ектории частиц (рис. 2, 3).

Итак, при x ̸= 0 частицы будут двигаться по
плоским кривым, лежащим на поверхностях враще-
ния с осью вращения, совпадающей с осью Ox. При
t < −b (b > 0) частицы будут приближаться к плоско-
сти x = x0e−b arctg b

√
1 + b2, при t > −b отдаляться от нее.

Частицы, лежащие в плоскости x = 0 в момент време-
ни t = 0 на окружности (16), будут оставаться в этой
плоскости на окружностях (17), приближаясь (t < 0) к
окружности (16) или отдаляясь (t > 0) от нее. Описан-
ное движение можно рассматривать как отражение па-
дающего газа от стенки x = 0. Параметр b влияет на то,
насколько полого будет падать и отражаться газ.

5. Заключение
Полученные в работе решения (13), (3) обобщают

частное решение подмодели (4) при ū = bx̄ и b = 0
(m = 0 в уравнении (8)). Это решение исследовано в ра-
боте [5], где показано, что оно задает движение частиц
газа по гиперболам, лежащим на конусах.

Исследованное в работе [4] приближенное решение
в сравнении с решением (13), (3) задает более сложную
конфигурацию траекторий частиц, кроме того, поверх-
ности вращений из траекторий для него имеют разные
оси вращений.
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