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Преобразования эквивалентности для уравнений газовой динамики
А.В. Борисов, С.В. Хабиров
Уфимский университет науки и технологий, Уфа

E-mail: habirov@anrb.ru

Объектом исследования в настоящей работе являются уравнения газовой динамики с произвольным уравнением состояния (удельная
внутренняя энергия как функция удельного объема и энтропии). Требуется найти преобразования эквивалентности не изменяющих
систему уравнений, но меняющих лишь уравнение состояния. Операторы однопараметрических групп преобразований эквивалентности
находятся из критерия инвариантности. Интегрируется переопределенная система уравнений на координаты оператора. Получена
бесконечная алгебра Ли с двумя произвольными функциями.

Ключевые слова: групповой анализ, преобразование эквивалентности, уравнения газовой динамики, однопараметрическая
группа, алгебра Ли, условие инвариантности

Equivalence transformations for equations of gas dynamics
A.V. Borisov, S.V. Habirov
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

E-mail: habirov@anrb.ru

The object of research in this paper is the equations of gas dynamics with an arbitrary equation of state (specific internal energy as a function of
specific volume and entropy). It is required to find equivalence transformations that do not change the system of equations, but only change the
equation of state. Operators of one-parameter groups of equivalence transformations are found from the invariance criterion. The redefined
system of equations is integrated onto the coordinates of the operator. An infinite Lie algebra with two arbitrary functions is obtained.

Keywords: group analysis, equivalence transformation, equations of gas dynamics, one-parameter group, Lie algebra, invariance
condition

1. Введение
Основной задачей группового анализа является

групповая классификация уравнений с произвольным
элементом, а именно, нахождение произвольных эле-
ментов, когда допускаемая группа расширяется [1]. При
этом произвольный элемент определяется с точностью
до преобразований эквивалентности не изменяющих
вид уравнений, но меняющих лишь произвольный эле-
мент. Для уравнений газовой динамики задача реше-
на в работе [2], где уравнение состояния (произволь-
ный элемент) взято в виде некоторой функции давле-
ния и плотности. В этом случае преобразование экви-
валентности есть трехпараметрическая группа [2]. Наи-
более общее уравнение состояния задается равенством
ε = ε(V, S), где ε— удельная внутренняя энергия; V —
удельный объем; S — энтропия [3, 4].

Уравнения газовой динамики записываются
в виде:

Vt + u⃗ · ∇V = V∇ · u⃗, (1)

u⃗t + (u⃗ · ∇)u⃗ = V(εVS∇S + εVV∇V), (2)
St + u⃗ · ∇S = 0. (3)

Здесь u⃗ — скорость частицы; t — время; x⃗ — положение
частицы;∇ = ∂x⃗ — вектор градиента. Плотность, давле-
ние и температура вычисляются по формулам ρ = V−1,
p = −εV , T = εS. Функция, задающая уравнение состоя-
ния, удовлетворяет равенствам

εt = εxk = εuk = 0, k = 1, 2, 3. (4)

Преобразования всех переменных, входящих в си-
стему уравнений (1)–(4), сохраняющих вид системы,
но изменяющих функцию ε(V, S), называются преобра-
зованием эквивалентности. Мы разыскиваем преобра-
зования эквивалентности, образующие однопарамет-
рическую группу [5]. Однопараметрическим группам
соответствуют операторы дифференцирования перво-
го порядка, которые образуют алгебру Ли. Операторы
преобразований эквивалентности имеют вид [5,6]:

X = ξ
t∂t + ξ⃗ · ∂x⃗ + η⃗ · ∂u⃗ + η

V∂V + η
S∂S + η

ε∂ε,
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где ξt, ξ⃗, η⃗, ηV , ηS — функции от переменных t, x⃗, u⃗, V, S,
а ηε — от t, x⃗, u⃗, V, S, ε.

Оператор X продолжается на производные, входя-
щие в уравнение [5]:

X̃ = X + (D̃tη
k − uk

t D̃tξ
t − uk

j D̃tξ
j)∂uk

t
+

+(D̃iη
k − uk

t D̃iξ
t − uk

j D̃iξ
j)∂uk

i
+

+(D̃tη
V − VtD̃tξ

t − VjD̃tξ
j)∂Vt +

+(D̃iη
V − VtD̃iξ

t − VjD̃iξ
j)∂Vi +

+(D̃tη
S − StD̃tξ

t − SjD̃tξ
j)∂St +

+(D̃iη
S − StD̃iξ

t − SjD̃iξ
j)∂Si +

+(Dtη
ε − εV Dtη

V − εSDtη
S)∂εt +

+(Dkη
ε − εV Dkη

V − εSDkη
S)∂εk +

+(Dukη
ε − εV Dukη

V − εSDukη
S)∂εuk +

+ζV∂εV + ζ
VV∂εVV + ζ

VS∂εVS ,

где
ζ

V = DVη
ε − εV DVη

V − εSDVη
S,

ζ
VV = DVζ

V − εVV DVη
V − εVSDVη

S,

ζ
VS = DSζ

V − εVV DSη
V − εVSDSη

S,

Dt = ∂t, Dk = ∂k, Duk = ∂uk ,

DV = ∂V + εV∂ε + εVV∂εV + εVS∂εS ,

DS = ∂S + εS∂ε + εVS∂εV + εSS∂εS ,

D̃t = ∂t + uk
t ∂uk + Vt∂V + St∂S,

D̃k = ∂k + ul
k∂ul + Vk∂V + Sk∂S.

Координаты оператора X разыскиваются из усло-
вийинвариантности.На каждое уравнение системы (1)–
(4) действуем продолженным оператором в силу урав-
нений системы. В результате получаются уравнения,
в которые входят некоторые производные в качестве
свободных переменных. Приравнивая нулю коэффици-
енты при свободных переменных, получаем переопре-
деленную систему уравнений на координаты операто-
ра X.

2. Условие инвариантности уравнения (3)
Действуем на уравнение (3) оператором X̃:

0 = D̃tη
S − StD̃tξ

t − ∇S · D̃t⃗ξ+ η⃗ · ∇S+

+uk
(

D̃kη
S − StD̃kξ

t − ∇S · D̃k⃗ξ
)

= η
S
t +

+u⃗ · ∇ηS + η
S
uk V (εVSSk + εVVVk) + η

S
VV∇ · u⃗+

+u⃗ · ∇S
(
ξ

t
t + u⃗ · ∇ξt + ξ

t
uk V (εVSSK + εVVVK) +

+ξt
VV∇ · u⃗

)
+ ∇S ·

(⃗
η− ξ⃗t − (u⃗ · ∇) ξ⃗−

−⃗ξuk V (εVSSk + εVVVk) − ξ⃗VV∇ · u⃗
)

.

Соберем квадратичные слагаемые по свободным
производным ∇ · u⃗:(

ξ
t
V u⃗ − ξ⃗V

)
· ∇S = 0.

Отсюда получим равенство

u⃗ξt
V = ξ⃗V . (5)

Выпишем оставшиеся квадратичные слагаемые

(εVSSk + εVVVk)
(
ξ

t
uk u⃗ − ξ⃗uk

)
· ∇S = 0.

Отсюда получим равенство

ξ
t
uk u⃗ = ξ⃗uk . (6)

Предположили, что εVS и εVV не равны нулю одно-
временно. Если это не так, то уравнения (1)–(2) инте-
грируются в лагранжевых координатах.

Линейные слагаемые по производным дают:

η
S
V = 0, εVVη

S
uk = 0, (7)

η
k = ξ

k
t + (u⃗ · ∇)ξk−

−uk (
ξ

t
t + (u⃗ · ∇)ξt) − VεVSη

S
uk .

(8)

Остается уравнение

η
S
t + u⃗ · ∇ηS = 0. (9)

3. Условие инвариантности уравнения (1)
Действуем на уравнение (1) оператором X̃:

0 = D̃tη
V − VtD̃tξ

t − ∇V · D̃t⃗ξ+ η⃗ · ∇V+

+uk
(

D̃kη
V − VtD̃kξ

t − ∇V · D̃k⃗ξ
)

− η
V∇ · u⃗−

−V
(

D̃kη
k − uk

t D̃kξ
t − uk

j D̃kξ
j
)

=

= η
V
t + u⃗ · ∇ηV+

+ηV
uk V (εVSSk + εVVVk) + η

V
VV∇ · u⃗ − η

V∇ · u⃗−

− (V∇ · u⃗ − u⃗ · ∇V) (ξt
t + u⃗ · ∇ξt+

ξ
t
uk V (εVSSk + εVVVk) +

+ξt
VV∇ · u⃗) + V

(
−ujuk

j + V (εVSSk + εVVVk)
)

×

×
(
ξ

t
k + ξ

t
uj u

j
k + ξ

t
VVk + ξ

t
SSk

)
+

+∇V ·
(⃗
η− ξ⃗t − (u⃗ · ∇) ξ⃗−

−⃗ξuj V (εVSSk + εVVVk) − ξ⃗VV∇ · u⃗
)

−

−V
(
η

k
k + η

k
uj u

j
k + η

k
VVk + η

k
SSk−

−uk
j

(
ξ

j
k + ξ

j
ul u

l
k + ξ

j
VVk + ξ

j
SSk

))
.

Квадратичные слагаемые по производным u⃗ в си-
лу (5) и (6) дают

ξ
t
V = ξ⃗V = 0.
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Квадратные слагаемые, содержащие производные
u⃗, расщепляем по Sk и Vk:

Vk : εVV

(
ξ

t
uj u

j
k − ξ

t
uk ∇ · u⃗

)
= 0 =⇒ εVVξ

t
uk = 0.

Sk : VεVS

(
ξ

t
uj u

j
k − ξ

t
uk ∇ · u⃗

)
= u⃗ · ∇uk

ξ
t
S−

−uk
j ξ

j
S = 0 =⇒ εVSξ

t
uk = 0.

Следовательно,
ξ

t
uk = ξ⃗uk = 0.

Остаются слагаемые

uk
j ξ

j
S = ξ

t
Sujuk

j =⇒ ξ
j
S = uj

ξ
t
S.

Отсюда получаем

ξ
t
S = ξ⃗S = 0.

Таким образом, ξt (t, x⃗) , ξ⃗ (t, x⃗).
Линейные слагаемые по производным,

содержащие uk
j :(

η
V
V − V−1

η
V − ξ

t
t − u⃗ · ∇ξt

)
∇ · u⃗ =

= uj
k

(
η

k
uj + uk

ξ
t
j − ξ

k
j

)
.

Расщепление по uk
j даёт:

j ̸= k : η
k
uj = ξ

k
j − uk

ξ
t
j, (10)

j = k : η
V
V − V−1

η
V − ξ

t
t − u⃗ · ∇ξt =

= η
1
u1 + u1

ξ
t
1 − ξ

1
1 = η

2
u2 + u2

ξ
t
2 − ξ

2
2 =

= η
3
u3 + u3

ξ
t
3 − ξ

3
3.

(11)

Слагаемые с производными Sk, Vk дают уравнения:

η
k
S = εVS(ηV

uk + Vξt
k), (12)

η
k = −(ξt

l u
l + ξ

t
t)uk + ul

ξ
k
l + ξ

k
t +

+Vηk
V − VεVV(ηV

uk + Vξt
k).

(13)

Остаются слагаемые без производных

η
V
t + uk

η
V
k = Vηk

k. (14)

4. Условие инвариантности уравнения (2)
Действуем на уравнение (2) оператором X̃:

0 = D̃tη
k − uk

t D̃tξ
t − uk

j D̃tξ
j+

+ul(D̃lη
k − uk

t D̃lξ
t − uk

j D̃lξ
j)+

+ (⃗η · ∇) uk − η
V (εVVVk + εVSSk) −

−VεVV

(
D̃kη

V − VtD̃kξ
t − VjD̃kξ

j
)

−

−VεVS

(
D̃kη

S − StD̃kξ
t − SjD̃kξ

j
)

−

−VVkζ
VV − VSkζ

VS.

Собирая слагаемые для каждой координаты опера-
тора X̃ и используя полученные выражения для ξt, ξ⃗,
получим:

0 = η
k
t + u⃗ · ∇ηk + η

k
uj V

(
εVVVj + εVSSj

)
+

+ηk
VV∇ · u⃗ + η

luk
l −

(
ξ

t
t + u⃗ · ∇ξt) ×

×
(

−uluk
l + V (εVVVk + εVSSk)

)
+

+ξt
kV(εVV (−u⃗ · ∇V + V∇ · u⃗) − εVSu⃗ · ∇S)−

−uk
j (ξ

j
t + u⃗ · ∇ξj) + V(εVVVj + εVSSj)ξ

j
k−

−ηV (εVVVk + εVSSk) −

−VεVV
(
η

V
k + η

V
ul ul

k + η
V
VVk + η

V
S Sk

)
−

−VεVS

(
η

S
k + η

S
SSk + η

S
ul ul

k

)
−

−VVk

(
D2

Vη
ε − 2εVVη

V
V − εVη

V
VV

)
−

−VSk

(
DSDVη

ε − εVSη
V
V − εVη

V
VS − εVVη

V
S − εVSη

S
S

)
.

Слагаемые с производными функции u⃗, учиты-
вая (8), дают равенство

(VεVS)Vη
S
uk ∇ · u⃗ + εVSη

S
ul

(
uk

l + ul
k

)
+

+εVVη
V
ul ul

k = ξ
t
kVεVV∇ · u⃗.

Отсюда следует, учитывая (7):

η
S
ul = 0, εVVη

V
ul = 0, εVVξ

t
k = 0 ⇒ η⃗V = 0. (15)

Слагаемые с Vj и Sj, учитывая (8) и полученные со-
отношения, дают равенства:

εVV(ξk
j + ξ

j
k − 2ξt

tδ
k
j ) = δ

k
j D2

Vη
ε+

+(−ηV
V + V−1

η
V)εVVδ

k
j − δ

k
j εVη

V
VV .

(16)

εVS

(
ξ

k
j + ξ

j
k − 2(ξt

t + u⃗ · ∇ξt)δk
j −

−uk
ξ

t
j − uj

ξ
t
k

)
= δ

k
j (DSDVη

ε − εVη
V
VS).

(17)

Останутся следующие слагаемые:

η
k
t + u⃗ · ∇ηk = VεVVη

V
k + VεVSη

S
k . (18)

Из равенств (16) и (17) при k ̸= j следует,
учитывая (15):

εVV

(
ξ

k
j + ξ

j
k

)
= 0,

εVS

(
ξ

k
j + ξ

j
k − uk

ξ
t
j − uj

ξ
t
k

)
= 0 =⇒ ξ

t
k = 0,

ξ
k
j + ξ

j
k = 0, j ̸= k.

(19)

Из (8), (11), (12) в силу (15) следует:

η⃗ = ξ⃗t + (u⃗ · ∇) ξ⃗− u⃗ξt
t,

η
V
V = V−1

η
V =⇒ η

V = Vη (t, x⃗, S) ,

при этом (10) и (13) тождественно выполнены.
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Из (16) и (17) при k = j получим:

D2
Vη

ε + 2εVVξ
t
t = 2εVVn,

ξ
1
1 = ξ

2
2 = ξ

3
3 = n(t, x⃗),

DSDVη
ε + 2εVSξ

t
t = εV η̄S + 2εVSn.

(20)

Из (9) следует в силу (15)

η
S
t = η

S
k = 0 =⇒ η

S = η (S) .

Из (14) следует

ηt + u⃗ · ∇η = 3nt + 3u⃗ · ∇n =⇒ η = 3n + α (S) .

Из (18) следует:

ξ
k
tt + 2 (u⃗ · ∇) ξk

t − uk
ξ

t
tt + uluj

ξ
k
lj = V2

εVV3nk,

ξ
1
t2 = ξ

1
t3 = ξ

2
t1 = ξ

2
t3 = ξ

3
t1 = ξ

3
t2 = 0,

ξ
k
lj = 0, nk = 0, ξ

k
tt = 0, ξ

t
tt = 2nt.

Отсюда в силу (19), (20):

ξ
k = ω

k
j (t) xj + ak (t) , ωk

j +ω
j
k = 0 (j ̸= k) ,

ω
1
1 = ω

2
2 = ω

3
3 = n (t) ,

ak = Akt + Ak
0, ωk

j
′′ = 0,

n′′ = 0, ωk
j = Ωk

j , Ωk
j + Ωj

k = 0, n = Nt + N0,

ξ
t
ttt = 0 =⇒ ξ

t = Nt2 + Bt + B0,

ξ⃗ = Ω⃗ × x⃗ + A⃗t + A⃗0 + (Nt + N0) x⃗,

η⃗ = Nx⃗ + A⃗ + Ω⃗ × u⃗ + u⃗ (−Nt + N0 − B) ,

η
S = η (S) , ηV = V (3Nt + 3N0 + α (S)) ,

Большими буквами обозначены произвольные
постоянные.

Равенство (20) интегрируется по V:

η
ε = 2ε(N0 − B − Nt) + Vµ(S, u⃗, t, x⃗)+

+ν(S, u⃗, t, x⃗), µS = εVαS.
(21)

5. Условие инвариантности уравнения (4)
Действуем оператором X̃ на уравнения (4) в си-

лу (21):

Dkη
ε = 0, Dukη

ε = 0, Dtη
ε = εV3NV.

Отсюда следует:

µk = νk = 0, µuk = νuk = 0,

Vµt + νt = N (3VεV + 2ε) ,

µSt = 0 =⇒ µ = φ (S) + ψ (t) ,

φ
′ = εVα

′, ψ
′′ = 0, νtt = 0,

ψ = Ψ1t + Ψ0, ν = ν1 (S) t + ν0 (S) ,

VΨ1 + ν1 (S) = N (3VεV + 2ε) .

Значит

η
ε = 2ε (N0 − B − Nt) + V (φ (S) + Ψ1t + Ψ0) +

+ν1 (S) t + ν0 (S) , φ
′ = α

′
εV ,

VΨ1 + ν1(S) = N(3VεV + 2ε).

Если ε (V, S) — произвольная, то φ′ = α′ = 0=⇒
φ = Φ, α = E, постоянные N = 0, Ψ1 = 0, ν1(S) = 0,

ξ
t = Bt + B0, ξ⃗ = Ω⃗ × x⃗ + A⃗t + A⃗0 + N0 x⃗,

η⃗ = Ω⃗ × u⃗ + u⃗ (N0 − B) + A⃗,

η
S = η (S) , η

V = V (3N0 + E) ,

η
ε = 2ε (N0 − B) + V (Φ + Ψ0) + ν (S) .

Здесь B, B0, A⃗, A⃗0, N0, E, Ω⃗, Φ + Ψ0 — произвольные
постоянные; η (S), ν (S) — произвольные функции.

Если один произвольный элемент не равен нулю, а
остальные обнулить, то получим базисные операторы
алгебры Ли L:

Ak
0, k = 1, 2, 3 : ∂x⃗ = {X1, X2, X3} ,

Ak, k = 1, 2, 3 : t∂x⃗ + ∂u⃗ = {X4, X5, X6} ,

Ω⃗ : x⃗ × ∂x⃗ + u⃗ × ∂u⃗ = {X7, X8, X9},

B0 : ∂t = X10, B + N0 − 3E : t∂t + x⃗ · ∂x⃗ = X11,

N0 − 3E : x⃗ · ∂x⃗ + u⃗ · ∂u⃗ + 2ε∂ε = X12,

E : V∂V = X13; Φ + Ψ0 : V∂ε = X14,

η(S) : η(S)∂S = ⟨η⟩1 ; ν(S) : ν(S)∂ε = ⟨ν⟩2 .

Алгебра Ли L раскладывается в полупрямую сум-
му L = L11⊕̇L∞ идеала L11 = {X1, ..., X11} и бесконечной
подалгебры L∞ = {X12, X13, X14, ⟨η⟩1 , ⟨ν⟩2}. Преобразо-
вания алгебры L11 непреобразуют уравнение состояния,
значит L11 допускается уравнениями газовой динамики
с любым уравнением состояния. Это ядро допускаемых
алгебр [2].

6. Заключение
Вычислены операторы однопараметрических

групп преобразований эквивалентности для уравне-
ний газовой динамики с уравнением состояния в виде
произвольной функции удельной внутренней энергии,
зависящей от удельного объема и энтропии. Получена
бесконечная алгебра Ли с двумя произвольными функ-
циями. Конечномерная часть этой алгебры 14-мерна.
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