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Преобразования эквивалентности для уравнений газовой динамики
А.В. Борисов, С.В. Хабиров
Уфимский университет науки и технологий, Уфа

E-mail: habirov@anrb.ru

Объектом исследования в настоящей работе являются уравнения газовой динамики с произвольным уравнением состояния (удельная
внутренняя энергия как функция удельного объема и энтропии). Требуется найти преобразования эквивалентности не изменяющих
систему уравнений, но меняющих лишь уравнение состояния. Операторы однопараметрических групп преобразований эквивалентности
находятся из критерия инвариантности. Интегрируется переопределенная система уравнений на координаты оператора. Получена
бесконечная алгебра Ли с двумя произвольными функциями.

Ключевые слова: групповой анализ, преобразование эквивалентности, уравнения газовой динамики, однопараметрическая
группа, алгебра Ли, условие инвариантности

Equivalence transformations for equations of gas dynamics
A.V. Borisov, S.V. Habirov
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

E-mail: habirov@anrb.ru

The object of research in this paper is the equations of gas dynamics with an arbitrary equation of state (specific internal energy as a function of
specific volume and entropy). It is required to find equivalence transformations that do not change the system of equations, but only change the
equation of state. Operators of one-parameter groups of equivalence transformations are found from the invariance criterion. The redefined
system of equations is integrated onto the coordinates of the operator. An infinite Lie algebra with two arbitrary functions is obtained.

Keywords: group analysis, equivalence transformation, equations of gas dynamics, one-parameter group, Lie algebra, invariance
condition

1. Введение
Основной задачей группового анализа является

групповая классификация уравнений с произвольным
элементом, а именно, нахождение произвольных эле-
ментов, когда допускаемая группа расширяется [1]. При
этом произвольный элемент определяется с точностью
до преобразований эквивалентности не изменяющих
вид уравнений, но меняющих лишь произвольный эле-
мент. Для уравнений газовой динамики задача реше-
на в работе [2], где уравнение состояния (произволь-
ный элемент) взято в виде некоторой функции давле-
ния и плотности. В этом случае преобразование экви-
валентности есть трехпараметрическая группа [2]. Наи-
более общее уравнение состояния задается равенством
ε = ε(V, S), где ε— удельная внутренняя энергия; V —
удельный объем; S — энтропия [3, 4].

Уравнения газовой динамики записываются
в виде:

Vt + u⃗ · ∇V = V∇ · u⃗, (1)

u⃗t + (u⃗ · ∇)u⃗ = V(εVS∇S + εVV∇V), (2)
St + u⃗ · ∇S = 0. (3)

Здесь u⃗ — скорость частицы; t — время; x⃗ — положение
частицы;∇ = ∂x⃗ — вектор градиента. Плотность, давле-
ние и температура вычисляются по формулам ρ = V−1,
p = −εV , T = εS. Функция, задающая уравнение состоя-
ния, удовлетворяет равенствам

εt = εxk = εuk = 0, k = 1, 2, 3. (4)

Преобразования всех переменных, входящих в си-
стему уравнений (1)–(4), сохраняющих вид системы,
но изменяющих функцию ε(V, S), называются преобра-
зованием эквивалентности. Мы разыскиваем преобра-
зования эквивалентности, образующие однопарамет-
рическую группу [5]. Однопараметрическим группам
соответствуют операторы дифференцирования перво-
го порядка, которые образуют алгебру Ли. Операторы
преобразований эквивалентности имеют вид [5,6]:

X = ξ
t∂t + ξ⃗ · ∂x⃗ + η⃗ · ∂u⃗ + η

V∂V + η
S∂S + η

ε∂ε,
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где ξt, ξ⃗, η⃗, ηV , ηS — функции от переменных t, x⃗, u⃗, V, S,
а ηε — от t, x⃗, u⃗, V, S, ε.

Оператор X продолжается на производные, входя-
щие в уравнение [5]:

X̃ = X + (D̃tη
k − uk

t D̃tξ
t − uk

j D̃tξ
j)∂uk

t
+

+(D̃iη
k − uk

t D̃iξ
t − uk

j D̃iξ
j)∂uk

i
+

+(D̃tη
V − VtD̃tξ

t − VjD̃tξ
j)∂Vt +

+(D̃iη
V − VtD̃iξ

t − VjD̃iξ
j)∂Vi +

+(D̃tη
S − StD̃tξ

t − SjD̃tξ
j)∂St +

+(D̃iη
S − StD̃iξ

t − SjD̃iξ
j)∂Si +

+(Dtη
ε − εV Dtη

V − εSDtη
S)∂εt +

+(Dkη
ε − εV Dkη

V − εSDkη
S)∂εk +

+(Dukη
ε − εV Dukη

V − εSDukη
S)∂εuk +

+ζV∂εV + ζ
VV∂εVV + ζ

VS∂εVS ,

где
ζ

V = DVη
ε − εV DVη

V − εSDVη
S,

ζ
VV = DVζ

V − εVV DVη
V − εVSDVη

S,

ζ
VS = DSζ

V − εVV DSη
V − εVSDSη

S,

Dt = ∂t, Dk = ∂k, Duk = ∂uk ,

DV = ∂V + εV∂ε + εVV∂εV + εVS∂εS ,

DS = ∂S + εS∂ε + εVS∂εV + εSS∂εS ,

D̃t = ∂t + uk
t ∂uk + Vt∂V + St∂S,

D̃k = ∂k + ul
k∂ul + Vk∂V + Sk∂S.

Координаты оператора X разыскиваются из усло-
вийинвариантности.На каждое уравнение системы (1)–
(4) действуем продолженным оператором в силу урав-
нений системы. В результате получаются уравнения,
в которые входят некоторые производные в качестве
свободных переменных. Приравнивая нулю коэффици-
енты при свободных переменных, получаем переопре-
деленную систему уравнений на координаты операто-
ра X.

2. Условие инвариантности уравнения (3)
Действуем на уравнение (3) оператором X̃:

0 = D̃tη
S − StD̃tξ

t − ∇S · D̃t⃗ξ+ η⃗ · ∇S+

+uk
(

D̃kη
S − StD̃kξ

t − ∇S · D̃k⃗ξ
)

= η
S
t +

+u⃗ · ∇ηS + η
S
uk V (εVSSk + εVVVk) + η

S
VV∇ · u⃗+

+u⃗ · ∇S
(
ξ

t
t + u⃗ · ∇ξt + ξ

t
uk V (εVSSK + εVVVK) +

+ξt
VV∇ · u⃗

)
+ ∇S ·

(⃗
η− ξ⃗t − (u⃗ · ∇) ξ⃗−

−⃗ξuk V (εVSSk + εVVVk) − ξ⃗VV∇ · u⃗
)

.

Соберем квадратичные слагаемые по свободным
производным ∇ · u⃗:(

ξ
t
V u⃗ − ξ⃗V

)
· ∇S = 0.

Отсюда получим равенство

u⃗ξt
V = ξ⃗V . (5)

Выпишем оставшиеся квадратичные слагаемые

(εVSSk + εVVVk)
(
ξ

t
uk u⃗ − ξ⃗uk

)
· ∇S = 0.

Отсюда получим равенство

ξ
t
uk u⃗ = ξ⃗uk . (6)

Предположили, что εVS и εVV не равны нулю одно-
временно. Если это не так, то уравнения (1)–(2) инте-
грируются в лагранжевых координатах.

Линейные слагаемые по производным дают:

η
S
V = 0, εVVη

S
uk = 0, (7)

η
k = ξ

k
t + (u⃗ · ∇)ξk−

−uk (
ξ

t
t + (u⃗ · ∇)ξt) − VεVSη

S
uk .

(8)

Остается уравнение

η
S
t + u⃗ · ∇ηS = 0. (9)

3. Условие инвариантности уравнения (1)
Действуем на уравнение (1) оператором X̃:

0 = D̃tη
V − VtD̃tξ

t − ∇V · D̃t⃗ξ+ η⃗ · ∇V+

+uk
(

D̃kη
V − VtD̃kξ

t − ∇V · D̃k⃗ξ
)

− η
V∇ · u⃗−

−V
(

D̃kη
k − uk

t D̃kξ
t − uk

j D̃kξ
j
)

=

= η
V
t + u⃗ · ∇ηV+

+ηV
uk V (εVSSk + εVVVk) + η

V
VV∇ · u⃗ − η

V∇ · u⃗−

− (V∇ · u⃗ − u⃗ · ∇V) (ξt
t + u⃗ · ∇ξt+

ξ
t
uk V (εVSSk + εVVVk) +

+ξt
VV∇ · u⃗) + V

(
−ujuk

j + V (εVSSk + εVVVk)
)

×

×
(
ξ

t
k + ξ

t
uj u

j
k + ξ

t
VVk + ξ

t
SSk

)
+

+∇V ·
(⃗
η− ξ⃗t − (u⃗ · ∇) ξ⃗−

−⃗ξuj V (εVSSk + εVVVk) − ξ⃗VV∇ · u⃗
)

−

−V
(
η

k
k + η

k
uj u

j
k + η

k
VVk + η

k
SSk−

−uk
j

(
ξ

j
k + ξ

j
ul u

l
k + ξ

j
VVk + ξ

j
SSk

))
.

Квадратичные слагаемые по производным u⃗ в си-
лу (5) и (6) дают

ξ
t
V = ξ⃗V = 0.
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Квадратные слагаемые, содержащие производные
u⃗, расщепляем по Sk и Vk:

Vk : εVV

(
ξ

t
uj u

j
k − ξ

t
uk ∇ · u⃗

)
= 0 =⇒ εVVξ

t
uk = 0.

Sk : VεVS

(
ξ

t
uj u

j
k − ξ

t
uk ∇ · u⃗

)
= u⃗ · ∇uk

ξ
t
S−

−uk
j ξ

j
S = 0 =⇒ εVSξ

t
uk = 0.

Следовательно,
ξ

t
uk = ξ⃗uk = 0.

Остаются слагаемые

uk
j ξ

j
S = ξ

t
Sujuk

j =⇒ ξ
j
S = uj

ξ
t
S.

Отсюда получаем

ξ
t
S = ξ⃗S = 0.

Таким образом, ξt (t, x⃗) , ξ⃗ (t, x⃗).
Линейные слагаемые по производным,

содержащие uk
j :(

η
V
V − V−1

η
V − ξ

t
t − u⃗ · ∇ξt

)
∇ · u⃗ =

= uj
k

(
η

k
uj + uk

ξ
t
j − ξ

k
j

)
.

Расщепление по uk
j даёт:

j ̸= k : η
k
uj = ξ

k
j − uk

ξ
t
j, (10)

j = k : η
V
V − V−1

η
V − ξ

t
t − u⃗ · ∇ξt =

= η
1
u1 + u1

ξ
t
1 − ξ

1
1 = η

2
u2 + u2

ξ
t
2 − ξ

2
2 =

= η
3
u3 + u3

ξ
t
3 − ξ

3
3.

(11)

Слагаемые с производными Sk, Vk дают уравнения:

η
k
S = εVS(ηV

uk + Vξt
k), (12)

η
k = −(ξt

l u
l + ξ

t
t)uk + ul

ξ
k
l + ξ

k
t +

+Vηk
V − VεVV(ηV

uk + Vξt
k).

(13)

Остаются слагаемые без производных

η
V
t + uk

η
V
k = Vηk

k. (14)

4. Условие инвариантности уравнения (2)
Действуем на уравнение (2) оператором X̃:

0 = D̃tη
k − uk

t D̃tξ
t − uk

j D̃tξ
j+

+ul(D̃lη
k − uk

t D̃lξ
t − uk

j D̃lξ
j)+

+ (⃗η · ∇) uk − η
V (εVVVk + εVSSk) −

−VεVV

(
D̃kη

V − VtD̃kξ
t − VjD̃kξ

j
)

−

−VεVS

(
D̃kη

S − StD̃kξ
t − SjD̃kξ

j
)

−

−VVkζ
VV − VSkζ

VS.

Собирая слагаемые для каждой координаты опера-
тора X̃ и используя полученные выражения для ξt, ξ⃗,
получим:

0 = η
k
t + u⃗ · ∇ηk + η

k
uj V

(
εVVVj + εVSSj

)
+

+ηk
VV∇ · u⃗ + η

luk
l −

(
ξ

t
t + u⃗ · ∇ξt) ×

×
(

−uluk
l + V (εVVVk + εVSSk)

)
+

+ξt
kV(εVV (−u⃗ · ∇V + V∇ · u⃗) − εVSu⃗ · ∇S)−

−uk
j (ξ

j
t + u⃗ · ∇ξj) + V(εVVVj + εVSSj)ξ

j
k−

−ηV (εVVVk + εVSSk) −

−VεVV
(
η

V
k + η

V
ul ul

k + η
V
VVk + η

V
S Sk

)
−

−VεVS

(
η

S
k + η

S
SSk + η

S
ul ul

k

)
−

−VVk

(
D2

Vη
ε − 2εVVη

V
V − εVη

V
VV

)
−

−VSk

(
DSDVη

ε − εVSη
V
V − εVη

V
VS − εVVη

V
S − εVSη

S
S

)
.

Слагаемые с производными функции u⃗, учиты-
вая (8), дают равенство

(VεVS)Vη
S
uk ∇ · u⃗ + εVSη

S
ul

(
uk

l + ul
k

)
+

+εVVη
V
ul ul

k = ξ
t
kVεVV∇ · u⃗.

Отсюда следует, учитывая (7):

η
S
ul = 0, εVVη

V
ul = 0, εVVξ

t
k = 0 ⇒ η⃗V = 0. (15)

Слагаемые с Vj и Sj, учитывая (8) и полученные со-
отношения, дают равенства:

εVV(ξk
j + ξ

j
k − 2ξt

tδ
k
j ) = δ

k
j D2

Vη
ε+

+(−ηV
V + V−1

η
V)εVVδ

k
j − δ

k
j εVη

V
VV .

(16)

εVS

(
ξ

k
j + ξ

j
k − 2(ξt

t + u⃗ · ∇ξt)δk
j −

−uk
ξ

t
j − uj

ξ
t
k

)
= δ

k
j (DSDVη

ε − εVη
V
VS).

(17)

Останутся следующие слагаемые:

η
k
t + u⃗ · ∇ηk = VεVVη

V
k + VεVSη

S
k . (18)

Из равенств (16) и (17) при k ̸= j следует,
учитывая (15):

εVV

(
ξ

k
j + ξ

j
k

)
= 0,

εVS

(
ξ

k
j + ξ

j
k − uk

ξ
t
j − uj

ξ
t
k

)
= 0 =⇒ ξ

t
k = 0,

ξ
k
j + ξ

j
k = 0, j ̸= k.

(19)

Из (8), (11), (12) в силу (15) следует:

η⃗ = ξ⃗t + (u⃗ · ∇) ξ⃗− u⃗ξt
t,

η
V
V = V−1

η
V =⇒ η

V = Vη (t, x⃗, S) ,

при этом (10) и (13) тождественно выполнены.
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Из (16) и (17) при k = j получим:

D2
Vη

ε + 2εVVξ
t
t = 2εVVn,

ξ
1
1 = ξ

2
2 = ξ

3
3 = n(t, x⃗),

DSDVη
ε + 2εVSξ

t
t = εV η̄S + 2εVSn.

(20)

Из (9) следует в силу (15)

η
S
t = η

S
k = 0 =⇒ η

S = η (S) .

Из (14) следует

ηt + u⃗ · ∇η = 3nt + 3u⃗ · ∇n =⇒ η = 3n + α (S) .

Из (18) следует:

ξ
k
tt + 2 (u⃗ · ∇) ξk

t − uk
ξ

t
tt + uluj

ξ
k
lj = V2

εVV3nk,

ξ
1
t2 = ξ

1
t3 = ξ

2
t1 = ξ

2
t3 = ξ

3
t1 = ξ

3
t2 = 0,

ξ
k
lj = 0, nk = 0, ξ

k
tt = 0, ξ

t
tt = 2nt.

Отсюда в силу (19), (20):

ξ
k = ω

k
j (t) xj + ak (t) , ωk

j +ω
j
k = 0 (j ̸= k) ,

ω
1
1 = ω

2
2 = ω

3
3 = n (t) ,

ak = Akt + Ak
0, ωk

j
′′ = 0,

n′′ = 0, ωk
j = Ωk

j , Ωk
j + Ωj

k = 0, n = Nt + N0,

ξ
t
ttt = 0 =⇒ ξ

t = Nt2 + Bt + B0,

ξ⃗ = Ω⃗ × x⃗ + A⃗t + A⃗0 + (Nt + N0) x⃗,

η⃗ = Nx⃗ + A⃗ + Ω⃗ × u⃗ + u⃗ (−Nt + N0 − B) ,

η
S = η (S) , ηV = V (3Nt + 3N0 + α (S)) ,

Большими буквами обозначены произвольные
постоянные.

Равенство (20) интегрируется по V:

η
ε = 2ε(N0 − B − Nt) + Vµ(S, u⃗, t, x⃗)+

+ν(S, u⃗, t, x⃗), µS = εVαS.
(21)

5. Условие инвариантности уравнения (4)
Действуем оператором X̃ на уравнения (4) в си-

лу (21):

Dkη
ε = 0, Dukη

ε = 0, Dtη
ε = εV3NV.

Отсюда следует:

µk = νk = 0, µuk = νuk = 0,

Vµt + νt = N (3VεV + 2ε) ,

µSt = 0 =⇒ µ = φ (S) + ψ (t) ,

φ
′ = εVα

′, ψ
′′ = 0, νtt = 0,

ψ = Ψ1t + Ψ0, ν = ν1 (S) t + ν0 (S) ,

VΨ1 + ν1 (S) = N (3VεV + 2ε) .

Значит

η
ε = 2ε (N0 − B − Nt) + V (φ (S) + Ψ1t + Ψ0) +

+ν1 (S) t + ν0 (S) , φ
′ = α

′
εV ,

VΨ1 + ν1(S) = N(3VεV + 2ε).

Если ε (V, S) — произвольная, то φ′ = α′ = 0=⇒
φ = Φ, α = E, постоянные N = 0, Ψ1 = 0, ν1(S) = 0,

ξ
t = Bt + B0, ξ⃗ = Ω⃗ × x⃗ + A⃗t + A⃗0 + N0 x⃗,

η⃗ = Ω⃗ × u⃗ + u⃗ (N0 − B) + A⃗,

η
S = η (S) , η

V = V (3N0 + E) ,

η
ε = 2ε (N0 − B) + V (Φ + Ψ0) + ν (S) .

Здесь B, B0, A⃗, A⃗0, N0, E, Ω⃗, Φ + Ψ0 — произвольные
постоянные; η (S), ν (S) — произвольные функции.

Если один произвольный элемент не равен нулю, а
остальные обнулить, то получим базисные операторы
алгебры Ли L:

Ak
0, k = 1, 2, 3 : ∂x⃗ = {X1, X2, X3} ,

Ak, k = 1, 2, 3 : t∂x⃗ + ∂u⃗ = {X4, X5, X6} ,

Ω⃗ : x⃗ × ∂x⃗ + u⃗ × ∂u⃗ = {X7, X8, X9},

B0 : ∂t = X10, B + N0 − 3E : t∂t + x⃗ · ∂x⃗ = X11,

N0 − 3E : x⃗ · ∂x⃗ + u⃗ · ∂u⃗ + 2ε∂ε = X12,

E : V∂V = X13; Φ + Ψ0 : V∂ε = X14,

η(S) : η(S)∂S = ⟨η⟩1 ; ν(S) : ν(S)∂ε = ⟨ν⟩2 .

Алгебра Ли L раскладывается в полупрямую сум-
му L = L11⊕̇L∞ идеала L11 = {X1, ..., X11} и бесконечной
подалгебры L∞ = {X12, X13, X14, ⟨η⟩1 , ⟨ν⟩2}. Преобразо-
вания алгебры L11 непреобразуют уравнение состояния,
значит L11 допускается уравнениями газовой динамики
с любым уравнением состояния. Это ядро допускаемых
алгебр [2].

6. Заключение
Вычислены операторы однопараметрических

групп преобразований эквивалентности для уравне-
ний газовой динамики с уравнением состояния в виде
произвольной функции удельной внутренней энергии,
зависящей от удельного объема и энтропии. Получена
бесконечная алгебра Ли с двумя произвольными функ-
циями. Конечномерная часть этой алгебры 14-мерна.
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Математическое моделирование процесса закачки диоксида углерода
в содержащий метан и его гидрат пласт

Н.Г. Мусакаев, С.Л. Бородин, Д.С. Бельских
Тюменский филиал Института теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, Тюмень

E-mail: musakaev68@yandex.ru

В последнее время проблематике разработки залежей природных газогидратов уделяется особое внимание в связи с их широким
распространением в природе и большими запасами углеводородов, содержащихся в месторождениях. В статье рассматривается
инновационный метод отбора газа, основанный на закачке диоксида углерода в газогидратный пласт. Данная технология позволяет
аккумулировать парниковые газы в твердой газогидратной форме при очень малых экономических затратах, а также решить проблему
извлечения природного газа. Для получения прогнозных расчетов на основе методов и уравнений механики многофазных сред
построена математическая модель неизотермической фильтрации диоксида углерода в газообразном состоянии, метана и воды
с учетом замещения метана в составе газового гидрата углекислым газом. В модели дополнительно учитываются такие немало-
важные факторы, как фильтрационное течение воды и газа, реальные свойства газа, эффекты Джоуля–Томсона и адиабатического
сжатия; процесс замещения CH4–CO2 в газогидрате предполагается равновесным. В одномерном радиальном осесимметричном
приближении представлены уравнения, позволяющие рассчитать значения основных параметров процесса (давления, температуры,
массовой доли компонент газовой фазы, насыщенностей фаз и др.). Записаны дискретные аналоги дифференциальных уравнений
и приведена методика численного решения предложенной математической модели. Расчет распределений насыщенностей гидра-
тов метана и углекислого газа производится с учетом их фазового равновесия при текущих значениях давления, температуры и
водонасыщенности. Для задачи закачки углекислого газа в пласт, который изначально насыщен метаном и его гидратом, построены
численные решения, описывающие распределения в пласте давления, температуры, массовых концентраций компонент газовой
фазы и насыщенностей гидратами метана и углекислого газа.

Ключевые слова: математическая модель, фильтрация, замещение метана в газогидрате углекислым газом, алгоритм
решения
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Mathematical modeling of the process of the injection of carbon dioxide
into a formation containing methane and its hydrate

N.G. Musakaev, S.L. Borodin, D.S. Belskikh
Tyumen Branch of the Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS
E-mail: musakaev68@yandex.ru

Recently, special attention is paid to the development of deposits of natural gas hydrates due to their wide distribution in nature and the
large reserves of hydrocarbons contained in such deposits. The article discusses an innovative gas extraction method based on the injection
of carbon dioxide into a gas hydrate formation. This technology makes it possible to accumulate greenhouse gases in solid gas hydrate form
at very low economic costs, as well as solve the problem of natural gas extraction. A mathematical model of non-isothermal filtration of
carbon dioxide in the gaseous state, methane and water is constructed based on methods and equations of mechanics of multiphase media
considering the replacement of methane in the gas hydrate with carbon dioxide to obtain predictive calculations. The model additionally
takes into account such important factors as filtration flow of water and gas, real gas properties, Joule–Thomson and adiabatic compression
effects; the process of CH4–CO2 replacement in gas hydrate is assumed to be equilibrium. The equations are presented to calculate the values
of the main process parameters (pressure, temperature, mass fraction of gas phase components, phase saturations, etc.) in one-dimensional
radial axisymmetric approximation. Discrete analogues of differential equations are written down and an algorithm for numerical solution
of the proposed mathematical model is given. Calculation of saturation distributions of methane and carbon dioxide hydrates is carried out
considering their phase equilibrium at current values of pressure, temperature and water saturation. Numerical solutions are constructed that
describe the distributions of pressure, temperature, mass concentrations of gas phase components and saturations of methane and carbon
dioxide hydrates in the reservoir for the problem of injecting carbon dioxide into a reservoir initially saturated with methane and its hydrate.

Keywords: mathematical model, filtration, replacement of methane in gas hydrate with carbon dioxide, algorithm of solution

http://mfs.uimech.org/mfs2024.2.008
http://mfs.uimech.org/mfs2024.2.008
https://doi.org/10.21662/mfs2024.2.008
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
mailto:musakaev68@yandex.ru
mailto:musakaev68@yandex.ru


50 Н.Г. Мусакаев, С.Л. Бородин, Д.С. Бельских 2024. Т. 19, №2. Многофазные системы

1. Введение
По имеющимся научным работам отмечается

неугасающий интерес к тематике, связанной с необ-
ходимостью добычи природного газа, и, в частности,
метана, из имеющихся газогидратных месторождений.
При этом исследования связаны как с «классически-
ми» методами добычи газа из его гидратов (понижение
давления, повышение температуры или использование
ингибиторов), так и с инновационным методом заме-
щения метана в его гидрате диоксидом углерода [1–3].
Последний метод считается более выгодным благодаря
одновременной возможности как добычи природно-
го газа, так и захоронения диоксида углерода в пла-
сте [4–7]. Преимущество этого метода неоспоримо, по-
скольку до сих пор остро стоит проблема снижения вы-
бросов парниковых газов, одним из которых и является
диоксид углерода, а значит, и уменьшение антропоген-
ного влияния на климат Земли [8]. При этом захоро-
нение диоксида углерода может происходить и в уже
отработанных нефтяных и газовых месторождениях [9].
Стоит отметить, что закачка диоксида углерода может
производиться как в случае его нахождения в газообраз-
ном, так и вжидком состоянии, что позволяет использо-
вать более широкий диапазон давлений закачиваемого
диоксида углерода [10, 11]. На данный момент также
имеются экспериментальные данные с тестовых сква-
жин, где использовался метод замещения для добычи
природного газа из подземных хранилищ, содержащих
газовые гидраты [12].

Для исследования задач, связанных с закачкой угле-
кислого газа в подземный пласт, и получения прогноз-
ных расчетов необходимо провести математическое
моделирование данного процесса [13]. Построенная ма-
тематическая модель и методика решения позволят
провести исследование влияния различных парамет-
ров на процесс закачки газообразного диоксида угле-
рода, а затем и добычи замещенного природного газа,
полученного из подземных хранилищ.

2. Математическая модель
Рассмотрим следующую постановку задачи. Пусть

пористый пласт в начальныймомент времени насыщен
метаном и его гидратом. Давление p0 и температура
T0 соответствуют условиям стабильного существования
гидрата метана, т.е. p0 > pemh(T0), где pemh(T0)—равно-
весное давление образования гидрата метана, соответ-
ствующее начальной пластовой температуре T0. Задача
рассматривается в одномерной радиальной осесиммет-
ричной постановке, внешний радиус пласта равен R,
радиус скважины — rw. Через скважину производится
закачка CO2 с постоянными давлением pinj и темпера-
турой Tinj (рис. 1). При этом параметры закачки (pinj и
Tinj) такие, чтобы, во-первых, CO2 был в газообразном
состоянии и, во-вторых, было возможным образование
гидрата диоксида углерода (рис. 2). Метан и углекис-
лый газ могут перемешиваться. В модели учитывается
фильтрация как газовой, так и водной фазы. При филь-

трации будет происходить замещение метана в составе
газового гидрата углекислым газом.

При математическом моделировании примем сле-
дующие допущения: температуры всех фаз в некото-
ром бесконечно малом объеме системы совпадают (рас-
сматривается однотемпературная модель); капилляр-
ные эффекты не учитываются, то есть давление всех
фаз совпадает; не учитываются растворение метана и
углекислого газа в воде, а также испарение воды в газо-
вую фазу; пористость пласта не меняется со временем;
скелет пористой среды несжимаем и неподвижен; газо-
вые гидраты метана и углекислого газа несжимаемы и
неподвижны; плотность, динамическая вязкость, теп-
лоемкость, теплопроводность гидратов метана и угле-
кислого газа постоянны; газовые гидратыметана и угле-
кислого газа являются двухкомпонентными системами
с постоянными массовыми долями компонент; плот-
ность, динамическая вязкость, теплоемкость и тепло-
проводность воды постоянны; динамическая вязкость,
теплоемкость и теплопроводность метана постоянны;
динамическая вязкость, теплоемкость и теплопровод-
ность углекислого газа постоянны.

Рис. 1. Схематичное представление рассматриваемой задачи

Рис. 2. Кривые фазового равновесия для систем «CH4-H2O ↔
гидрат CH4» pemh(T), «CO2-H2O↔ гидрат CO2» pecdh(T),
а также «жидкий ↔ газообразный CO2» pecd(T). Зеле-
ным выделена область, в которой одновременно CO2
находится в газообразном состоянии и возможно обра-
зование гидрата CO2
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Для рассматриваемой постановки задачи в системе мо-
гут присутствовать следующие фазы (компоненты):

• газ g (может содержать метан (m) и углекислый
газ (cd));

• вода w;

• гидрат метана hm (содержит воду (w) и
метан (m));

• гидрат углекислого газа hcd (содержит воду (w) и
углекислый газ (cd));

• скелет пористой среды sk.

Расчетные соотношения для рассматриваемой системы
могут быть получены на основе методов и уравнений
механики многофазных сред и теплофизики [14].
В одномерной радиальной постановке уравнение рас-
чета давления принимает вид [13, 15, 16]:

Sg

zgρgRgT
∂p
∂t

= Sg

(
1
zg

∂zg

∂t
+ 1

Rg

∂Rg

∂t
+ 1
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∂T
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(
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+
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1
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∂
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rρg

krg

µg
k
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)
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∂
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(
rkrwk

∂p
∂r

)]
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(1)

Здесь t — время, с; r — радиальная координата, м; p —
давление, Па; T — температура, К; ϕ — пористость;
Sj (j = g, w, hm, hcd) — насыщенность пористой среды
j-ой фазой; ρj (j = g, w, hm, hcd) — плотность j-ой фа-
зы, кг/м3; krg и krw — относительные фазовые прони-
цаемости для газа и воды, соответственно; µg и µw —ди-
намические вязкости газа и воды, соответственно, Па·с;
k — абсолютная проницаемость пористой среды, м2;

zg — коэффициент сжимаемости газовой фазы; Rg =
R/Mg — удельная газовая «постоянная», этот параметр
может изменяться в зависимости от состава газовой
фазы, Дж/(кг·К); R — универсальная газовая постоян-
ная, Дж/(моль·К); Mg — молярная масса газовой фа-
зы, кг/моль.

Уравнение для нахождения температуры в одно-
мерной радиальной постановке можно записать в сле-
дующем виде [13, 15, 16]:
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(2)

Здесь ρc — объёмная теплоёмкость насыщенной пори-
стой среды, Дж/(м3·К); cj (j = g, w, hm, hcd) — изобарная
удельная теплоёмкость j-ой фазы, Дж/(кг·К); λ— коэф-
фициент теплопроводности насыщенной пористой сре-
ды, Вт/(м·К); λj (j = g, w, hm, hcd) — коэффициент теп-
лопроводности j-ой фазы, Вт/(м·К); εj (j = g, w) — ко-
эффициент Джоуля–Томсона для j-ой фазы, К/Па; Tcr и
pcr —критические температура и давление смеси газов;
ηg — коэффициент адиабатического охлаждения для
газовой фазы, К/Па; Lhm и Lhcd — удельная теплота об-
разования/разложения гидратов метана и углекислого
газа, соответственно, Дж/кг.

В одномерной радиальной постановке можно за-
писать уравнение для расчета массовой доли метана в

газовой фазе ωg(m):

ϕ
∂

∂t

(
ωg(m)ρgSg

)
=

= 1
r

∂

∂r

(
rωg(m)ρg

krg

µg
k

∂p
∂r

)
−ωhm(m)ρhmϕ

∂Shm
∂t

.
(3)

Далее можно рассчитать массовую долю углекисло-
го газа в газовой фазе ωg(cd):

ωg(cd) = 1 −ωg(m). (4)

Уравнение для расчета водонасыщенности в одно-
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мерной радиальной постановке имеет следующий вид:

ρwϕ
∂Sw

∂t
= ρw

µw

1
r

∂

∂r

(
rkrwk

∂p
∂r

)
−

− ϕ
(
ωhm(w)ρhm

∂Shm
∂t

+ωhcd(w)ρhcd
∂Shcd

∂t

)
.

(5)

Для расчета газонасыщенности используется сле-
дующее выражение:

Sg = 1 − Sw − Shm − Shcd. (6)

Начальные и граничные условия для рассматрива-
емой задачи имеют следующий вид:

t = 0, rw⩽r⩽R :

p = p0, T = T0, Sg = Sg0, Shm = 1 − Sg0, ωg(m) = 1;

t > 0, r = rw :

p = pinj, T = Tinj, Sg = 1, ωg(cd) = 1;

t > 0, r = R :

∂p
∂r

= 0,
∂T
∂r

= 0,
∂Sj=g,w,hm,hcd

∂r
= 0,

∂ωg(m)
∂r

= 0,
∂ωg(cd)

∂r
= 0.

Далее в разделе с алгоритмом подробно распи-
сан порядок расчетов, дискретные аналоги уравне-
ний (1), (2), (3) и (5), а также методика расчета насы-
щенностей гидратами метана и углекислого газа. Осо-
бенностью предложенной модели является отсутствие
явных уравнений для нахождения гидратонасыщенно-
стей, поэтому разработана итерационная процедура
для их вычисления с использованием условия равно-
весности фазового перехода.

3. Алгоритм решения и дискретные
аналоги уравнений
На рис. 3 представлена блок-схема алгоритма реше-

ния вышеописанной системы уравнений математиче-
ской модели. Для решения системы уравнений исполь-
зуется метод простой итерации. При этом параметры,

Рис. 3. Блок-схема алгоритма решения системы уравнений математической модели
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которые рассчитаны на более ранних шагах алгоритма,
используются в расчетах параметров на более поздних
шагах. Например, давление, рассчитанное на шаге 2,
используется в шагах 3–4 и 6–8.

Уравнения для расчета давления (1), температу-
ры (2) и массовой доли метана в газовой фазе (3) реша-
ются по неявной схеме методом прогонки. Водонасы-
щенность рассчитывается явно из уравнения (5) (IMPES-
метод), также явно рассчитываются массовая доля угле-
кислого газа в газовой фазе (4) и газонасыщенность (6).
Насыщенности гидратами метана и углекислого газа
рассчитываются с использованием условия равновесно-
сти фазового перехода, подробный алгоритм их расчета
представлен далее.

Далее нижний индекс i будет относиться к пара-
метрам в i-ом узле пространственной сетки; верхни-
ми индексами old, iter, new отмечены параметры для
предыдущего шага по времени, итерационные и для
нового шага по времени, соответственно.

1. Расчет давления. Построим дискретный аналог
уравнения (1), для удобства вывода введем допол-
нительные коэффициенты:

K1 =
(
Sg
)iter

i(
zg
)iter

i

(
ρg
)iter

i

(
Rg
)iter

i Titer
i ∆t

,

K2 =
(
Sg
)iter

i
∆t

×

×
(

3 −
(
zg
)old

i(
zg
)iter

i

−
(

Rg
)old

i(
Rg
)iter

i

−
Told

i
Titer

i

)
+

+ (Shm)iter
i − (Shm)old

i
∆t

×

×
(

1 −ωhm(m)
ρhm(
ρg
)iter

i

−ωhm(w)
ρhm
ρw

)
+

+ (Shcd)iter
i − (Shcd)old

i
∆t

×

×
(

1 −ωhcd(cd)
ρhcd(
ρg
)iter

i

−ωhcd(w)
ρhcd
ρw

)
,

K3 = 1

ϕi
(
ρg
)iter

i ri

1
ri+0.5 − ri−0.5

,

K4 = ri+0.5
(
ρg
)iter

i+0.5

(
krg
)iter

i+0.5(
µg
)iter

i+0.5

kiter
i+0.5

1
ri+1 − ri

,

K5 = ri−0.5
(
ρg
)iter

i−0.5

(
krg
)iter

i−0.5(
µg
)iter

i−0.5

kiter
i−0.5

1
ri − ri−1

,

K6 = 1
ϕiµwri

1
ri+0.5 − ri−0.5

,

K7 = ri+0.5 (krw)iter
i+0.5 kiter

i+0.5
1

ri+1 − ri
,

K8 = ri−0.5 (krw)iter
i−0.5 kiter

i−0.5
1

ri − ri−1
.

С вышеприведенными коэффициентами дискрет-
ный аналог уравнения (1) можно записать в виде:

K1
(

pnew
i − pold

i

)
= K2 +

+ K3
[
K4
(

pnew
i+1 − pnew

i
)

−K5
(

pnew
i − pnew

i−1
)]

+
+ K6

[
K7
(

pnew
i+1 − pnew

i
)

−K8
(

pnew
i − pnew

i−1
)]

.

Тогда коэффициенты для метода прогонки:

A = −K3·K5−K6·K8,
B = K1+K3· (K4+K5) +K6· (K7+K8) ,

C = −K3·K4−K6·K7,

F = K1·pold
i +K2.

Значения координаты r, плотности газа ρg и дина-
мической вязкости газа µg в промежуточных узлах
расчетной сетки (i + 0.5) и (i − 0.5) рассчитывают-
ся как среднее арифметическое:

ri+0.5 = (ri + ri+1) /2,

ri−0.5 = (ri−1 + ri) /2,(
ρg
)iter

i+0.5 =
((
ρg
)iter

i +
(
ρg
)iter

i+1

)
/2,(

ρg
)iter

i−0.5 =
((
ρg
)iter

i−1 +
(
ρg
)iter

i

)
/2,(

µg
)iter

i+0.5 =
((
µg
)iter

i +
(
µg
)iter

i+1

)
/2,(

µg
)iter

i−0.5 =
((
µg
)iter

i−1 +
(
µg
)iter

i

)
/2.

Значения проницаемости пористой среды k в про-
межуточных узлах рассчитываются как среднее
гармоническое:

kiter
i+0.5 =

2·kiter
i+1·kiter

i

kiter
i+1 + kiter

i
, kiter

i−0.5 =
2·kiter

i ·kiter
i−1

kiter
i + kiter

i−1
.

Значения относительной фазовой проницаемо-
сти для газа krg и воды krw в промежуточных узлах
определяются «вверх по потоку»:

piter
i+1 − piter

i
ri+1 − ri

> 0 :(
krg
)iter

i+0.5 =
(
krg
)iter

i+1 , (krw)iter
i+0.5 = (krw)iter

i+1 ;

piter
i+1 − piter

i
ri+1 − ri

⩽0 :(
krg
)iter

i+0.5 =
(
krg
)iter

i , (krw)iter
i+0.5 = (krw)iter

i ;

piter
i − piter

i−1
ri − ri−1

> 0 :(
krg
)iter

i−0.5 =
(
krg
)iter

i , (krw)iter
i−0.5 = (krw)iter

i ;

piter
i − piter

i−1
ri − ri−1

⩽0 :(
krg
)iter

i−0.5 =
(
krg
)iter

i−1 , (krw)iter
i−0.5 = (krw)iter

i−1 .
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2. Расчет температуры. Построим дискретный ана-
лог уравнения (2), для удобства вывода введем до-
полнительные коэффициенты (при этомиспользу-
ется уже рассчитанное распределение давления):

K1 = 1
ri

1
ri+0.5 − ri−0.5

,

K2 =
pnew

i+1 − pnew
i−1

ri+1 − ri−1
,

K3 =
(
ρg
)iter

i

(
cg
)iter

i

(
krg
)iter

i(
µg
)iter

i

,

K4 = ρwcw
(krw)iter

i
µw

,

K5 = ϕi
∆t

×

×
[(
ρg
)iter

i

(
cg
)iter

i

(
ηg
)iter

i

(
Sg
)iter

i

(
pnew

i − pold
i

)
+

+ ρhmLhm

(
(Shm)iter

i − (Shm)old
i

)
+

+ ρhcdLhcd

(
(Shcd)iter

i − (Shcd)old
i

)]
.

С вышеприведенными коэффициентами дискрет-
ный аналог уравнения (2) можно записать в виде:

(ρc)iter
i

Tnew
i − Told

i
∆t

=

= K1
(

ri+0.5λ
iter
i+0.5

Tnew
i+1 − Tnew

i
ri+1 − ri

−

− ri−0.5λ
iter
i−0.5

Tnew
i − Tnew

i−1
ri − ri−1

)
+

+ kiter
i K2

(
K3
(Tnew

i+1 − Tnew
i−1

ri+1 − ri−1
+
(
εg
)iter

i K2
)

+

+ K4
(Tnew

i+1 − Tnew
i−1

ri+1 − ri−1
+ εwK2

))
+K5.

Тогда коэффициенты для метода прогонки
следующие:

A=−K1
ri−0.5λ

iter
i−0.5

ri − ri−1
+ kiter

i
K2

ri+1 − ri−1
(K3+K4) ,

B= (ρc)iter
i

∆t
+K1·

(
ri+0.5λ

iter
i+0.5

ri+1 − ri
+

ri−0.5λ
iter
i−0.5

ri − ri−1

)
,

C=−K1
ri+0.5λ

iter
i+0.5

ri+1 − ri
− kiter

i
K2

ri+1 − ri−1
(K3+K4) ,

F = (ρc)iter
i

∆t
Told

i +

+ kiter
i (K2)2

(
K3
(
εg
)iter

i +K4εw
)

+K5.

Значения теплопроводности λ в промежуточных
узлах расчетной сетки (i + 0.5) и (i − 0.5) рассчи-
тываются как среднее гармоническое:

λ
iter
i+0.5 =

2·λiter
i+1·λiter

i

λiter
i+1 + λiter

i
, λiter

i−0.5 =
2·λiter

i ·λiter
i−1

λiter
i + λiter

i−1
.

Значение проницаемости пористой среды kмежду
(i − 1) и (i + 1) узлами расчетной сетки рассчиты-
вается как среднее гармоническое:

kiter
i =

2·kiter
i+1·kiter

i−1

kiter
i+1 + kiter

i−1
.

Значения относительной фазовой проницаемости
для газа krg и воды krw при расчете потока между
(i − 1) и (i + 1) узлами расчетной сетки определя-
ются «вверх по потоку»:

pnew
i+1 − pnew

i−1
ri+1 − ri−1

> 0 :(
krg
)iter

i =
(
krg
)iter

i+1 , (krw)iter
i = (krw)iter

i+1 ;

pnew
i+1 − pnew

i−1
ri+1 − ri−1

⩽0 :(
krg
)iter

i =
(
krg
)iter

i−1 , (krw)iter
i = (krw)iter

i−1 .

Остальные параметры при расчете потока меж-
ду (i − 1) и (i + 1) узлами расчетной сетки
берутся непосредственно в узле i, а именно:(
ρg
)iter

i ,
(
cg
)iter

i ,
(
µg
)iter

i ,
(
εg
)iter

i .

3. Расчет массовой доли метана в газо-
вой фазе. Построим дискретный аналог
уравнения (3), для удобства вывода введем
дополнительные коэффициенты:

K1 = 1
ri

1
ri+0.5 − ri−0.5

,

K2= ri+0.5
(
ρg
)iter

i+0.5

(
krg
)iter

i+0.5(
µg
)iter

i+0.5

kiter
i+0.5

pnew
i+1−pnew

i
ri+1 − ri

,

K3= ri−0.5
(
ρg
)iter

i−0.5

(
krg
)iter

i−0.5(
µg
)iter

i−0.5

kiter
i−0.5

pnew
i −pnew

i−1
ri − ri−1

,

K4 = −ωhm(m)ρhmϕi
(Shm)iter

i − (Shm)old
i

∆t
.

Значения в промежуточных узлах расчетной сетки
(i + 0.5) и (i − 0.5) рассчитываются так, как приве-
дено выше для расчета давления. С данными ко-
эффициентами дискретный аналог уравнения (3)
можно записать в виде:

ϕi

(
ωg(m)

)new

i

(
ρg
)iter

i

(
Sg
)iter

i

∆t
−

− ϕi

(
ωg(m)

)old

i

(
ρg
)old

i

(
Sg
)old

i

∆t
=

=K1
(
K2
(
ωg(m)

)new

i+0.5
−K3

(
ωg(m)

)new

i−0.5

)
+K4.

При решении вышеприведенного уравнения зна-
чения для массовой доли метана в газовой фазе
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ωg(m) в промежуточных узлах (i + 0.5) и (i − 0.5)
определяются «вверх по потоку»:

pnew
i+1 − pnew

i
ri+1 − ri

> 0 :
(
ωg(m)

)new

i+0.5
=
(
ωg(m)

)new

i+1
;

pnew
i+1 − pnew

i
ri+1 − ri

> 0 :
(
ωg(m)

)new

i+0.5
=
(
ωg(m)

)new

i
;

pnew
i − pnew

i−1
ri − ri−1

> 0 :
(
ωg(m)

)new

i−0.5
=
(
ωg(m)

)new

i
;

pnew
i − pnew

i−1
ri − ri−1

⩽0 :
(
ωg(m)

)new

i−0.5
=
(
ωg(m)

)new

i−1
.

Соответственно, коэффициенты для метода про-
гонки определяются следующим образом:

1) A := 0, B := 0, C := 0, F := 0.

2) Если
pnew

i − pnew
i−1

ri − ri−1
> 0, то B := K1·K3, иначе

, A := K1·K3.

3) Если
pnew

i+1 − pnew
i

ri+1 − ri
> 0, то C := −K1·K2, ина-

че B := B−K1·K2.
4) B := B+ ϕi

(
ρg
)iter

i

(
Sg
)iter

i /∆t.

5) F := ϕi

(
ωg(m)

)old

i

(
ρg
)old

i

(
Sg
)old

i /∆t + K4.
Здесь символ «:=» означает «присвоить», то
есть заменяет предыдущее значение пере-
менной, стоящей в левой части, на новое, ко-
торое находится в правой части.

4. Расчет массовой доли углекислого газа в газо-
вой фазе (

ωg(cd)

)new

i
= 1 −

(
ωg(m)

)new

i
.

5. Расчет насыщенности гидратом метана. Для
каждой точки пространственной сетки значение
насыщенности гидратом метана рассчитывается
по следующему алгоритму:

1) Вычисляются парциальные давления метана
(pm)new

i и углекислого газа (pcd)new
i в газовой

фазе:

(pm)new
i =

(
χg(m)

)new

i
pnew

i ,

(pcd)new
i =

(
χg(cd)

)new

i
pnew

i ,

(
χg(m)

)new

i
=

(
ωg(m)

)new

i
M(m)

(
Mg
)new

i ,

(
χg(cd)

)new

i
=

(
ωg(cd)

)new

i
M(cd)

(
Mg
)new

i ,

(
Mg
)new

i =


(
ωg(m)

)new

i
M(m)

+

(
ωg(cd)

)new

i
M(cd)


−1

,

где χg(m) и χg(cd)—мольная доляметанаи угле-
кислого газа в газовой смеси; Mg —молярная
масса газовой смеси, кг/моль; M(m) и M(cd) —
молярные массы метана и диоксида углеро-
да, кг/моль.

2) С помощью эмпирических соотношений
из [17] вычисляются равновесные парамет-
ры для гидрата метана: равновесная тем-
пература для парциального давления мета-
на (Temh)new

i = Temh
(
(pm)new

i
)
и равновес-

ное давление для пластовой температуры
(pemh)new

i = pemh
(
Tnew

i
)
.

3) Вычисляется сумма парциального давления
углекислого газа и равновесного давления
для гидрата метана. Таким образом мы нахо-
дим пластовое давление, при котором гидрат
метана будет в состоянии фазового равнове-
сия для текущего количества углекислого газа
в газовой смеси:(

peqnew

)new
i = (pcd)new

i + (pemh)new
i .

4) Если термодинамические условия допускают
разложение гидрата метана, то есть парци-
альное давление метана меньше равновесно-
го давления для гидрата метана (pm)new

i <
(pemh)new

i , и гидрат метана есть, то есть
(Shm)iter

i > 0, то переходим к пункту 5, ина-
че — к пункту 7.

5) Рассчитывается, какое количество гидрата
метана может разложиться при понижении
пластовой температуры до (Temh)new

i и при по-
вышении пластового давления до

(
peqnew

)new
i :

∆ST =
(
Tnew

i − (Temh)new
i
) (ρc)iter

i
ϕiρhmLhm

,

∆Sp=

(
pnew

i −
(

peqnew

)new
i

)(
Sg
)iter

i

pnew
i

(
1−ωhm(m)

ρhm

(ρg)new
i

−ωhm(w)
ρhm
ρw

) .

6) Определяем количество гидрата, которое мо-
жет разложиться для текущей итерации, да-
лее находим гидратонасыщенность для но-
вой итерации:

∆S = min
(

(Shm)iter
i , ∆ST , ∆Sp

)
,

(Shm)new
i = (Shm)iter

i − ∆S.

Переходим к пункту 11.
7) Если термодинамические условия допускают
образование гидрата метана, то есть парци-
альное давление метана выше равновесно-
го давления для гидрата метана (pm)new

i >
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(pemh)new
i , и присутствуют гидратообразова-

тели, а именно, вода (Sw)iter
i > 0 и метан

(pm)new
i > 0, то переходим к пункту 8, ина-

че — к пункту 10.

8) Рассчитывается, какое количество гидрата
метана может образоваться при повышении
пластовой температуры до (Temh)new

i и при по-
нижении пластового давления до

(
peqnew

)new
i :

∆ST =
(
(Temh)new

i − Tnew
i
) (ρc)iter

i
ϕiρhmLhm

,

∆Sp =

((
peqnew

)new
i −pnew

i

) (
Sg
)iter

i

pnew
i

(
1−ωhm(m)

ρhm

(ρg)new
i

−ωhm(w)
ρhm
ρw

) ,

∆Sw = (Sw)iter
i(

ωhm(w)
ρhm
ρw

) .

9) Определяем количество гидрата, которое мо-
жет образоваться для текущейитерации, ина-
ходим гидратонасыщенность для новой ите-
рации:

∆S = min
(

∆ST , ∆Sp, ∆Sw
)

,

(Shm)new
i = (Shm)iter

i + ∆S.

Переходим к пункту 11.

10) Насыщенность гидратом метана не изменя-
ется на данной итерации (Shm)new

i = (Shm)iter
i .

11) Расчет насыщенности гидратом метана за-
вершен.

6. Расчет насыщенности гидратом углекислого
газа. Алгоритм расчета насыщенности гидратом
углекислого газа аналогичен алгоритму расчета
насыщенности гидратом метана (пункт 6).

7. Расчет водонасыщенности. Построим дискрет-
ный аналог уравнения (5):

(Sw)new
i = (Sw)old

i + 1
ϕiµwri

∆t
ri+0.5 − ri−0.5

×

×
(

ri+0.5 (krw)iter
i+0.5 kiter

i+0.5
piter

i+1 − piter
i

ri+1 − ri
−

− ri−0.5 (krw)iter
i−0.5 kiter

i−0.5
piter

i − piter
i−1

ri − ri−1

)
−

− 1
ρw

[
ωhm(w)ρhm

(
(Shm)new

i − (Shm)old
i

)
+

+ ωhcd(w)ρhcd

(
(Shcd)new

i − (Shcd)old
i

)]
.

Значения параметров в промежуточных узлах рас-

четной сетки рассчитываются таким же образом,
как и при расчете давления.

8. Расчет газонасыщенности(
Sg
)new

i = 1 − (Sw)new
i − (Shm)new

i − (Shcd)new
i .

На основе представленной методики численной
реализации математической модели была разра-
ботана вычислительная программа и проведены
расчеты. На рис. 4 представлены распределения
давления, температуры, массовых долей метана
и диоксида углерода в газовой фазе, а также на-
сыщенностей пористой среды водой и гидратами
СН4 и СО2. Расчеты проводились при следую-
щих значениях параметров [3,18–21]: ∆t = 60 с;
rw = 0,1 м; R = 100 м; ∆r = 0,005 м; p0 = 3 МПа;
pinj = 4 МПа; T0 = 1 ◦C; Tinj = 7 ◦C; k0 = 10−15 м2;
ϕ = 0, 2; Sg0 = 0,8; ρsk = 2000 кг/м3; ρw = 1000 кг/м3;
ρhm = 900 кг/м3; ρhcd = 1100 кг/м3; csk = 1000 Дж/кг·К;
cw = 4200 Дж/кг·К; chm = 2000 Дж/кг·К;
chcd = 2000 Дж/кг·К; λsk = 1,5 Вт/м·К;
λw = 0,6 Вт/м·К; λhm = 0,5 Вт/м·К; λhcd = 0,5 Вт/м·К;
Lhm = 4,5 · 105 Дж/кг; Lhcd = 3,5 · 105 Дж/кг;
ωhm(m) = 0,12; ωhcd(cd) = 0,28; µw = 1,5 · 10−3 Па·с;
µg(m) = 1 · 10−5 Па·с; µg(cd) = 1,5 · 10−5 Па·с.

Из данных, представленных на рис. 4, видно, что
при принятых в работе значениях параметров в пласте
можно выделить три зоны: в первой зоне пласта, при-
мыкающей к границе нагнетания углекислого газа, по-
ры насыщены углекислым газом и его гидратом; далее
(по координате r) в порах пласта присутствуют газовая
фаза, вода и газогидрат; в третьей зоне поровый объем
занят метаном и его гидратом. Таким образом, имеет
место замещение в газогидрате метана углекислым га-
зом и предложенная в работе математическая модель
адекватно описывает изучаемый процесс. Стоит отме-
тить, что размеры второй зоны, в которой присутствует
вода в свободном состоянии, пренебрежимо малы (в
расчетах протяженность составила величину порядка
1 см), поэтому можно констатировать фронтальный ре-
жим процесса замещения CO2–CH4 в газогидрате. Так-
же незначительный размер второй зоны позволяет не
учитывать в математической модели растворимость
углекислого газа в воде.

Построенное распределение массовых содержаний
CO2 и CH4 в газовой фазе (рис. 4) указывает на то, что
на некотором участке пласта имеет место совместная
фильтрация углекислого газа и метана. Эти расчеты от-
личаются от данных, представленных в работах [9,22],
в которых принят фронтальный режим вытеснения ме-
тана углекислым газом. Построенное распределение
температуры свидетельствует об экзотермическом ха-
рактере процесса замещения метана двуокисью угле-
рода в метаногидрате, что отмечается и в других рабо-
тах [22, 23].
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Рис. 4. Распределения по координате r давления p, температуры T, массовых долей метана ωg(m) и углекислого газа ωg(cd) в газовой
фазе, насыщенностей пористой среды водой Sw, гидратом метана Shm и гидратом углекислого газа Shcd. Время закачки
углекислого газа в пористый пласт t = 10 сут.

4. Заключение
В работе выполнена постановка задачи о закачке

углекислого газа в пористый пласт, заполненный в на-
чальном состоянии метаном и его гидратом. Представ-
лена математическая модель неизотермической филь-
трации газа и воды с учетом образования/разложения
гидратов метана и углекислого газа, построен алгоритм
решения уравнений представленной математической
модели. Для одномерного плоскорадиального случая
получены распределения давления, температуры, мас-
совых долей метана и диоксида углерода, насыщенно-
стей гидратов метана и диоксида углерода, а также во-
донасыщенности в пористом пласте. Расчетным путем
показано, что процесс замещения метана двуокисью
углерода в метаногидрате для принятых расчетных па-
раметров фактически происходит на фронтальной гра-
нице; протяженность зоны, в которой присутствуют
вода в свободном состоянии, пренебрежимо мала. В
области вблизи фронта замещения CO2–CH4 в газогид-
рате температура превышает исходную пластовую тем-
пературу, что вызвано экзотермическим характером
процесса замещения.
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Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа
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Рассматривается одна из 11 известных моделей трехмерного движения газа, скорости частиц которого линейно зависят от про-
странственных координат. Модель состоит из двух матричных дифференциальных уравнений первого порядка, двух векторных
дифференциальных уравнений первого порядка, уравнения состояния газа и функции плотности. Для данной модели найдено точное
решение с антидиагональной матрицы линейности. Показано, что для специальных начальных данных решение имеет вид решения с
однородной деформацией (когда эйлеровые переменные линейно зависят от лагранжевых переменных). Определены все компоненты
вектора скорости и функция плотности. Записаны уравнения мировых линии движения частиц газа, по ним построены траектории
движения частиц. Исследовано движение выделенного объема частиц газа.

Ключевые слова: линейное поле скоростей, однородная деформация, газовая динамика, точное решение

Deformation of a gas ball into a needle or disk
Yu.V. Yulmukhametova
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia,
Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia
E-mail: tarasova_yulya@mail.ru

One model of gas motion is considered, the particle velocities of which linearly depend on spatial coordinates. The model consists of two
first-order matrix differential equations, two first-order vector differential equations, a gas equation of state and a density function. An exact
solution for the antidiagonal linearity matrix has been found for this model. All components of the velocity vector have been determined. The
equations of the world lines of motion of gas particles are written down. The motion of the isolated volume of gas particles is investigated.

Keywords: linear velocity field, uniform deformation, gas dynamics, exact solution

1. Введение
Газовая динамика частиц, скорости которых явля-

ются линейными функциями от пространственных ко-
ординат, тесно связана с теорией эллипсоидальных фи-
гур равновесия. Интерес к данной области обуславли-
вается ее значением для космогонии и астрофизики,
в частности, важностью ее выводов для теории устой-
чивости фигур небесных тел. Первые исследования в
этой области берут начало в работах Ньютона, который
длительный период изучал статистические состояния
фигур равновесия. Далее Маклорен, Якоби, Лиувилль и
многие другие [1]. В 1861 г. Риман в статье [2] показал,
что при условии линейной зависимости поля скоростей
от координат наиболее общий тип движения, совмести-
мый с условием сохранения эллипсоидальной формы
фигуры равновесия, представляет собой суперпозицию
равномерного вращения и внутренних движений с рав-
номерно распределенной завихренностью жидкости.

Именно после Римана получила развитие математи-
ческая теория нахождения и исследования решений в
виде линейного поля скоростей. Современный обзор
наиболее значимых результатов по динамике жидких и
газовых эллипсоидов дан в работе [3], который связан,
главным образом, с выводом различных форм уравне-
ний движения и исследованием качественных свойств
динамики эллипсоидальных фигур.

2. Постановка задачи
Рассматриваются уравнения идеальной газовой

динамики [4]:

u⃗t + (u⃗ · ∇)u⃗ + ρ−1∇p = 0,

ρt + (u⃗ · ∇)ρ+ ρ∇ · u⃗ = 0,

St + (u⃗ · ∇)S = 0 или

pt + (u⃗ · ∇)p + ρa2∇ · u⃗ = 0,

(1)

http://mfs.uimech.org/mfs2024.2.009
http://mfs.uimech.org/mfs2024.2.009
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где t, x⃗ = (x, y, z) — независимые переменные;
∇ = (∂x, ∂y, ∂z) — оператор градиента; u⃗ = (u, v, w) —
скорость; p — давление; ρ — плотность; S — энтро-
пия; уравнение состояние p = f (ρ, S) замыкает си-
стему (1); a2 = fρ — квадрат скорости звука. Если из
уравнения состояния выразить энтропию S = g(ρ, p),
то a2(p, ρ) = fρ(ρ, g(p, ρ)).

Решение уравнений газовой динамики с линейным
полем скоростей имеет вид:

u⃗ = A(t)x⃗ + u⃗0(t), (2)

где A(t) — линейный оператор 3 × 3; u⃗0 — трехмерный
вектор. Если u⃗0 = 0, то (2) задает решение с однородной
деформацией. Одно из таких решений было найдено и
исследовано в [5]. Если u⃗0 ̸= 0, то (2) является решением
с неоднородной деформацией. Такие точные решения
найдены и изучены в [6–9].

При классификации моделей c уравнениями газо-
вой динамики с линейным полем скоростей и произ-
вольным уравнением состояния было получено 11 мо-
делей [10], каждая из которых представляет собой си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений
высокого порядка (24-го и выше). Есть случаи интегри-
руемых систем [11]. В каждом из 11 случаев можно най-
ти точные решения. Существует несколько подходов
к поиску этих решений. Один из них заключается в
выборе конкретной модели с линейным полем скоро-
стей и конкретного вида матрицы линейности A, как
это было сделано в работе [9]. Конечно же, выбор мат-
рицы должен быть обоснован некоторыми физически-
ми свойствами газа, но на данном этапе исследований
это требование опустим.

3. Поиск точного решения
Рассмотрим МОДЕЛЬ 4 из [10], которая состоит

из следующих уравнений:

S′ + 2SA = (1 − γ)S trA, A′ + A2 = S, S = ST ,

v⃗′ + AT v⃗ + Su⃗0 = (1 − γ)⃗v trA, u⃗′
0 + Au⃗0 = v⃗;

уравнение состояния имеет вид:

p = H
ργ − 1
γ

+ χ (ρg(S)) ;

функция плотности такова:

ρ = ρ0e−
∫
trAdt|I1 + (γ− 1)I|1/(γ−1);

где
I = Je−

∫
a0dt − 2

∫
u⃗0 · v⃗e−

∫
a0dtdt;

J = x⃗ · Sx⃗ + 2⃗v · x⃗, a0(t) = (1 − γ)trA;

ρ0, I1, H, γ — произвольные постоянные; χ, g —
произвольные функции.

Заметим, что в уравнении состояния при
γ→ 0 получим

p = H ln ρ+ χ(ρg(S)).

Будем искать точное решение с матрицей линей-
ности антидиагонального вида:

A =

 0 0 a13(t)
0 a22(t) 0

a31(t) 0 0

 .

Для такой матрицы A матрица S:

S =

 a13a31 0 a′
13

0 a′
22 + a2

22 0
a′

31 0 a13a31

 .

Тогда система из МОДЕЛИ 4 для элементов матри-
цы A примет вид:

3a′
13a31 + a13a′

31 = (1 − γ)a22a13a31,

a′′
13 + 2a2

13a31 = (1 − γ)a22a′
13,

a′′
22 + 4a22a′

22 + 2a3
22 = (1 − γ)a22(a′

22 + a2
22),

a′′
31 + 2a2

31a13 = (1 − γ)a22a′
31,

3a′
31a13 + a31a′

13 = (1 − γ)a22a13a31.

(3)

Решение уравнений будем искать в виде:

a13 = c13tα, a31 = c31tβ, a22 = c22tδ, (4)

где c13, c31, c22, α, β, δ— постоянные.
После подстановки решения (4) в систему (3)

получим равенства:

δ = α = β = −1, c13c31 = 1, c22 = ±1.

Для определенности положим, что

c13 = c31 = 1, c22 = 1 ⇒ γ = 5.

Таким образом, матрицы A и S имеют вид:

A = 1
t

 0 0 −1
0 1 0

−1 0 0

 , S = 1
t2

 1 0 1
0 0 0
1 0 1

 .

Запишем дифференциальное уравнение для
вектора u⃗0(t):

u⃗′′
0 + 2A′u⃗0 + 2Au⃗′

0 + 2A2u⃗0 = (1 − γ) trA(u⃗′
0 + Au⃗0).

После подстановки матрицы A и постоянной γ рас-
пишем равенство покоординатно:

u′′
01 + 4

t
u′

01 − 2
t

u′
03 + 2

t2 u01 − 2
t2 u03 = 0,

u′′
02 + 6

t
u′

02 + 4
t2 u02 = 0,

u′′
03 + 4

t
u′

03 − 2
t

u′
01 + 2

t2 u03 − 2
t2 u01 = 0,

(5)

Уравнениедля u02 является уравнениемЭйлера.По-
сле замены t = ex оно станет линейным однородным
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уравнением с постоянными коэффициентами, решение
которого имеет вид:

u02 = c1

t
+ c2

t4 ,

где c1, c2 — постоянные.
Из уравнения для u01 вычтем уравнение для u03

(u01 − u03)′′ + 6
t
(u01 − u03)′ + 4

t
(u01 − u03) = 0.

Получим уравнение Эйлера, решение которого
имеет вид:

u01 − u03 = c3

t
+ c4

t4 ,

где c3, c4 — постоянные.
Из последнего равенства выразим u01 и под-

ставим в первое уравнение системы (5). Получим
уравнение для u03

u′′
03 + 2

t
u′

03 + 6
t2 c4 = 0,

решение которого имеет вид:

u03 = −6c4 ln |t| − p0

t
,

где p0 — постоянная.
Следовательно,

u01 = −6c4 ln |t| − p0

t
+ c3

t
+ c4

t4 .

Таким образом, вектор скорости (2) имеет вид:

u = − z
t

− 6c4 ln |t| − p0

t
+ c3

t
+ c4

t4 ,

v = y
t

+ c1

t
+ c2

t4 ,

w = − x
t

− 6c4 ln |t| − p0

t
.

Заметим, что так как уравнения газовой динами-
ки допускают 11-ти параметрическую группу преоб-
разований, то некоторые константы в последних трех
формулах можно уточнить. Применяя галелеево преоб-
разование можно добиться p0 = c1 = c3 = 0:

u = − z
t

− 6c4 ln |t| − p0

t
+ c4

t4 ,

v = y
t

+ c2

t4 ,

w = − x
t

− 6c4 ln |t|.

(6)

4. Мировые линии
Положение частицы определяется ее скоростью и

зависит от времени и начального положения [12]:

dx⃗
dt

= u⃗(t, x⃗), x⃗(t0) = x⃗0, (7)

где t, x⃗0 — лагранжевы переменные; t, x⃗ — эйлеровы
переменные. Связь между эйлеровыми и лагранжевы-
ми переменными дается соотношением x⃗ = x⃗(t, x⃗0) как
решение задачи (7).

Распишем (7) покоординатно, учитывая (6):

dx
dt

= − z
t

− 6c4 ln |t| − c4

t4 ,

dy
dt

= y
t

+ c2

t4 ,

dz
dt

= − x
t

− 6c4 ln |t|.

Выбором начальных данных зададим c2 = c4 = 0.
Получим

dx
dt

= − z
t

,
dy
dt

= y
t

,
dz
dt

= − x
t

.

Система имеет следующее решение:

x = tNx + N
2t

, y = tNy, z = −tNx + N
2t

,

где N, Nx, Ny — постоянные.
Введем удобную систему координат

x + z → x, x − z → z.

Мировые линии движения частиц газа примут вид
(x0 = N, y0 = Ny, z0 = 2Nx):

x = x0

t
, y = ty0, z = tz0, (8)

где x⃗0 = (x0, y0, z0) — лагранжевы переменные.
При этом плотность задается формулой

ρ = ρ0

|t| |I1 + 4t2x2|1/4.

Якобиан перехода от эйлеровых к лагранжевым пе-
ременным равен

J =
∣∣∣∣ ∂x⃗
∂x⃗0

∣∣∣∣ = t.

Он обращается в ноль при t = 0. В этот момент времени
ранг матрица Якоби равен 1. Значит коллапс частиц
газа достигается в точке, причем эта точка бесконечно
удаленная на оси Ox, так как в этот момент времени
x = ∞, y = z = 0. При этом плотность в этой точке
обращается в бесконечность.

5. Движение выделенного объема
Построим движение выделенного объема сплош-

ной среды, движения частиц которой в пространстве
описываются уравнениями (8). Пусть в начальный мо-
мент времени t = 1 объем ограничен сферой радиуса 2
с центром в точке с координатами (4,4,4):

(x − 4)2 + (y − 4)2 + (z − 4)2 = 4.

Тогда в лагранжевых координатах уравнение сфе-
ры примет вид:

(x0 − 4)2 + (y0 − 4)2 + (z0 − 4)2 = 4.
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Рис. 1. Движение выделенного объема среды при t → 0 Рис. 2. Движение выделенного объема среды при t → ∞

Отсюда следует уравнение для поверхности
двигающегося объема:(

x − 4t−1)2

t−2 + (y − 4t)2

t2 + (z − 4t)2

t2 = 4. (9)

Построим движение объема при приближении ча-
стиц к моменту коллапса, т.е. при t → 0. Это допустимо,
так как полученное точное решение допускает инвер-
сию (x → −x, y → −y, z → −z).

Эта поверхность — симметричный эллипсоид с по-
луосями a = t−1, b = c = t. При t → 0 одна полуось
неограниченно увеличивается, а две другие полуоси
стремятся к нулю. Получаем, что любая сфера превра-
щается в иголку (рис. 1). При этом объем эллипсоида
равен V = abc = t, то есть объем со временем меняется
и стремится к нулю при t → 0.

При t → ∞ одна полуось эллипсоида стремится к
нулю, а две другие неограниченно увеличиваются. По-
лучаем, что любая сфера превращается в диск (рис. 2).

6. Заключение
Таким образом, найдено точное решение с одно-

родной деформацией с антидиагнональной матрицей
линейности. Записаны уравнения мировых линий дви-
жения частиц, по ним построены траектория движения
частиц газа. Выяснено, что t = 0 является моментом
коллапса частиц. Показано, что если выделить сфериче-
ский обьем, состоящий из некторого количества частиц
газа, то при движении к моменту коллапса этот объем

вытягивается в «иголку». А при движении объема от
момента коллапса к бесконечности этот объем прини-
мает форму почти плоского эллипсоида или диска. При
этом движущийся объем меняет свое значение. Данные
виды деформаций представлены графически.
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Моделирование термоконвекции в микропробирке при точечном
нагреве: подготовка вычислительной сетки и выбор методов

А.И. Исламов, К.Р. Набиуллина
Уфимский университет науки и технологий, Уфа

E-mail: nabiullina1998@gmail.com

В настоящей работе приводятся результаты подготовительного этапа моделирования процесса температурной конвекции в микропро-
бирках. Проведено построение конечно-объемной сетки конусообразной микропробирки для использования в рамках программного
пакета OpenFOAM. Проведены анализ и тестирование полученной сетки. Важным этапом настоящей работы является анализ встроенных
решателей из программного пакета OpenFOAM, а также выбор оптимального решателя для решения данной конкретной задачи. В
работе рассмотрены преимущества и недостатки двух стандартных решателей — buoyantBoussinesqPimpleFoam и buoyantPimpleFoam.
Показано, что достаточным для рассмотренной задачи является решатель buoyantBoussinesqPimpleFoam при условии выполнения
программы с использованием вычислений на основе библиотек OpenMPI, что позволяет значительно уменьшить время вычислительных
экспериментов. Таким образом, по результатам проведенного исследования подготовлена трехмерная модель микропробирки, прове-
дено ее тестирование и подобран встроенный решатель из программного пакета OpenFOAM. Использование полученных результатов
может оказать существенное влияние на последующие исследования в области температурной конвекции в микропробирках, а
следовательно, и в процессах оптимизации проведения полимеразной цепной реакции.
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This paper presents the results of the preparatory stage of modeling the process of thermal convection in microtubes. The finite-volume
mesh for a cone-shaped microtube for use within the OpenFOAM software package has been constructed. The obtained mesh was
analyzed and tested. An important stage of this work is the analysis of built-in solvers from the OpenFOAM software package, as well
as the selection of the optimal solver for solving this particular problem. The advantages and disadvantages of two standard solvers —
buoyantBoussinesqPimpleFoam and buoyantPimpleFoam - are considered. It is shown that buoyantBoussinesqPimpleFoam is sufficient
for the considered problem, provided that the program is executed using computations based on OpenMPI libraries, which allows to
significantly reduce the time of computational experiments. Thus, according to the results of the conducted research, a three-dimensional
model of the microtube was prepared, its testing was carried out and the built-in solver from the OpenFOAM software package was
selected. The use of the obtained results can have a significant impact on further research in the field of temperature convection in
microtubes, and consequently in the processes of optimization of PCR.
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1. Введение
Полимеразная цепная реакция (ПЦР) представляет

собой процесс контролируемого «молекулярного копи-
рования» определенного участка ДНК, позволяющий
нарабатывать (амплифицировать) сколь угодно боль-
шое число интересующих последовательностей ДНК [1].

Разработка метода ПЦР стала одним из важнейших

событий в молекулярной биологии последнего време-
ни [1]. Это достижение стимулировало расширение на-
учных исследований в этой области, а также расширило
возможности медицинской диагностики.

Метод ПЦР — это метод, который позволяет быст-
ро идентифицировать патогены, манипулировать экс-
прессией генов и диагностировать наследственные за-
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болевания и инфекции. Все это произвело революцию
в 1980-х годах, проложив путь к новой эре биологии и
медицины.

Клеппе и его коллеги ввели концепцию объедине-
ния праймеров и реакционных смесей [2,3], совершив
первые шаги в объяснении реакций, связанных с увели-
чением числа копий ДНК, а также принципов исполь-
зования праймеров и реакционных смесей. Они были
первыми, кто разработалметод экспоненциального уве-
личения количества копий исходного фрагмента ДНК
в 1971 году.

Первые упоминания полимеразной цепной реак-
ции можно обнаружить в работах нобелевского лауреа-
та Кэри Маллиса [4] в 1983 году. Цифровая ПЦР (цПЦР)
была упомянута в нескольких независимых работах в
1990 и 1991 годах, которые были посвящены изучению
ВИЧ [5]. В 1992 году цПЦР была описана более деталь-
но [6], но только в 1999 году она получила свое нынеш-
нее название в статье о мутациях в гене ras [7]. А вот
внедрения в лабораторные исследования данного вида
ПЦР так и не случилось, так как в 1992 году сотрудники
Калифорнийского института Roche Molecular Systems
разработали новую на тот момент ПЦР в реальном вре-
мени [8], которая требовала намного меньше трудоза-
трат нежели цПЦР.

Впервые понятие конвекционной ПЦР встречает-
ся в патенте США 2003 года [9]. Конвективная ПЦР
(Convective PCR) является новым методом, разработан-
ным для ускорения процесса ПЦР за счет использова-
ния конвекции. Этот метод позволяет значительно со-
кратить время амплификации ДНК и повысить эффек-
тивность реакции.

Концепция конвективной ПЦР основана на исполь-
зовании тепловой конвекции для ускорения циркуля-
ции реагентов в реакционной смеси. Это позволяет рав-
номерно распределять тепло и компоненты ПЦР по все-
му объему реакционной смеси, что способствует более
быстрой и эффективной амплификации ДНК. Исследо-
вания в области конвективной ПЦР продолжаются, и
этот метод может стать перспективным инструментом
для ускорения и улучшения процесса амплификации
ДНК в различных областях науки и медицины.

Метод ПЦР предложен в различных модифика-
циях, разработано несколько тест–систем, позволяю-
щих выявлять микроорганизмы и точковые мутации
с помощью ПЦР, описаны десятки применений [10].
Лабораторно-диагностическая практика последние де-
сять лет активно внедряет метод ПЦР в свои повседнев-
ные процедуры. Скорость, специфичность и чувстви-
тельность метода делают его высокоэффективным и
быстрым инструментом клинической диагностики.

При проведении конвекционной ПЦР температура
внутри реакционной смеси имеет тенденцию меняться
из-за градиента силы поверхностного натяжения, вы-
званного разницей температур, поэтому для описания
конвекционной ячейки используется ячейка Маранго-
ни. Это привело к разработкеметодаПЦР, в основе кото-
рого для амплификации использовались микропоточ-

ные устройства, а не пробирки. Недостатком данного
метода являются невысокая скорость протекания реак-
ции и плохая масштабируемость [11].

Микрофлюидика — технология, использующая на-
ноструктурированные устройства для манипулирова-
ния малыми объемами жидкости (обычно в масштабе
микролитров или нанолитров), — играет значительную
роль в усовершенствовании методов ПЦР. Технологии
микрочипов выгодны для методов ПЦР, поскольку они
в миниатюре могут значительно повысить скорость
нагрева и охлаждения реакционной смеси, главным
образом за счет значительного увеличения скорости.
Условия термического усиления обеспечиваются за счет
включения в микрочип реакционных камер с устрой-
ствами нагрева и охлаждения, которые затем наносятся
на микрочип для создания резонансных камер, настро-
енных на усиление звука [12].

ПЦР можно эффективно и результативно прово-
дить благодаря современным методам изготовления
микрочипов с реакционной камерой и высоким отно-
шением поверхности к объему. Классификация этих
микроустройств зависит от концепции и способа на-
грева реакционной смеси, а также от способов транс-
портировки смеси (стационарные и проточные реакци-
онные камеры). Каждый цикл амплификации в стаци-
онарных реакционных камерах включает изменение
температуры; для репликации обоих типов реакций
используются однокамерные [13] или мультикамерные
ПЦР-чипы [14]; температура в каждом цикле меняется
в течение каждого цикла амплификации.

Микрочипы с микрофлюидными камерами имеют
огромное значение в ПЦР, так как они предлагают ряд
преимуществ и улучшений в проведении этого метода
амплификации ДНК.

Одним из главных преимуществ микрочипов с мик-
рофлюидными камерами в ПЦР является уменьшение
объема реакционной смеси. Благодаря микроскопиче-
ским размерам камер можно использовать намного
меньшее количество реагентов, что снижает затраты
и делает сам процесс более экономичным и эффектив-
ным. Таким образом можно организовать ускорение
ПЦР за счет последовательного прохождения реакци-
онной смеси по микроканалам через разнообразные
температурные зоны. Идею использования подобного
чипа для ПЦР впервые предложили Накано и его соав-
торы в 1994 году [14].

В связи с необходимостью оптимизации процесса
диагностики ДНК большое внимание уделяется сокра-
щению продолжительности ПЦР. Существует несколько
способов ускорения ПЦР. Наиболее широко используе-
мым методом является проведение конвективной ПЦР,
в этом случае изменение температуры реакционной
смеси достигается за счет перемещения реакционно-
го содержимого под действием тепловой конвекции.
Движение жидкости осуществляется за счет темпера-
турного градиента, возникающего из-за нагрева и (или)
охлаждения некоторых точек микропробирки, в кото-
рой осуществляется ПЦР [12].
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Исследование проблемы ускорения ПЦР остается
актуальным и важным даже при наличии уже разрабо-
танных средств и методов. Экспериментальные провер-
ки требуют больших трудозатрат, в связи с чем появ-
ляется необходимость в предварительном моделирова-
нии и проведение расчетов для дальнейших исследо-
ваний.

В рамках настоящей работы представлен обзор ме-
тодов построения сетки микропробирки в программ-
ном комплексе OpenFOAM, а также исследование и те-
стирование различных решателей для моделирования
температурной конвекции в таких системах.

2. Основные понятия тепловой
конвекции и микрофлюидики
Слово «конвекция» происходит от латинского слова

«convectio», что означает «приносить, доставлять» [15].
Неоднородность движения объясняется множеством
причин, включая поверхностное натяжение, подъем-
ную силу и другие механизмы, которые приводят
в движение. Вязкость играет решающую роль в ста-
билизации движения и может ограничивать его. В
процессе конвекции существует некоторая пороговая
точка, определяемая критическим числом Нуссель-
та, выше которой возникают организованные дви-
жения упорядоченных структур, что является одной
из основных особенностей.

Характеристики различных явлений гидродинами-
ческой устойчивости типичны для конвективных про-
цессов в плоском горизонтальном слое жидкости, на-
греваемом за счет его поднятия или понижения. Кон-
векция типа Рэлея–Бенара является идеальным приме-
ром изучения процессов самоорганизации упорядочен-
ных пространственных структур [16]. Этот тип конвек-
ции, имеющий как пространственные, так и времен-
ные эффекты, делает его привлекательной темой как
для экспериментальных, так и для теоретических ис-
следований. Подробный анализ развития структур, их
особенностей и вариаций режимов конвекции, а также
их характера и поведения приведен в [18].

Микрочипы — это устройства с рядом микрожид-
костных каналов и резервуаров, которые взаимодей-
ствуют с лежащими в основе молекулами жидкости, со-
здавая систему жидкостных чипов. Небольшие объе-
мы работы в лаборатории позволяют снизить расход
реагентов, сократить использование реагентов в кон-
кретных приложениях, получить возможность исполь-
зовать большое количество реакционных камер на од-
ном устройстве [21], а также использовать новые ана-
литические подходы и методы анализа. В связи с расту-
щим спросом на генетический анализ с помощью мик-
рочипов теперь возможно применять небольшие авто-
матизированные системы, которые могут комплексно
анализировать образец [17].

Микрофлюидные устройства используются в при-
боростроении для устройств анализа биологических об-
разцов, которыемогутпроизводить компонентыс высо-
кой скоростью изменения, требуют очень мало реаген-

тов и имеют небольшие размеры, что способствует раз-
витию эффективного обнаружения и скрининга онколо-
гических заболеваний. В лабораторииИнформационно-
измерительныхбио- и хемосенсорныхмикросистемИн-
ститута аналитического приборостроения (ИПФ РАН)
проведена ПЦР в реальном времени (ОТ-ПЦР) на мик-
рофлюидных приборах. Ранее были рассмотрены осо-
бенности реализации и основные результаты [19,20].

Использование микрочипов для ПЦР может значи-
тельно сократить использование реагентов, снизить их
расход и повысить общую скорость обработки. Мате-
риалы и элементы конструкции микрочипа подверга-
ются значительному давлению при переходе на мик-
рореакторы, в которых проводится ПЦР, несмотря на
более низкую стоимость и доступность сырья. Необ-
ходим контроль физико-химических свойств поверх-
ностей реакционных камер. Микрочипы, подключен-
ные к подложке ПЦР, можно использовать для мо-
ниторинга и анализа полученных продуктов ПЦР в
режиме онлайн, в частности, для проверки процесса
реакции амплификации [22].

3. Конечно-объемная сетка и граничные
условия
Моделируется конвекция в микропробирке со сле-

дующими параметрами: диаметр пробирки — 4 мм, ра-
диус закругления дна — 1 мм, высота без учета дна —
7 мм; общая высота — 8 мм.

Схема расчетной области с указанием точек
(небольших областей) приложения нагрева и охла-
ждения приведена на рис. 1. Данная схема нагре-
ва/охлаждения задана с учетом экспериментов, опи-
санных в работах [27–29].

Граничные условия для рассматриваемой задачи
заданы в достаточно простом виде. По всем границам
принято наличие твердой стенки, что означает приме-
нение граничного условия прилипания для скорости v⃗:

v⃗ = 0.

wall

wall

hot

cold

Рис. 1. Схема вычислительной области
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Для температуры выделены две диагонально рас-
положенные граничных области в нижней и верхней
частях пробирки, в которых T задается как величина с
постоянным значением: область нагрева с Thot = 400 K
и область охлаждения с Tcold = 300 K, начальная темпе-
ратура принята равной 300 K. На остальных границах
для температуры задан нулевой градиент относительно
нормали n⃗ или «условие протекания»:

∇T · n⃗ = 0.

При такой постановке задача характеризуется без-
размерными числами: Рейнольдса Re ≈ 10, Рэлея Ra ≈
106, Нуссельта Nu ≈ 1.7.

В качестве инструмента для решения поставленной
задачи выбран пакет прикладных программOpenFOAM
(Open Source Field Operation And Manipulation). Это от-
крытая интегрируемая платформа для численного мо-
делирования задач механики сплошных сред [24]. Стан-
дартная версия пакета OpenFOAM поставляется с мно-
гочисленными программами–решателями, библиоте-
ками, кроме этого в состав пакета входят множество
утилит, позволяющих генерировать и конвертировать
расчетную сетку, задавать пространственные распреде-
ления физических величин и многие другие.

При разработке конечно-объемной сетки для вы-
числительного моделирования поставленной задачи
авторы придерживались принципов, изложенных в [25].
Это значит, что построенная сетка должна быть по воз-
можности ортогонализированной (то есть углы между
гранями конечных объемов должны стремиться к 90◦)
и равномерной. Такой подход позволяет снизить вы-
числительную погрешность и одновременно ускорить
вычисления за счет возможности использования боль-
шего шага по времени.

4. Особенности построения сетки
средствами OpenFOAM
OpenFOAM базируется на методе конечных объ-

емов, что делает создание расчетной сетки неотъем-
лемым этапом численного решения задачи. Помимо
определения геометрии расчетной области необходи-
мо сформировать соответствующую сетку. Для этого
можно воспользоваться утилитами самого OpenFOAM
или сторонними приложениями. В настоящем иссле-
довании используется утилита blockMesh из набора
OpenFOAM, предназначенная для построения струк-
турированных блочных сеток. Следует отметить, что
OpenFOAM всегда оперирует трехмерной декартовой
системой координат, и все геометрические параметры
задаются в трех измерениях [26].

OpenFOAM использует структурированную сетку,
которая может быть построена с использованием раз-
личных методов. Данная сетка строится из блоков (или
ячеек), которые состоят из гексаэдрических элементов
(гексаэдров). Использование гексаэдров обусловлено
более точным представлением геометрии и потоков,
что в свою очередь позволяет улучшить точность рас-
четов.

Учитывая специфику построения сетки средствами
OpenFOAM для удобства было необходимо отображать
номера точек на сетке. В настоящей работе для реали-
зации использовалась версия OpenFOAM-2312, которая,
к сожалению, не поддерживает такую функцию, в свя-
зи с чем авторы были вынуждены развернуть допол-
нительно версию OpenFOAM-1912 посредством docker-
compose. Отображение нумерации точек осуществля-
лась с помощью встроенной команды -block, которая
позволяет запустить файл с расширением .blockMesh в
среде parafoam для просмотра компонентов сетки.

Припостроении сетки вOpenFOAMавторы столкну-
лись с рядом трудностей, особенно при создании сетки
для «кончика» пробирки. «Кончик» пробирки представ-
ляет собой часть сферы, что затрудняет процесс генера-
ции качественной сетки в терминологии OpenFOAM.
Из-за особенностей формы кончика пробирки необ-
ходимо уделить особое внимание расстановке узлов
и определению граничных условий для обеспечения
точности моделирования и сохранению принципов по-
строения качественной сетки. Эти сложности требуют
тщательного подхода к построению сетки и выбору со-
ответствующих методов интерполяции для обеспече-
ния правильного представления геометрии и точных
расчетов в дальнейшем. Несмотря на то, что сфера яв-
ляется одной из самых простых геометрических фигур,
существует несколько вариантов построения сетки, вот
некоторые из них: UV sphere, Icosphere, Quad sphere,
Goldberg polyhedra.

Рассмотрим преимущества и недостатки
каждого из вариантов:

1. UV sphere — удобна для текстурирования, проста
в создании, но при этом имеет проблемы с иска-
жением текстур при выполнении расчетов.

2. Icosphere — построение осуществляется с помо-
щью икосаэдров, что обеспечивает более равно-
мерное распределение полигонов по сравнению
с UV Sphere. Хорошо подходит для симуляций и
моделирования поверхностей. Из минусов: слож-
нее в текстурировании из-за своей геометрии по
сравнению с UV sphere.

3. Quad sphere — обеспечивает более равномерное
распределение полигонов благодаря использова-
нию квадратных участков. Улучшает качество сет-
ки, что полезно для ряда вычислительных задач.
Из минусов: сложнее в текстурировании из-за сво-
ей геометрии по сравнению с UV sphere.

4. Goldberg polyhedra — из плюсов: обладают опре-
деленной симметрией и геометрической просто-
той. Из минусов: могут быть менее удобными для
определенных вычислительных задач из-за своей
особенной геометрии.

Каждый из приведенных выше способов построе-
ния сетки обладает как положительными, так и отрица-
тельными свойствами в зависимости от исследуемой
геометрической области, а также решаемой системы
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Рис. 2. Построение блоков «кончика» пробирки в разрезе Рис. 3. Полученная сетка микропробирки

дифференциальных уравнений в частных производных
и алгоритма решения данной системы. Хорошо извест-
но, что для решения уравнения динамики жидкости
наилучший результат дает гексаэдральная ортогональ-
ная сетка. Очень хорошее приближение к такому типу
сетки может быть достигнуто при использовании под-
хода Quad sphere и утилиты blockMesh.

На рис. 2 представлено построение блоков в раз-
резе. Важно отметить, что для построения правильной
сетки потребовалось провести перпендикуляр от внут-
реннего блока к цилиндру основания пробирки.

Общий вид сетки с выделенными граничными об-
ластями нагрева и охлаждения показан на рис. 3

5. Оценка качества расчетной сетки
Команда checkMesh в OpenFOAM используется для

проверки сетки (mesh) перед запуском вычислений и
выполняет различные виды проверок, чтобы гаранти-
ровать качество сетки и избежать потенциальных про-
блем в процессе численного моделирования. Вот неко-
торые из основных принципов, которые проверяются
при использовании checkMesh:

1. Непрерывность. Результаты проверки на непре-
рывность могут включать обнаруженные разрывы
и неконсистентности в сетке, а также информа-
цию о том, какие части сетки требуют дополни-
тельной коррекции.

2. Качество ячеек. В выходном файле будут отобра-
жены результаты проверки качества ячеек, такие
как: аспектные отношения, объемы ячеек, углы
между гранями и другие параметры, а также воз-
можные рекомендации по улучшению качества
сетки.

3. Границы. Информация о правильности определе-
ния граничных условий и границ сетки, включая
возможные ошибки или несоответствия.

4. Пересечения. Результаты проверки на пересечения
между ячейками или границами, включая инфор-
мацию о найденных пересечениях и предложения
по их устранению.

5. Общая целостность. Выводится информация о це-
лостности сетки и ее соответствии ожидаемой то-
пологии, а также возможные рекомендации по
исправлению обнаруженных проблем.

6. Дубликаты. Результаты проверки на наличие дуб-
ликатов узлов или граней в сетке, включая инфор-
мацию о найденных дубликатах и предложения
по их удалению.

По результатам тестирования построенной сетки
были получены следующие результаты:

• Информация о корректности топологии сетки

Checking topology...
Boundary definition OK.
Cell to face addressing OK.
Point usage OK.
Upper triangular ordering OK.
Face vertices OK.
Number of regions: 1 (OK).

Интерпретация полученных результатов:

1. Boundary definition OK — определение грани-
цы модели выполнено корректно.

2. Cell to face addressing OK— соотнесение ячеек
с гранями выполнено без ошибок.

3. Point usage OK—использование точек (узлов)
в модели выполнено правильно.

4. Upper triangular ordering OK — правильное
упорядочение верхнего треугольника выпол-
нено без ошибок.

5. Face vertices OK — проверка вершин грани
прошла успешно.
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6. Number of regions: 1 (OK) — количество реги-
онов в модели равно 1, что также является
допустимым значением.

В целом эти параметры указывают на успеш-
ное выполнение проверки топологии модели в
OpenFOAM, гарантируя правильность структуры
и граничных условий модели.

• Количественные параметры сетки, в том числе
значения показателей качества

Checking geometry...
Overall domain bounding box
(-0.002 -0.002 -0.001)
(0.002 0.002 0.007)

Mesh has 3 geometric (non-empty/wedge)
directions (1 1 1)

Mesh has 3 solution (non-empty)
directions (1 1 1)

Boundary openness
(3.74116e-16 1.75382e-17 -1.3686e-15) OK.

Max cell openness = 2.92269e-16 OK.
Max aspect ratio = 2.7816 OK.
Minimum face area = 4.08184e-10.
Maximum face area = 1.01658e-08.
Face area magnitudes OK.
Min volume = 1.04635e-14.
Max volume = 7.21835e-13.
Total volume = 5.34764e-08.
Cell volumes OK.
Mesh non-orthogonality
Max: 46.2948 average: 9.65687
Non-orthogonality check OK.
Face pyramids OK.
Max skewness = 0.786067 OK.

Coupled point location
match (average 0) OK.

Mesh OK.

Интерпретация полученных результатов:

1. Overall domain bounding box— показывает об-
щие координаты ограничивающего объема
(минимальные и максимальные значения по
направлениям x, y, z).

2. Mesh has 3 geometric (non-empty/wedge)
directions — показывает количество геомет-
рических (непустых/клиновидных) направле-
ний сетки.

3. Mesh has 3 solution (non-empty) directions —
показывает количество направлений сетки
для решения задачи (непустые направления).

4. Boundary openness — проверяет откры-
тость границы. Если значение отлично
от нуля, это может свидетельствовать
о проблемах с поддержанием границы
во время моделирования.

5. Max cell openness — максимальное отклоне-
ние от идеальной ячейки: чем меньше значе-
ние, тем лучше.

6. Max aspect ratio — максимальное соотноше-
ние сторон ячейки: чем ближе к 1, тем лучше.

7. Min/Max face area — минимальная и макси-
мальная площади граней сетки.

8. Min/Max volume — минимальный и
максимальный объемы ячейки, общий
объем сетки.

9. Mesh non-orthogonality Max/average — неор-
тогональность сетки. Показывает максималь-
ное и среднее значение.

10. Face pyramids — проверяет пирамиды
граней сетки.

11. Max skewness — максимальное значение ко-
эффициента асимметрии ячеек: чем ближе к
0, тем лучше.

12. Coupled point location match — соответствие
средних точек. Оценивает непрерывность се-
ток между сетками.

13. Mesh OK — показывает общую оценку состо-
яния сетки (если все параметры в пределах
допустимых значений — выводится «OK»).

Эти параметры позволяют быстро оценить каче-
ство сетки и идентифицировать возможные про-
блемы, которые могут повлиять на результаты мо-
делирования. По результатам анализа можно сде-
лать выводы о том, что сетка соответствует стан-
дартам качества и должна предоставить достаточ-
но точные результаты при расчетах.

6. Оценка сходимости

Для оценки сходимость рассчитан коэффициент ξ
перемешивания жидкости при разномшаге по времени
∆t ∈ [0.001, 0.1] и α = 45◦:

ξ(α) = ∑N
1 (Vi · |−→vi |)

Vf ull
,

где ξ— коэффициент перемешивания; α— угол накло-
на пробирки;V — значение объема в i-ой ячейке; |−→vi |—
значение модуля вектора скорости в i-ой ячейке; n —
количество ячеек сетки; Vf ull — общий объем.
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Рис. 4. График зависимости коэффициента перемешивания от
шага по времени

При уменьшении шага по времени результат схо-
дится к значению ξ ≈ 0.0087 м/с (рис. 4), что служит
одним из критериев оценки адекватности модели.

7. Решатель
Наиболее подходящими встроенными решате-

лями для решения поставленной задачи являются
buoyantPimpleFoam и buoyantBoussinesqPimpleFoam.
Данные решатели предназначены для моделирования
турбулентных потоков с учетом плавучести, которые
возникают из-за разницы в температурах. Они исполь-
зуются в различных приложениях, где важно учитывать
влияние температуры на движение жидкости или газа.

Далее рассмотрим различия между данными ре-
шателями: buoyantPimpleFoam подходит для ситуа-
ций с высокими температурными градиентами, где из-
менение плотности имеет значительное влияние на
поток, в то время как buoyantBoussinesqPimpleFoam
подходит для задач с малыми температурными гра-
диентами, где изменение плотности минимально.
Также одним из важных моментов при выборе ре-
шателя было то, что buoyantPimpleFoam использует
полное уравнение состояния для расчета плотности
в зависимости от температуры.

Так как в настоящей работе рассматривается те-
чение несжимаемой жидкости и предполагается, что
температурные градиенты достаточно малы, чтобы из-
менениями плотности можно было пренебречь, в мо-
дели плавучести изменение плотности остается только
в приближении Буссинеска [23]. Поскольку предпола-
гается, что в остальных членах уравнения плотность
постоянна, то у нас нет необходимости вводить урав-
нение состояния.

Таким образом, для рассматриваемой задачи в
текущей постановке достаточным является решатель
buoyantBoussinesqPimpleFoam. Указанный решатель
предназначен для моделирования переходных процес-

сов в несжимаемых потоках при учете плавучести, опи-
сываемой в приближении Буссинеска. То есть плаву-
честь описывается как линейное изменение плотно-
сти жидкости при изменении температуры на основе
эталонного значения температуры. Решатель особен-
но точен и эффективен, когда изменения плотности по
сравнению с эталонной плотностью невелики.

8. Заключение
В настоящей статье рассмотрены подходы, приме-

нимые при массовом вычислительном эксперименте
температурной конвекции в микропробирках. В част-
ности, рассмотрены методы построения сетки с исполь-
зованием инструмента OpenFOAM и приведены рассуж-
дения по выбору стандартного решателя.

Использование инструмента OpenFOAM позволяет
проводить сложные численные расчеты с высокой точ-
ностью и эффективностью. В рамках работы проанали-
зированы существующие варианты построения сетки,
после чего построена оптимальная в рамках решения
данной задачи трехмерная модель микропробирки в
условиях температурной конвекции, проведена оценка
качества построенной сетки.

Помимо анализа и моделирования сетки в
статье обоснован выбор решателя среди приме-
нимых для решаемой задачи и данной моде-
ли сетки. После сравнения подходящих стандарт-
ных решателей buoyantBoussinesqPimpleFoam и
buoyantPimpleFoam принято решение, что подходящим
и достаточным для рассматриваемой задачи является
buoyantBoussinesqPimpleFoam.
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Приближение решений уравнения теплопроводности
с функцией распределения начальной температуры
из классов Ульянова по неточным данным

Г.Е. Таугынбаева, А.Ж. Жубанышева, Е.Е. Нурмолдин
Институт теоретической математики и научных вычислений, Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева,
Астана, Казахстан
E-mail: axaulezh@mail.ru

Решения уравнений в частных производных, даже в случае их явного выражения посредством рядов Фурье по собственным функциям
соответствующего дифференциального оператора или сверток с соответствующими ядрами, будучи представленные рядами или
интегралами фактически представляют собой бесконечные объекты. Поэтому возникает задача их приближения конечными объек-
тами, одна из математических формулировок которой содержится в определении Компьютерного (вычислительного) поперечника
(К(В)П). Задача К(В)П состоит в последовательном выполнении трех задач: К(В)П-1 — восстановление по точной информации в за-
висимости от вида функционалов и алгоритмов переработки полученной от них числовой информации с указанием оптимального
вычислительного агрегата приближения; К(В)П-2 — в оптимальном вычислительном агрегате указание границ значений неточных
данных информационных функционалов, сохраняющих порядок восстановления по точной информации; К(В)П-3 — изучается вопрос
«существует или не существует другой вычислительный агрегат со структурой, аналогичной структуре рассматриваемого оптимального
вычислительного агрегата, и даже, быть может, более общей, но с большей по порядку предельной погрешностью оптимального
вычислительного агрегата из задачи К(В)П-2». В настоящей статье рассматривается приближение решений задачи Коши для уравнения
теплопроводности с начальными условиями из классов Ульянова в равномерной и гильбертовой метриках (К(В)П-2) в двумерном
случае. Получены порядковые оценки приближения с указанием оптимальных вычислительных агрегатов, построенных по неточным
данным тригонометрических коэффициентов Фурье–Лебега. Указаны границы неточностей тригонометрических коэффициентов
Фурье–Лебега начальных данных, сохраняющих порядок приближения по точным данным.

Ключевые слова: приближение решений уравнения теплопроводности, задача Коши, классы Ульянова, неточная информация,
компьютерный (вычислительный) поперечник
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Approximation of solutions of the heat conductivity equation
with the distribution function of the initial temperature
from the Ulyanov classes by inaccurate data

G.E. Taugynbayeva, A.Zh. Zhubanysheva, Y.Y. Nurmoldin
Institute of Theoretical Mathematics and Scientific Computations, L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan

E-mail: axaulezh@mail.ru

Solutions of partial differential equations, even in the case of their explicit expression by means of Fourier series with respect to the
eigenfunctions of the corresponding differential operator or convolutions with corresponding kernels, being represented by series or
integrals, actually again represent infinite objects. Therefore, the problem arises of their approximation by finite objects, one of the
mathematical formulations of which is contained in the definition of a Computational (numerical) diameter (C(N)D). The problem of a
Computational (numerical) diameter C(N)D consists in the sequential execution of three tasks: C(N)D-1 recovery from accurate information,
depending on the type of functionals and algorithms for processing numerical information obtained from them, indicating the optimal
computational aggregate of approximation, To C(N)D-2 in an optimal computing aggregate, specifying the boundaries of the values of
inaccurate data of information functionals that preserve the order of recovery from accurate information, C(N)D-3 the question is being
studied: ”does or does not exist another computational aggregate with a structure similar to the structure of the optimal computational
aggregate under consideration, and even, perhaps, more general, but with a larger margin of error of the optimal computing unit from
the problem C(N)D-2“. This article discusses the approximation of solutions to the Cauchy problem for the heat equation with initial
conditions from the Ulyanov classes in uniform and Hilbert metrics (C(N)D-2) in the two-dimensional case. Ordinal estimates of the
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approximation are obtained indicating the optimal computational aggregates based on inaccurate data from the trigonometric Fourier-
Lebesgue coefficients. The limits of inaccuracies of the trigonometric Fourier-Lebesgue coefficients of the initial data, preserving the
order of approximation according to the exact data, are indicated.

Keywords: approximation of solutions of the heat equation, Cauchy problem, Ul’yanov classes, inaccurate date, Computational
(numerical) diameter

1. Введение и постановка задачи
В настоящей статье исследуется проблема

приближения решений u(t, x1, x2) задачи Коши
для уравнения теплопроводности

∂u
∂t

= ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2

(
t ⩾ 0, (x1, x2) ∈ R2

)
с начальным условием

u(0, x1, x2) = f (x1, x2) ∈ U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1))

из классов Ульянова (определение классов Ульянова и
соответствующие ссылки даны в разделе 2)

U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1))(θ = (θ1, θ2) ∈ (0, 1)2)

по неточным данным коэффициентов Фурье
функции f (x1, x2).

Сформулируем общую постановку задачи прибли-
жения решений уравнений в частных производных.
Пусть даны нормированные пространства X и Y ком-
плекснозначных функций, определенных соответствен-
но на множествах Ω и Ω1. Пусть F ⊂ X и u(t, x; f ) реше-
ние уравнения теплопроводности с начальным услови-
ем из класса F. Ниже предполагается, что все условия
корректности (существования, единственности, при-
надлежности к пространству) выполнены.

Центральным здесь является следующее
определение:

δN(εN ; DN)Y = δN(εN ; F; DN)Y =

= inf
(l(N),φN)∈DN

δN

(
εN ;

(
l(N),φN

))
Y

,

где

δN

(
εN ;

(
l(N),φN

))
Y

≡ δN

(
εN ; F;

(
l(N),φN

))
Y

≡

≡ sup
f ∈F∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣⩽1

(τ=1,...,N)

∣∣∣∣∣∣u (t, x; f ) − φN

(
l(1)
N ( f )+γ(1)

N ε
(1)
N , ..., l(N)

N ( f )+γ(N)
N ε

(N)
N , t, x

) ∣∣∣∣∣∣
Y

,

εN =
(
ε
(1)
N , . . . , ε(N)

N

)
; ε

(j)
N ⩾ 0 (j = 1, . . . , N),

l(N) = (l(1)
N , . . . , l(N)

N ) — набор функционалов

l(j)
N : F → C (j = 1, . . . , N); C — поле комплексных
чисел, функция φN(z1, ..., zN ; t, x) действует из CN × Ω1

в C;
{(

l(N),φN

)}
— множество всевозможных пар(

l(N),φN

)
, DN ⊂

{(
l(N),φN

)}
.

Следующая постановка задачи сфор-
мулирована Н. Темиргалиевым (см. [1]) и
известна под названием «Компьютерный
(вычислительный) поперечник» (К(В)П).

При заданных F, Y, DN изучаются следующие за-

дачи.
Задача К(В)П-1. Находится порядок ≍ δN(0; DN)Y,

информативная мощность набора вычислительных аг-
регатов DN.

Задача К(В)П-2. Производится построение кон-
кретного вычислительного агрегата

(
l
(N)

,φN

)
из DN,

поддерживающего порядок≍ δN(0; DN)Y, для которого
исследуется задача существования и нахождения по-
следовательности ε̃N с неотрицательными компонента-
ми, называемой К(В)П-2 предельной погрешностью (со-
ответствующей вычислительному агрегату

(
l
(N)

,φN

)
),

такой, что

δN(0; DN)Y ≍ δN

(
ε̃N ;

(
l
(N)

,φN

))
Y

≡ sup
f ∈F,∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣⩽1

(τ=1,...,N)

∣∣∣∣∣∣u(t, x; f ) − φN

(
l
(1)
N ( f )+γ(1)

N ε
(1)
N , ..., l

(N)
N ( f )+γ(N)

N ε
(N)
N ; t, x

)∣∣∣∣∣∣
Y

с одновременным выполнением

∀ηN ↑ +∞ ( ηN > 0) : lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̃N ;

(
l
(N)

,φN

))
Y

δN(0; DN)Y
= +∞.
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Здесь и ниже записи AN ≪ BN и AN ≍ BN со-
ответственно означают AN ⩽ cBN(c > 0) и одновре-
менное выполнение AN ≪ BN и BN ≪ AN, где {AN}
и {BN} — неотрицательные последовательности. Тем
самым запись AN ≍ BN означает, что существуют
положительные константы c1, c2(c1 < c2), такие, что
c1BN ⩽ AN ⩽ c2BN .

Задача К(В)П-3. Устанавливается массивность пре-
дельной погрешности ε̃N: находится как можно боль-
шое множество DN

(
l
(N)

,φN

)
(обычно связанные со

структурой исходного
(

l
(N)

,φN

)
) вычислительных аг-

регатов
(

l(N),φN

)
таких, что для каждого из них выпол-

нено соотношение

∀ηN ↑ +∞ ( ηN > 0) :

lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̃N ;

(
l(N),φN

))
Y

δN(0; DN)Y
= +∞.

Задача К(В)П-1 — приближения решений уравне-
ний теплопроводности с начальными условиями из
классов Коробова Er

s, Соболева c доминирующей сме-
шанной производной SWr

2(0, 1)s, Никольского–Бесова
Br

2,θ(0, 1)s, Ульянова U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1)) по точной
информации исследовались в [2–5]. Задаче приближе-
ния решений уравнения теплопроводности по неточ-
ным данным посвящены работы [6,7].

2. Необходимые определения и
утверждения
Лемма А [1]. Пусть дано целое положительное чис-

ло s. Для всякой 1-периодической по каждой переменной
функции f (x) = f (x1, . . . , xs) с абсолютно сходящимся
тригонометрическим рядом Фурье решение u(t, x; f ) за-
дачи Коши для уравнения теплопроводности

∂u
∂t

= ∂2u
∂x2

1
+ ... + ∂2u

∂x2
s

(t ⩾ 0, x ∈ Rs)

с начальным условием

u (0, x) = f (x) , x ∈ Rs

представимо в виде:

u (t, x; f ) = ∑
m∈Zs

f̂ (m) e−4π2(m,m)te2πi(m,x),

где
f̂ (m) =

∫
[0,1]s

f (x)e−2πi(m,x)dx (m ∈ Zs)

— тригонометрические коэффициенты Фурье–Лебега
функции f (x).

Напомним необходимые определения.
Пространство Лебега. Пусть E ⊂ Rs — измеримое

множество. Тогда в класс Lp (E) относят все измеримые
на E функции f , такие, что конечны следующие нормы:

1. Если 1 ⩽ p < ∞, то

∥ f ∥p ≡ ∥ f ∥Lp(E) =
(∫

E
| f (x)|p dx

) 1
p

;

2. Если p = ∞, то под L∞ (E) понимается либо про-
странство равномерно непрерывных на E функ-
ций f и тогда

∥ f ∥∞ = ∥ f ∥C(E) = sup
x∈E

| f (x)| ,

либо пространство существенно ограниченных на
E функций f с нормой

∥ f ∥∞ = vrai sup
x∈E

| f (x)| .

Под классом L∞,p ≡ L∞,p (
[0, +∞) × (0, 1)s)

будем понимать множество всех функций
g : [0, +∞) × Rs → C, таких, что для каждого t ∈ [0, +∞)
функция gt (x) = g (t, x) как функция аргумента x ∈ Rs

является измеримой периодической с периодом 1 по
каждой из своих s переменных и удовлетворяет нера-
венству

∥g∥L∞,p = sup
t⩾0

 ∫
[0,1]s

|g(t, x)|p dx


1
p

< +∞.

П.Л. Ульяновым в [8] были установлены неулучшае-
мые связи между скоростью убывания коэффициентов
Фурье функции одной переменной и скоростью роста
ее производных. На основе этих результатов Н. Темир-
галиевым в [9] были определены классы Us (β, θ,α;ψ)
функций f (x) = f (x1, . . . , xs), 1-периодических по каж-
дой из s (s = 1, 2, . . . ) переменных, таких, что (y =
max {|y| ; 1}):

∣∣∣ f̂ (m)
∣∣∣ ⩽ s

∏
j=1

(mj)βjθ
m
α

−1
j

j
j ψj(mj) (m ∈ Zs),

где β = (β1, ..., βs) ∈ Rs, θ = (θ1, ..., θs) ∈ (0, 1]s, α =
(α1, ...,αs)

(
αj > 0 (j = 1, ..., s)

)
, ψ = (ψ1, ...,ψs) (здесь

ψj(x) (j = 1, . . . , s) —медленно колеблющиеся положи-
тельные функции, т.е. такие, что для всякого δ ̸= 0
величина lim

x→∞
xδψj(x) равна 0 или +∞, исходя из того

δ < 0 или δ > 0):

∑
m∈Zs

s

∏
j=1

(
mj

)βj θj
mj
α

−1
j ψj(mj) < +∞.

Шкала классов Us(β, θ,α,ψ) представляет собой
классификацию функций в широком диапазоне от пре-
дельно малой гладкости до аналитических и их под-
классов, включая известные классы Коробова [10, 11]
Er

s ≡ Us
(
−r, 1, 1; 1

)
, где r = (r1, ..., rs) ∈ Zs, причем

rj > 1 при всех j = 1, ..., s. Более того, при опре-
деленных значениях параметров класс Us (β, θ,α) ≡
Us

(
β, θ,α; 1

)
с точностью до постоянных сомножителей
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может быть определен не опосредованными, типа фор-
мул Фурье, а прямыми ограничениями на саму беско-
нечно дифференцируемую функцию.

Именно в силу теорем из [8] при всех β ∈ Rs,
θ ∈ (0, 1)s, α ∈

(
0, 1

2

]s
класс Us(β, θ,α) в указан-

ном выше смысле совпадает с классом бесконечно
дифференцируемых 1-периодических по каждой пе-
ременной функций f (x) = f (x1, ..., xs), таких, что
для всех k = (k1, ..., ks) ∈ Zs (k j ⩾ 0, j = 1, ..., s)
выполнены неравенства∥∥∥∥∥ ∂k1+···+ks

∂xk1
1 ...∂xks

s
f (x1, ..., xs)

∥∥∥∥∥
C[0,1]s

⩽

⩽
s

∏
j=1

k j
αj(βj+kj)

 αj

e ln 1
θj

αjkj

.

Е.Е. Нурмолдиным [5] были получены оптималь-
ные оценки дискретизации решений уравнения теп-
лопроводности с функциями распределения началь-
ных температур из класса U2 ≡ U2((0, 0), (θ1, θ2), (1, 1))
в нормах Lp(2 ⩽ p ⩽ ∞).

Справедливы
Теорема A [5]. Пусть дано θ = (θ1, θ2) ∈ (0, 1)2,

θ1 ⩽ θ2. Тогда выполнено соотношение

inf
m(1),...,m(N);φN

sup
f ∈U2

||u(t, x1, x2)−

−φN( f̂ (m(1)
1 , m(1)

2 ), ..., f̂ (m(N)
1 , m(N)

2 ); t, x1, x2)||L∞,∞ ≍

≍ N
1
2 θ

√
1
2 Nlogθ1

θ2

1 .

Теорема B [5].Пусть дано θ = (θ1, θ2) ∈ (0, 1)2, θ1 ⩽
θ2. Тогда выполнено соотношение

inf
m(1),...,m(N);φN

sup
f ∈U2

||u(t, x1, x2)−

−φN( f̂ (m(1)
1 , m(1)

2 ), ..., f̂ (m(N)
1 , m(N)

2 ); t, x1, x2)||L∞,2 ≍

≍ N
1
4 θ

√
1
2 Nlogθ1

θ2

1 .

3. Основные результаты

Теорема 1.Пусть дано θ = (θ1, θ2) ∈ (0, 1)2, θ1 ⩽ θ2.
Тогда для оператора приближения

φN

(
f̂

(
m(1)

)
, ..., f̂

(
m(N)

)
; t, x

)
=

= ∑
m=(m1,m2)∈Z2,

m1+(logθ1θ2)m2⩽n

f̂ (m)e−4π2(m,m)te2πi(m,x), (1)

N = |En|,
En = {m = (m1, m2) : m1 + (logθ1θ2)m2 ⩽ n},

mj = max{|mj|, 1} (j = 1, 2), n = 2, 3, ...

и для величины ε̃N = N− 1
2 θ

√
1
2 Nlogθ1

θ2

1 справедливо соот-
ношение

inf
m(1),...,m(N);φN

sup
f ∈U2,∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣⩽1

(τ=1,...,N)

||u(t, x1, x2)−φN( f̂ (m(1)
1 , m(1)

2 )+ γ
(1)
N ε̃N , ..., f̂ (m(N)

1 , m(N)
2 ) + γ

(N)
N ε̃N ; t, x1, x2)||L∞,∞ ≍

≍ sup
f ∈U2,∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣⩽1

(τ=1,...,N)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣u (t, x1, x2) − ∑

m=(m1,m2)∈Z2,
m1+(logθ1θ2)m2⩽n

(
f̂ (m)+γ(m)

N ε̃N

)
e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L∞,∞

≍ N
1
2 θ

√
1
2 Nlogθ1

θ2

1 .

Теорема 2. Пусть дано θ = (θ1, θ2) ∈ (0, 1)2, θ1 ⩽ θ2. Тогда для оператора приближения (1) и для величины

ε̃N = N− 1
4 θ

√
1
2 Nlogθ1

θ2

1 справедливо соотношение

inf
m(1),...,m(N);φN

sup
f ∈U2∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣⩽1

(τ=1,...,N)

||u(t, x1, x2) − φN( f̂ (m(1)
1 , m(1)

2 ) + γ
(1)
N ε̃N , ..., f̂ (m(N)

1 , m(N)
2 ) + γ

(N)
N ε̃N ; t, x1, x2)||L∞,2 ≍

≍ sup
f ∈U2∣∣∣γ(τ)
N

∣∣∣⩽1

(τ=1,...,N)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣u (t, x1, x2)− ∑

m=(m1,m2)∈Z2,
m1+(logθ1θ2)m2⩽n

(
f̂ (m)+γ(m)

N ε̃N

)
e−4π2(m,m)te2πi(m,x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L∞,2

≍ N
1
4 θ

√
1
2 Nlogθ1

θ2

1 .
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Схема доказательств Теорем 1 и 2 заключается в
следующем: доказательства теорем состоит в оценках
ошибокприближения сверху и снизу. Получение оценок
сверху заключается в явном представлении решения
задачи Коши для уравнения теплопроводности (когда
функция распределения начальных температур данно-
го уравнения 1-периодична по каждой из переменных
и имеет сходящийся тригонометрический ряд Фурье)
в виде ряда (см. Лемму А) и основано на результатах
приближения решения уравнения теплопроводности
по точнымданнымЕ. Нурмолдина (ТеоремыАиВ). Вме-
сте с тем в оценках сверху производится оценивание
слагаемого, получаемого при замене точных данных —
тригонометрических коэффициентов Фурье функции
распределения начальных температур на их прибли-
женные. В оценках снизу для любых вычислительных
агрегатов, построенных по значениям тригонометриче-
ских коэффициентов Фурье, функцией распределения
начальной температуры указывается функция, обеспе-
чивающая полученную сверху оценку.

4. Заключение
В настоящей работе решается задача приближе-

ния решений уравнения теплопроводности в услови-
ях искаженных данных. А именно, получены точные
порядки убывания погрешностей приближения реше-
ний уравнения теплопроводности по неточным дан-
ным тригонометрических коэффициентов Фурье на-
чальной температуры в нормах L∞,2 и L∞,∞. Данные по-
рядки совпадают с порядками убывания погрешностей
приближения по точным данным. Так как излишняя
точность вычислений при реализации алгоритма при-
водит к неоправданному увеличению объема памяти и
количества арифметических операцийине улучшает за-
ложенного в алгоритме порядка точности, полученные
результаты имеют как теоретическую, так и практиче-
скую ценность.
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Уфимский государственный нефтяной технический университет, Уфа
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В настоящей статье представлены перспективы использования статистического анализа дефектов деталей установок электроцентро-
бежных насосов (УЭЦН), которые выявляются в ходе выполнения операций очистки, оценки и дефектоскопии в специализированном
роботизированном автономном модуле диагностики. Проведен комплексный статистический анализ с использованием методов
описательной статистики, регрессионного анализа, анализа временных рядов и многомерных методов на основе репрезентативной
базы данных об отказах УЭЦН. Анализ результатов регрессионного анализа выявил значительное влияние температуры и давления
на вероятность возникновения дефектов деталей УЭЦН. С использованием полученного результата и данных о режимах работы
реализован прототип экспертно-советующей системы, генерирующей рекомендации по оптимизации режимов чистки, оценки и дефек-
тоскопии, указывающей на наиболее вероятные типы дефектов. Внедрение предложенных рекомендаций обеспечивает сокращение
временных и стоимостных затрат на подготовительные операции, массогабаритный контроль, повышение точности дефектоскопии и,
как следствие, рост надежности функционирования УЭЦН, снижение операционных издержек нефтегазодобывающих предприятий.
Проведенное исследование демонстрирует высокий потенциал для применения современных статистических методов решения
практических задач в нефтегазовой промышленности.

Ключевые слова: установки электроцентробежных насосов, дефекты деталей, статистический анализ, регрессионный анализ,
дефектоскопия, нефтегазовая промышленность
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This article presents the prospects for using statistical analysis of defects in parts of electric centrifugal pumps (ECP) installations, which are
detected during cleaning, evaluation and flaw detection operations in a specialized robotic autonomous diagnostic module. A comprehensive
statistical analysis was carried out using methods of descriptive statistics, regression analysis, time series analysis and multidimensional
methods based on a representative database of ESP failures. The analysis of the regression analysis results revealed a significant influence
of temperature and pressure on the probability of defects in the ESP parts. Using the obtained result and data on operating modes, a
prototype of an expert-advising system has been implemented that generates recommendations for optimizing cleaning, evaluation and flaw
detection modes, indicating the most likely types of defects. The implementation of the proposed recommendations ensures a reduction
in time and cost costs for preparatory operations, weight and dimensional control, increased accuracy of flaw detection and, as a result,
increased reliability of the operation of the ESP, reduced operating costs of oil and gas producing enterprises. The conducted research
demonstrates a high potential for the application of modern statistical methods for solving practical problems in the oil and gas industry.
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1. Введение

Установки электроцентробежных насосов (УЭЦН)
являются неотъемлемой частью системы добычи нефти
в современной нефтегазовой промышленности, поэто-
му актуальной проблемой является обеспечение бес-

перебойной работы скважинного оборудования, в том
числе и за счет организации своевременного ремонта
на месте. Эксплуатационная надежность оборудования
напрямую зависит от качества составляющих его де-
талей, сборочного процесса и режимов работы. В про-
цессе функционирования УЭЦН большая часть его де-
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талей подвергаются воздействию агрессивных сред и
значительным механическим нагрузкам, что приводит
к ускоренному развитию процессов износа и проявле-
нию различных видов дефектов, которые могут спро-
воцировать преждевременный отказ системы.

Подготовительным этапом к проведению дефек-
тоскопии деталей является их очистка (промывка) с
целью удаления загрязнений, препятствующих опре-
делению дефектов или оказывающих негативное вли-
яние на качество контроля. Однако данные операции
зачастую характеризуются высокими трудоемкостью
и временными затратами, что снижает общую произ-
водительность процесса подготовки.

После завершения операций очистки осуществля-
ются визуальный и инструментальный контроль для
поиска и классификации дефектов, выполняется состав-
ление карты с указанием координат и размеров выяв-
ленных отклонений формы, нарушений поверхностей
и пр. согласно дефектной ведомости. Традиционные
методы контроля обладают рядом недостатков, такими
как субъективность оценки, вариабельная продолжи-
тельность процесса, а также потенциально невысокая
точность при обработке больших объемов изделий.

В связи с вышеизложенным для интенсификации
процесса, повышения эффективности, качества и объ-
ективизации операций очистки, промывки и дефекто-
скопии деталей УЭЦН предлагается не только провести
автоматизацию контрольных операций за счет исполь-
зования промышленного робота, а также разработать
методику применения статистических методов анали-
за полученной и входной информации. Использование
статистического аппарата позволит оптимизировать
режимы очистки и промывки деталей, поступающих
в комплекс, а также реализовать гибкие, адаптивные
алгоритмы детектирования и классификации дефектов
с высокой степенью точности.

Корректное использование статистических мето-
дов обеспечит значительное сокращение временных
затрат на подготовительные операции при поступле-
нии деталей на контроль и повысит качество их дефек-
тоскопии, гарантируя быстрое выявление дефектных
элементов. Это, в свою очередь, позволит предупре-
дить отказы оборудования, минимизировать издержки,
связанные с ремонтом и простоями, а также повысить
уровень промышленной безопасности технологических
процессов в нефтегазовой отрасли.

Таким образом, проведение статистического ана-
лиза для оптимизации процессов подготовки и контро-
ля деталей УЭЦН является актуальной задачей, реше-
ние которой имеет важное научно-практическое зна-
чение для повышения эффективности и надежности
функционирования промыслового оборудования.

2. Использование статистического анали-
за для выявления причин отказов
Методы статистического анализа долгое время на-

ходят применение в нефтегазовой отрасли для решения
различных задач, связанных с повышением эффектив-

ности добычи, транспортировки и переработки углево-
дородов. Так, в работе [1] представлен обзор методов,
используемых для оценки надежности нефтегазового
оборудования и позволяющих выполнить анализ выжи-
ваемости или вида распределения наработки на отказ,
регрессионный анализ и анализ временных рядов. Ав-
торы подчеркивают важность применения статистиче-
ских методов для поиска различных факторов или их
комбинаций, влияющих на надежность оборудования,
и служащих информационным базисом при разработке
эффективных мер по предотвращению отказов.

В работе [2] рассмотрено применение анализа Па-
рето для идентификации наиболее значимых факто-
ров, влияющих на отказы нефтегазового оборудования.
Авторы демонстрируют эффективность предлагаемо-
го метода на примере анализа отказов трубопроводов,
что позволило выявить основные причины отказов и
сосредоточить усилия на их устранении.

Применение методов статистического анализа от-
крывает новые возможности для корректного и адек-
ватного учета причин отказов оборудования, а в нашем
случае это самое массово применяемое на месторож-
дениях — УЭЦН [3]. По сравнению с традиционными
подходами для анализа информации, базирующимися
на основе эмпирического опыта, статистический ана-
лиз обладает рядом существенных преимуществ:

1. Объективность и обоснованность выводов за счет
использования проверенных (рекомендуемых)
математических методов обработки больших мас-
сивов данных, не зависящих от субъективного
мнения экспертов.

2. Возможность комплексного учета влияния множе-
ства факторов: условий эксплуатации, режимов
работы, конструктивных особенностей и т.д.

3. Выявление скрытых взаимосвязей и зависимо-
стей между факторами и показателями надежно-
сти, которые сложно обнаружить при использова-
нии традиционных методов.

4. Построение количественных моделей, позволяю-
щих прогнозировать вероятность отказов и оста-
точный ресурс в зависимости от наиболее значи-
мых переменных [3].

5. Ранжирование причин отказов по степени
их деструктивного воздействия, что дает ос-
нову для выработки приоритетных мер по
повышению надежности.

6. Возможность выявления периодических ко-
лебаний и (или) сезонных изменений в
частоте отказов.

Таким образом, методы статистического анализа
могут стать мощным инструментом для исследования
причин отказов УЭЦН, позволяющим перейти от ка-
чественных экспертных оценок к количественно обос-
нованным выводам, полученным на основе обработки
объективных данных. Предлагаемый подход открывает
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новые перспективы для роста эффективности нефте-
добычи за счет повышения надежности используемого
оборудования.

Анализ видов и причин отказов УЭЦНявляется в со-
временных условиях необходимой задачей, поскольку
позволяет разработать превентивные меры для повы-
шения надежности этого вида оборудования. В исследо-
вании [3] проводится комплексный анализ причин ос-
новных видов отказов УЭЦН, таких как коррозия, износ,
засорение и механические повреждения деталей. Ав-
торы выявили, что наиболее распространенными при-
чинами являются коррозия корпусных деталей, износ
рабочих колес насоса и засорение рабочих ступеней ме-
ханическими примесями.

В работе [4] изучается влияние режимов работы
УЭЦН, в частности, объемных расходов подачи и созда-
ваемого напора, на их надежность. Авторы обнаружили,
что отклонение от оптимальных режимов работы мо-
жет привести к повышенному износу деталей насоса и,
как следствие, к поломкам оборудования.

Условия эксплуатации скважин, такие как обвод-
ненность, температура пластовой жидкости, содержа-
ние сероводорода и механических примесей оказывают
значительное влияниенанадежностьУЭЦН. В работе [5]
рассматривается воздействие высокой обводненности
на коррозию и износ деталей УЭЦН и показано, что
повышенная обводненность может ускорить процессы
коррозии и способствовать более интенсивному износу
рабочих колес насоса.

Авторы другого исследования [6] анализируют вли-
яние высокого содержания сероводорода на поврежде-
ние подшипников электродвигателя и коррозию кор-
пусных деталей УЭЦН. Результаты свидетельствуют о
необходимости применения специальных коррозион-
ностойких материалов и регулярного мониторинга со-
стояния подшипников в условиях высокого содержания
сероводорода.

3. Постановка задачи при разработке
робототехнического модуля
Основной целью настоящего исследования являет-

ся проведение статистического анализа дефектов дета-
лей УЭЦН для разработки рекомендаций по интенси-
фикации и повышению эффективности процессов их
очистки, промывки с последующей дефектоскопией.

Для достижения поставленной цели пред-
полагается решение следующего комплекса
взаимосвязанных задач:

1. Анализ существующих методов статистического
исследования дефектов в применении к объектам
нефтегазовой промышленности с целью опреде-
ления наиболее перспективных подходов.

2. Формирование репрезентативной базы дан-
ных о дефектах деталей УЭЦН, включаю-
щей информацию о видах, локализации, ха-
рактеристиках дефектов, а также условиях
эксплуатации оборудования.

3. Проведение обоснованного выбора статистиче-
ских методов и программных средств для анализа
сформированной базы данных.

4. Проведение статистического исследования дефек-
тов деталей УЭЦН с использованием методов опи-
сательной статистики, кластерного анализа, мно-
гомерного шкалирования и других релевантных
методов.

5. Выявление закономерностей возникнове-
ния и взаимосвязей различных видов де-
фектов на основе результатов проведенного
статистического анализа.

6. Разработка рекомендаций по оптимизации режи-
мов чистки и промывки деталей с учетом выяв-
ленных закономерностей для повышения произ-
водительности данных операций.

7. Предложение усовершенствованной системы де-
фектоскопии деталей УЭЦН с использованием ме-
тодов автоматической классификации дефектов
на основе статистического анализа для повыше-
ния скорости и качества контроля.

8. Оценка потенциальных экономических эффектов
от внедрения разработанных рекомендаций по
интенсификации процессов подготовки и контро-
ля деталей УЭЦН.

Решение поставленных задач позволит получить
научно-обоснованные результаты, имеющие важное
прикладное значение для повышения производитель-
ности, качества и безопасности технологических про-
цессов в нефтегазовой отрасли.

4. Методология исследования.
Источники и сбор данных об отказах
УЭЦН, выбор метода
В качестве источников данных для проведения ста-

тистического анализа загрязнений и дефектов деталей
УЭЦН были использованы отчеты о ремонтах и описа-
ния отказов скважинного оборудования, предоставлен-
ные нефтегазодобывающими компаниями и находящи-
еся в открытом доступе. Собранные данные охватывали
информацию об отказах УЭЦН на различных месторож-
дениях с разнообразными геолого-физическими усло-
виями эксплуатации [7–9]. В отчетах содержались све-
дения о видах отказов, наработке на отказ, условиях экс-
плуатации скважин (обводненность, содержание серо-
водорода, температура пластовой жидкости, содержа-
ние механических примесей) и режимах работы УЭЦН
(подача, напор). Собранные данные были обработаны,
систематизированы и подготовлены для дальнейшего
статистического анализа.

Основные причины отказов отражены в табл. 1 и
2 согласно работам [10–14].

Далее приведем описание областей применения,
решаемых задач и использованных в исследовании ме-
тодов статистического анализа.
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Таблица 1. Причины разрушения УЭЦН по группам типоразмеров, %

Причины Типоразмер УЭЦН
ВННПИ5-25 ВННПИ5-(59..125) ВННПИ5А-(124..240)

Причины, связанные с нарушением технологии эксплуатации скважин
Геолого-технические мероприятия 31 34 33
Солеотложения 22 8 4
Засорение механическими примесями 11 8 8
Снижение динамического уровня 12 17
Вина нефтегазодобывающего управления
(НГДУ)

5 8

Некачественный вывод на режим
Некачественный подбор УЭЦН 0,2
Коррозия 1,41
Бесконтрольная эксплуатация 0,2

Причины, связанные с нарушением технологии подземного ремонта скважин (ПРС)
Негерметичность НКТ 5 8
Механические повреждения кабеля 0,4 4
Нарушение технологии спуско-
подъемной операции (СПО)

8

Полет по НКТ 0,2 4
Некачественная подготовка скважины 0,4

Конструктивная надежность УЭЦН
Отказ ЭЦН 13
Отказ погружного электродвигателя
(ПЭД)
Отказ гидрозащиты
Отказ кабельной линии
Некачественный ремонт 3 18

Таблица 2. Список возможных дефектов деталей УЭЦН

Специфика месторождения Ожидаемая неисправность Вероятность, %

Высокая обводненность

Износ рабочих колес насоса 5,0
Коррозия корпусных деталей 4,4
Засорение рабочих ступеней
механическими примесями

5,6

Отложения солей на деталях 5,0

Высокое содержание сероводорода
Повреждение подшипников
электродвигателя

7,0

Коррозия корпусных деталей 8,0
Разрушение рабочих лопаток 8,0

Высокая температура пластовой жидкости
Повреждение уплотнений вала 7,0
Выход из строя электродвига-
теля

5,0

Трещины в корпусе насоса 7,0

Высокое содержание механических примесей
Износ рабочих колес насоса 8,0
Засорение рабочих ступеней
механическими примесями

5,0

Разрушение рабочих лопаток 8,0

Высокий газовый фактор
Обрыв кабельной линии 12,0
Выход из строя электродвига-
теля

5,0
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Методы описательной статистики позволяют полу-
чить общее представление о массиве данных по отка-
зам УЭЦН, рассчитать основные статистические пока-
затели и визуализировать распределение дефектов. К
таким методам относятся:

• Расчет среднего, медианы, моды, квартилей для
количественных переменных (например, количе-
ства отказов за период).

• Построение гистограмм, диаграмм размаха для
визуализации распределения дефектов по типам,
деталям, условиям эксплуатации.

• Расчет частот (процентных долей) для ка-
чественных переменных (например, доля
коррозионных повреждений).

Основное преимущество приведенных выше ме-
тодов заключается в наглядности представления дан-
ных, поэтому они довольно часто используются в неф-
тегазовой отрасли. Но им также присущ существенный
недостаток — они не позволяют выявить какие-либо
связи между переменными ифакторами. Поэтому пред-
лагается использовать регрессионный анализ, так как
методы регрессионного анализа помогут установить
зависимости между факторами (условиями эксплуата-
ции УЭЦН) и вероятностью возникновения различных
видов дефектов деталей. Так линейная регрессия позво-
лит построить модели зависимости вероятности дефек-
та от одного или нескольких факторов (состав флюида,
температура, давление и т.д.). А логическая регрессия
может быть применена в более простых задачах для
выявления бинарно зависимой переменной (дефект
есть/нет).

Преимущества регрессионного анализа: количе-
ственная оценка влияния факторов, возможность про-
гнозирования. Недостатки: требуются большие объемы
данных, необходимо выполнение целого ряда предпо-
сылок.

Использование другого метода, а именно, анализа
временных рядов позволит исследовать в динамике из-
менения частоты возникновения дефектов во времени,
выявлять устойчивые тренды и сезонные компоненты.
Для этого применяются следующие инструменты:

1. Разложение временного ряда на составляющие
(тренд, сезонность, остаток) с помощью сглажива-
ющих процедур.

2. Прогнозирование будущих значений временного
ряда с использованием различных методов (экс-
поненциальное сглаживание, ARIMA и др.)

Достоинства метода: эффективность выявления пе-
риодичности в анализируемых данных. Недостатки: не
учитывает влияние факторов, требуется большой объ-
ем наблюдений.

Контрольные карты применяются как инструмент
контроля качества процессов, что позволяет отслежи-
вать стабильность частот возникновения дефектов,
своевременно фиксировать нежелательные выбросы.

Так карты Шухарта необходимы для получения количе-
ственных данных — числа дефектов за определенный
период. Может быть построена карта долей для каче-
ственных данных, например, доля дефектных деталей.
Преимущества данного метода: эффективность как ин-
струмента текущего контроля. Недостатки: не способен
выявить причины нестабильности.

Кластерный анализ позволяет разбить совокуп-
ность объектов (отказов УЭЦН) на группы (кластеры) по
признакам сходства. Наиболее известные виды кластер-
ного анализа: иерархические методы (агломеративные,
дивизимные); метод k-средних; метод ЕМ. Достоинства:
способен выделить типичные сочетания дефектов, ха-
рактерные для разных условий эксплуатации. Недостат-
ки: необъективность выбора мер сходства, сложность
интерпретации кластеров.

Многомерные методы анализа, к которым относят-
ся как факторный анализ, так и анализ главных ком-
понент. Их корректное использование позволяет со-
кратить размерность анализируемых данных и эффек-
тивно выявить даже скрытые факторы, влияющие на
возникновение дефектов. Преимущества: позволяют
учитывать комплексное взаимодействие множества пе-
ременных. Недостатки: сложность интерпретации ре-
зультатов, большие требования к объему данных.

Так как основная задача исследования состояла в
оценке перспективности применения статистических
методов для решения задачи повышения эффективно-
сти роботизированного модуля дефектовки, то был вы-
бран метод линейной регрессии. Его простота в реа-
лизации позволила эффективно и адекватно решить
поставленную задачу — количественно оценить влия-
ние различных факторов (состав флюида, температура,
давление и т.д.) на вероятность возникновения отдель-
ных видов дефектов деталей УЭЦН. При наличии боль-
ших массивов накопленных данных по отказам УЭЦН с
его помощью можно построить качественные регрес-
сионные модели с высокой степенью достоверности.
К тому же, при необходимости, дополнительно могут
использоваться и другие методы, например, метод опи-
сательной статистики для визуализации данных или
кластерный анализ для выявления типичных комбина-
ций дефектов.

5. Результаты исследований
применимости выбранного метода
Построена компьютерная модель для определения

зависимости частоты проявления дефектов в деталях
УЭЦН от различных факторов эксплуатации [15–17], ба-
зирующаяся на линейной регрессии. Основными неза-
висимыми переменными, включенными в модель, вы-
браны состав флюида, температура и давление. Для
оценки качества модели были рассчитаны следующие
метрики:

• среднеквадратичная ошибка (Mean Squared Error,
MSE): 0.50 ;

• коэффициент детерминации (R2): 0.82;
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• скорректированный коэффициент детерминации
(Adjusted R2): 0.64.

Количество наблюдений в исследовании было огра-
ничено 10-ю измерениями. Это относительно неболь-
шой объем данных, что может влиять на точность и
надежность модели, но для поставленной задачи по
качественной оценке этого вполне достаточно.

Результаты оценки модели представлены на рис. 1.
Результаты оценки модели линейной регрессии по-

казали высокую степень объяснительной способности
(R2 = 0.82), что указывает на значительное влияние рас-
сматриваемых факторов на вероятность возникнове-
ния дефектов. Тем не менее, относительно невысокое
значение скорректированного R2 (0.64) и небольшое
количество наблюдений (10) предполагают необходи-
мость увеличения объема данных для повышения на-
дежности выводов. Коэффициенты модели также ука-
зывают на значительное влияние температуры и дав-
ления на вероятность дефектов, что может служить ос-
нованием для проведения дальнейших исследований
для выбора эффективных мер по оптимизации усло-
вий эксплуатации УЭЦН с целью уменьшения частоты
возникновения дефектов.

Результаты исследования демонстрируют потен-
циальные и перспективные направления улучшения
модели, включая сбор большего объема данных и разра-
ботку алгоритмов проверки выполнения предпосылок
линейной регрессии.

Построенные регрессионные модели будут исполь-
зованы для прогнозирования и оптимизации программ
ремонтно-профилактических мероприятий.

6. Заключение
Проведенное исследование продемонстрировало

актуальность и перспективность применения методов
статистического анализа для выявления причин отка-
зов УЭЦН и оптимизации процессов их подготовки, ре-
монта и контроля.

На основе собранной базы данных, сформирован-
ной из отчетов о ремонтах и истории отказов скважин-
ного оборудования, был проведен комплексный ста-
тистический анализ с использованием методов описа-
тельной статистики, регрессионного анализа, анализа
временных рядов и многомерных методов.

Результаты регрессионного анализа с применени-
ем модели линейной регрессии выявили значительное
влияние таких факторов, как температура и давление,
на вероятность возникновения различных видов де-
фектов деталей УЭЦН. Это указывает на необходимость
дальнейшей оптимизации условий эксплуатации обо-
рудования для повышения его надежности.

Полученные в ходе исследования данные и
выводы позволили сформулировать рекоменда-
ции по совершенствованию режимов чистки, про-
мывки и дефектоскопии деталей УЭЦН с целью
интенсификации этих процессов, повышения их
производительности и качества.

Рис. 1. Результаты моделирования отказа УЭЦН

Внедрение предложенных рекомендаций, базиру-
ющихся на результатах статистического анализа, будет
способствовать сокращению временных и трудовых за-
трат на подготовку деталей к контролю, повышению
точности и эффективности дефектоскопии, что в конеч-
ном итоге обеспечит рост надежности функционирова-
ния УЭЦН и снижение издержек нефтегазодобывающих
предприятий.

Таким образом, проведенное исследование демон-
стрирует высокийпотенциал применения современных
статистических методов для решения практических за-
дач в области нефтегазовой промышленности и откры-
вает перспективы для дальнейших научных разработок
в данном направлении.
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За последние несколько десятков лет основной технологией нефтедобычи в России является механизированный способ, реализуемый за
счет размещения в скважинах установки электроцентробежного насоса (УЭЦН). По причине удаленности месторождений нефтедобычи и
экономической нецелесообразностью транспортировки отработавших свой рабочий ресурс установок, возникает простой и скапливание
УЭЦН непосредственно рядом с месторождением. Для реализации возможности ремонта и возвращения работоспособности вышедшим
из строя насосам предлагается разработка мобильного робототехнического модуля сортировки, дефектовки и хранения деталей
УЭЦН, входящего в состав мобильного робототехнического комплекса по проведению ремонта установок. В статье рассматриваются
современные методы проведения контроля формы деталей, реализуемые за счет использования нейронных сетей и машинного
обучения, что позволит увеличить точность распознавания дефектов. На основе анализа различных методов контроля выявлены их
недостатки, которые могут проявиться при использовании в разрабатываемом робототехническом модуле на этапе предварительной
обработки. Для устранения выявленных недочетов предложено использовать дообучение нейросетевой модели непосредственно в
ходе ее эксплуатации. По итогам анализа и проведенных компьютерных экспериментов определен оптимальный способ решения
поставленной задачи в виде методики и алгоритмов модификации нейросетевого метода распознавания формы деталей УЭЦН, что
позволило увеличить точность выявления наиболее распространенных дефектов.

Ключевые слова: нейросетевая модель, машинное обучение, распознавание объектов, ремонт УЭЦН, контроль формы,
дефектовка

Modification of algorithms for neural network-based shape recognition
of ESP components in the automation of inspection operations
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In recent decades, the primary oil extraction technology in Russia has been the mechanized method, implemented by installing Electric
Submersible Pump (ESP) units in wells. Due to the remote locations of oil fields and the economic impracticality of transporting units that
have exhausted their service life, downtime and accumulation of ESPs occur directly near the fields. Given the possibility of repairing and
restoring the functionality of failed pumps, the development of a mobile robotic module for sorting, defect detection and storage of ESP
components is proposed. This module would be part of a mobile robotic complex for conducting repairs of the units. This article examines
modern methods of shape inspection of components using neural networks and machine learning, which also improve defect recognition
accuracy. Based on the analysis of various control methods, their disadvantages have been identified, which may manifest themselves when
they are used in the developed robotic module at the preprocessing stage. To eliminate the identified shortcomings, it is proposed to use
additional training of the neural network model directly during its operation. Based on the results of the analysis and conducted computer
experiments, the optimal way to solve the problem was determined in the form of methods and algorithms for modifying the neural network
method for recognizing the shape of ESP parts, which made it possible to increase the accuracy of detecting the most common defects.
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1. Введение

Согласно отчетам Министерства финансов Россий-
ской Федерации за последние годы нефтяные доходы
составляют значительную часть федерального бюдже-

та [1] и являются одной из наиболее прибыльных до-
ходных статей страны. Одной из распространенных тех-
нологий добычи нефти является эксплуатация механи-
зированных установок электрических центробежных
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насосов (УЭЦН) [2]. Более двух третей всей нефтедо-
бычи на освоенных месторождениях осуществляется
с использованием УЭЦН, при этом большая их часть
расположена в отдаленных регионах страны [3]. Одной
из основных проблем, помимо отдаленности участков
нефтедобычи и тяжелых климатических условий, с ко-
торой сталкиваются нефтедобывающие компании, яв-
ляется простой месторождения из-за преждевремен-
ного отказа УЭЦН, вызванного износом оборудования
из-за различных примесей (соли, песок, парафин и дру-
гие). Основываясь на экономических аспектах целесо-
образности замены и ремонта УЭЦН можно отметить,
что нефтедобывающим компаниям выгоднее склади-
ровать отработанные УЭЦН рядом с месторождением.
Так как время работы УЭЦН относительно отработки
всей скважины приблизительно определяется как 20 к
1 [4], а концентрация скважин на одном месторожде-
нии достигает нескольких сотен [5], то накопленные
после демонтажа УЭЦН являются потенциальным за-
пасом вновь реализуемого, после восстановительных
процедур, оборудования. Поэтому в настоящее время
актуальными становятся разработка и применение но-
вых методов автоматизации ремонта УЭЦН, что позво-
лит сократить простои скважин и сэкономить ресурсы
нефтедобывающий компаний, а также повысить общую
эффективность нефтедобычи. Поэтому было предложе-
но разработать мобильный роботизированный модуль
для осуществления ремонта УЭЦН непосредственно на
месторождении.

В работе [6] авторами была проведена декомпози-
ция задач, итогом которой стала архитектура роботизи-
рованного модуля, включающая три функционально са-
модостаточных модуля: модуль предварительной под-
готовки деталей, модуль дефектовкиимодуль хранения
деталей УЭЦН. Для каждого модуля выделены наиболее
затратные и трудоемкие операции, требующие специ-
фического подхода при решении поставленных задач.
Так, длямодуля предварительнойподготовки—это опе-
рация обработки (очистки) поступающих после разбора
УЭЦН деталей и проведение входного контроля формы;
для модуля дефектовки — контроль формы, выявле-
ние дефектов поверхности и определение отклонений
размеров в соответствии с картой контроля, а для мо-
дуля хранения — логистика входного, внутреннего и
выходного потоков, статистическая обработка данных,
содержащихся в базе данных.

Модуль предварительной подготовки и обработки
деталей представляет собой комплекс оборудования,
в котором необходимо провести необходимые виды
обработки входного потока и выполнить предваритель-
ную (грубую) дефектовку деталей УЭЦН (детали типа:
аппарат направляющий, втулка защитная вала, колесо
рабочее (рис. 1) и прочее). В качестве базового оборудо-
вания используются манипулятор с захватным устрой-
ством, автоматическая адаптивная мойка для очист-
ки деталей, сушильный шкаф, а также программно-
аппаратный комплекс выявления дефектов формы и
веса деталей. В статье сжато приводится описание пред-

лагаемой модификации алгоритмов нейросетевого рас-
познавания формы деталей при роботизации операции
контроля, определяется вариант реализации в модуле
предварительной подготовки.

В соответствии с предложенным подходом эффек-
тивность всего разрабатываемого модуля складывается
из решения задач в каждом из этапов сортировки с це-
лью увеличения производительности, снижения энер-
гозатрат и автоматизации технологического процесса.
Качественная обработка деталей с отбраковкой явного
нарушения формы и массы позволит в целом сократить
время обработки входного потока, так как более затрат-
ными по времени операциями являются операции кон-
троля поверхностных дефектов и размеров. Благодаря
предлагаемому подходу на указанные выше этапы по-
падут детали, не имеющие явных отклонений от техни-
ческих требований согласно дефектационной карте.

2. Постановка задачи дефектовки
деталей на этапе предварительно
й обработки

2.1. Влияние загрязненности на дефекты формы
деталей УЭЦН

Одной из распространенных причин отказа работ
УЭЦН является не только неисправность деталей ввиду
явных дефектов, но и сильная загрязненность деталей.
Типы и интенсивность загрязнений напрямую зависят
от условий эксплуатации насосов: достаточно часто сов-
местно с пластовыми водами происходит захват меха-
нических примесей в виде песка [7], изменение физиче-
ских и химических параметров добываемой нефти при-
водит к возникновению и отложению солей [8], а про-
стои между закачкой нефти приводят к асфальтосмо-
лопарафиновым отложениям (АСПО) и образованию
эмульсионных пленок [9]. Типы загрязнений и методы
их ликвидации на деталях представлены в табл. 1.

Рис. 1. CAD-модель детали «Аппарат направляющий
(ЭЦНМ 5-125)»
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Таблица 1. Типы загрязнений деталей УЭЦН и методы очистки

Тип загрязненности Методы очистки
Отложения солей Использование химических растворов или кислот для растворе-

ния и удаления химических отложений
Асфальтосмолопарафиновые
отложения

Комбинированные способы очистки с использованием тепловых
методов вместе с химическими растворами

Парафиновое налипание Промывка высокотемпературными растворами
Образование эмульсионных
пленок

Химическое растворение с использованием специализированных
растворов или растворителей. Промывка под высокими давлени-
ем и температурой

Песчано-глинистые отложения Промывка под высоким давлением или ультразвуком
Коррозия Электрохимический или ультразвуковой метод избавления от кор-

розии. Механическая чистка деталей

Загрязненность деталей часто имеет комплексный
характер и сопровождается несколькими типами за-
грязнений, при этоминтенсивность загрязненийможет
привести к невозможности деликатной очистки, так как
попытки убрать такие сложные наслоения приводит к
разрушению поверхности детали. Поэтому необходимо
отсеивать подобные детали на этапе предварительной
обработки и отправлять в брак.

После очистки и сушки деталей проводится анализ
на выявление дефектов формы и массы. Если дефект
формы и массы были выявлены, деталь отправляется
в брак, в иных случаях, если целостность не наруше-
на, деталь направляется для дальнейшей дефектовки
поверхности и размеров в следующий модуль.

2.2. Виды дефектов формы деталей УЭЦН
и способы их диагностики

К дефектам формы деталей относятся отклонения
от изначальной геометрической формы, от заданного
профиля (сечения) детали, различные виды деформа-
ции и искривления, разрушение компонентов или де-
тали в целом ввиду износа во время эксплуатации и
воздействия загрязняющих факторов. Сравнительный
анализ методов контроля соответствующих дефектов
описан в табл. 2.

Дефекты формы могут также, как и загрязнения,
иметь комплексный характер, поэтому необходимо
рассмотреть возможность одновременного использо-
вания нескольких методов контроля для увеличения

Таблица 2. Сравнительный анализ перечня распознавания и контроля дефектов формы деталей

Метод контроля Преимущества Недостатки
С использованием дат-
чиков координатно-
измерительных машин
(КИМ) — щупы

Простота внедрения и установки.
Возможность определения фор-
мы сложных объектов

Времязатратное определение де-
фектов. Быстрый износ щупов по
причине стирания головки щупа

Сопоставление с облаком
точек CAD-модели

Высокая точность определения
формы объекта и возникшего де-
фекта

Крайне низкая скорость определе-
ния дефектов. Сопоставление обла-
ка точек с исследуемым объектом

Контроль формы по методу
«световой щели»

Высокая скорость обнаружения
дефектов. Низкая стоимость внед-
рения оборудования

Условность использования метода.
Ограниченность в определении ви-
дов дефектов формы

Метод контроля формы при
помощи сканирующей элек-
тронной микроскопии

Высокое разрешение изображе-
ния для обнаружение различных
дефектов

Высокая стоимость оборудования

Доплеровская интерферо-
метрия

Высокая точность измеренийфор-
мы и деформаций

Высокая стоимость оборудования

Метод сопоставления с
трехмерной идеальной
CAD-моделью

Высокая точность определения
дефектов формы

Сопоставление исследуемого объ-
екта с моделью

Метод контроля с использо-
ванием оборудования КИМ

Высокая точность и скорость
определения дефектов деталей.
Возможность работать со сложны-
ми типами деталей

Крайне большие габариты оборудо-
вания. Высокая стоимость оборудо-
вания и инструментов
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скорости и точности определения дефектов. К пред-
почтительным методам контроля формы, выполняе-
мым за счет специфического оборудования, относятся
контроль формы объектов по методу «световой щели»
и метод сопоставления с трехмерной идеальной CAD-
моделью.

Для реализации предлагаемых методов контроля
формы на этапе предварительной обработки деталей с
целью увеличения производительности, точности и ско-
рости распознавания дефектов наиболее эффективным
способом реализации цифровой обработки полученных
данных представляется использование нейросетевых
методов контроля при модификации алгоритмов рас-
познавания с учетом специфики решаемой задачи.

3. Методология контроля формы
Перед отправкой деталей в модуль дефектовки, с

целью снижения его загрузки, необходимо отбраковать
детали, имеющие явные дефекты: критические разру-
шения детали; деформации, не допускающие восстано-
вительных работ; отсутствие функциональных и кон-
структивных частей детали. Для применения нейросе-
тевых методов, как было показано выше, необходимо
выбрать эффективный способ их модификации.

На сегодняшний день существует множество раз-
личных методов модификации нейронных сетей с це-
лью увеличения скорости и точности распознавания. К
таким методам относятся сверточные нейронные сети
на базе операторов Собеля или Приютта [10], также па-
раллельно рассматривалась возможность использова-
ния нечеткой логики для определения дефектов формы.
Однако данные методы неприменимы на практике и в
производстве ввиду высоких требований, предъявляе-
мых к оборудованию, и сложности в практической реа-
лизации (эксперименты показали, что при малых сме-
щениях объекта значительно падает точность распозна-
вания). В связи с этимпредлагаются более современные
методы и подходы для решения задачи распознавания
дефектов формы, в которых используются обученные и
модифицированные нейронные сети, адаптированные
для использования на реальных производствах.

3.1. Анализ нейросетевых методик
контроля формы

Одним из наиболее эффективных методов распо-
знавания дефектных деталей представляется использо-
вание сверточных нейронных сетей с внедрением из-
менений, целью которых являются различные способы
улучшения модели: уменьшение входных параметров,
сокращение выборки с сохранением точности, опти-
мизация размера выборки для увеличения точности и
прочее.

Так, в работе [11] продемонстрировано использо-
вание сверточных нейронных сетей для решения за-
дачи распознавания конденсаторов, что позволило не
только добиться высокой точности, но и высокой ско-
рости распознавания, приближенной к эффективности

работы человека. Отличительной особенностью реали-
зации является применение метода всего для 4-х клас-
сов, вследствие чего появилась возможность использо-
вания модели YOLO-v3 [12], способной обрабатывать
изображения в реальном времени. Также была моди-
фицирована классификационная модель с использо-
ванием MobileNet, что позволило уменьшить входные
параметры, а значит увеличить скорость работы клас-
сификатора. Экспериментальная проверка модифици-
рованной сверточной нейросети продемонстрировала
точность ∼95 %, что является достаточно высоким ре-
зультатом для четырехклассовой модели.

В работе [13] представлены исследование и анализ
различных нейросетевых моделей, целью которых бы-
ло сравнение эффективности простыхмоделей с малым
числом слоев и моделей с большим числом слоев. Ре-
зультаты исследования показали, что модели с малым
числом слоев не сильно отстают в показателях каче-
ства и точности по сравнению с большими моделями.
Продолжение эта работа получила в [14], где показана
модернизация модели ResNet с использованием архи-
тектур Swin-B и Swin-T, демонстрирующая увеличение
точности распознавания по сравнению с классически-
ми вариантами модели без модернизации.

Таким образом, для проведения контроля дефектов
формы деталей предлагается использовать нейронные
сети, к которым применены модификации, позволяю-
щие повысить скорость и точность распознавания та-
ких дефектов формы, как формообразующие дефекты,
сильное разрушение детали, искривления и отсутствие
технологических элементов распознаваемого объекта.

4. Решение поставленной задачи
модифицированным нейросетевым
методом
Целью проведенной работы является генерация

обучающей выборки на основе трехмерных CAD-
моделей исследуемых объектов, что позволит выявить
и обосновать модификации, необходимые для увели-
чения точности распознавания дефектов.

Для достижения поставленной цели предлагается
следующая технология решения:

1. На основе чертежей, дефектационных карт и тех-
нологической документации выполнить создание
идеальных CAD-моделей исследуемых объектов
(Solidworks), моделей с различными типами де-
фектов.

2. Сформировать выборку из нескольких сотен изоб-
ражений для дальнейшего обучения модели.

3. Обучить модель типа ResNet для классификации
и контроля дефектов формы, провести проверку
точности обученной модели.

4. Произвести модификацию модели на предобучен-
ной модели ImageNet и сравнить результаты с ре-
зультатами, полученными на модели без модифи-
кации.
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5. Оценить возможность использования предобучен-
ной модели для контроля реальных деталей и воз-
можность ее дообучения в ходе работы с увеличе-
нием набора данных за счет расширения выбор-
ки объектов, прошедших предварительную дефек-
товку формы в роботизированном модуле.

Реализация предлагаемого подхода позволит улуч-
шить качество модели и роботизированного модуля в
целом, что позволит увеличить скорость работы моду-
ля предварительной подготовки и разгрузить прочие
модули для решения более приоритетных задач по сор-
тировке, дефектовке и хранению деталей.

5. Результаты тестирования полученных
нейросетевых моделей
Определение результатов тестирования модели це-

лесообразно осуществлять на основе матрицы оши-
бок (Confusion matrix) (рис. 2), позволяющей оценить
точность разработанной (применяемой) модели по
нескольким параметрам:

• истинно-положительные объекты (True Positive) —
объект представляет собой класс 1 и алгоритм
идентифицирует как класс 1;

• ложно-положительные объекты (False Positive) —
объект представляет собой класс 0, а алгоритм
идентифицирует как класс 1;

• истинно-отрицательныеобъекты (TrueNegative)—
объект представляет собой класс 0 и алгоритм
идентифицирует как класс 0;

• ложно-отрицательные объекты (False Negative) —
объект представляет собой класс 1, а алгоритм
идентифицирует как класс 0.

Точность (или Precision) определяется как отноше-
ние числа истинно-положительных классификаций к
общему числу положительных идентификаций:

Precision(Точность) = TP
(TP + FP) .

Рис. 2. Матрица ошибок (Confusion matrix)

Полнота (Recall) — доля истинно-положительных
примеров:

Recall(Полнота) = TP
(TP + FN) .

Доля правильно классифицированных примеров
называют также Accuracy:

ACC = TP + TN
TP + TN + FP + FN

.

В табл. 3 представлена матрица ошибок для модели
без учета модификации.

В табл. 4 представлена матрица ошибок с учетом
модификации.

На основе выбранных для тестирования деталей —
колесо рабочее и аппарат направляющий— были разра-
ботаны трехмерные CAD-модели объектов, сформиро-
вана обучающая выборка, произведено обучение нейро-
сетевой модели и проверка распознавания объектов мо-
дельюбез учетамодификацийи с учетоммодификации,
получены результаты точности. По результатам тести-
рования можно сделать выводы о том, что модифика-
ции выбранного метода позволяют увеличить точность
модели на ∼16 %, достигнутые значения удовлетворя-
ет предъявляемым требованиям. Использование ней-
росети на предварительном этапе контроля изделий,
качественная отбраковка деталей позволили сократить
поток и загрузку прочих модулей, а также эффективно
отсеивать явно бракованные детали.

Таблица 3. Матрица ошибок нейросетевой модели без модификаций

Колесо рабочее Аппарат направляющий
Колесо рабочее 40 13
Аппарат направляющий 12 35

0,75

Таблица 4. Матрица ошибок нейросетевой модели с учетом модификаций

Колесо рабочее Аппарат направляющий
Колесо рабочее 48 10
Аппарат направляющий 4 38

0,86
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По результатам тестирования классификационной
модели сделано предположение о достижимости анало-
гичной точности при реальной работе роботизирован-
ного модуля с реализацией возможности дообучения
на результатах выполненного контроля деталей.

6. Заключение
Выполненный в ходе работы анализ известных ней-

росетевых методов позволил сформировать оригиналь-
ный, новый подход для реализации технологии кон-
троля и распознавания деталей УЭЦН, отличающийся
повышенной эффективностью, достигаемой за счет мо-
дификации алгоритмов нейросетевого распознавания
формы объектов. Показана необходимость дообучения
полученноймодели на реальных деталях, что потребует
определенное время на этапе технической реализации
робототехнического модуля контроля, но предоставит
возможность продемонстрировать возросшие работо-
способность и эффективность модели после ее модифи-
кации с учетом данных, полученных в ходе работы и
результатов статистической обработки данных.
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