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Расчет переноса вещества и энергии в невязком
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Введение

Исследование волнового массопереноса в
сплошных средах имеет большое количество при-
кладных и академических приложений. Однако,
до сих пор исследователи не обращали внимание
на перенос вещества связанный с распространени-
ем периодического возмущения границы раздела
двух стратифицированных жидкостей. Дисперси-
онные характеристики периодического волнового
движения на границе раздела в двухслойной си-
стеме невязких стратифицированных жидкостей
были определены в [1]. Методика расчета и выраже-
ния для скорости массопереноса и траекторий дви-
жения материальных частиц в однородных средах
получены в работе [2]. В настоящей работе ставится
задача о расчете переноса вещества и энергии, свя-
занного с возмущением поверхности на границе
раздела двух стратифицированных невязких жид-
костей.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект
19-19-00598-П, «Гидродинамика и энергетика капли и капель-
ных струй: формирование, движение, распад, взаимодействие с
контактной поверхностью», https://rscf.ru/project/19-19-00598/)
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Постановка задачи

Рассмотрим две идеальные стратифицирован-
ные жидкости в декартовой системе координат
Oxz, в которой ось Oz направлена вертикально
вверх против направления действия сил тяжести
g, а осьOx совпадает с равновесным положением
границы раздела z = 0 вдоль которой распростра-
няется периодическое возмущение z = ζ(x, t. Дви-
жение считается независимым от горизонтальной
координаты y. Капиллярные силы на поверхности
раздела характеризуется коэффициентом поверх-
ностного натяжения σ. Будем считать, что нижнее
полупростаранство z < 0 заполняет более плотная
жидкость с плотностью ρw, а верхнееполупростран-
ство занимает жидкость с плотностью ρa < ρw. Бу-
дем считать, что жидкости равномерно стратифи-
цированы по экспоненциальному закону. Здесь и
далее индексами a, w обозначены верхняя и ниж-
няя среды соответственно. Математическая фор-
мулировка задачи состоит из уравнений Эйлера и
неразрывности для обеих сред, также их следует
дополнить граничными условиями на поверхности
раздела:

z >ζ :


ρa = ρ00a exp(−z/Λa)(1 + ρ̃a(x, z, t))
ρa∂tua + ρa(ua · ∇)ua = −∇Pa + ρag

∂tρa + div(ρaua) = 0

(1)
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z <ζ :


ρw =ρ00w exp(−z/Λw)(1+ρ̃w(x, z, t))
ρw∂tuw+ρw(uw ·∇)uw =−∇Pw+ρwg

∂tρw + div(ρwuw) = 0

(2)

z = ζ :


∂t(z − ζ) + ua · ∇(z − ζ) = 0

∂t(z − ζ) + uw · ∇(z − ζ) = 0

Pw − Pa − σdiv(n) = 0

(3)

n = ∇(z − ζ)
|∇(z − ζ)| = −∂xζex + ez√

1 + (∂xζ)2
,

Здесь ρ00a,w — равновесное значение плотности
сред, Λa,w = |d ln ρa,w/dz|−1 — масштаб страти-
фикации, ρ̃a,w — описывает возмущение плотно-
сти, связанное с волновым движением, u = uxex +
uzez — поле скоростей, Pa,w — давление жидкостей,
n — вектор нормали к границе раздела, направлен-
ный из нижней среды в сторону верхней. В есте-
ственных условиях возмущение плотности мало по
сравнению со средним значением ρ̃a,w ≪ 1. Реше-
ние задачи ищется в виде бегущей волны методом
разложения по малому параметру, пропорциональ-
ному амплитуде волнового движения в приближе-
нии Буссинеска.

Расчет скорости массопереноса
Решение линеаризованной задачи (1)–(3) поз-

воляет записать поле скоростей с точностьюдо пер-
вого порядка в эйлеровом представлении VE =
VE(r, t) для верхней и нижней сред соответствен-
но:

uxa = −Akza exp(−kzaz) cos(kxx − tω),

uza = Akx exp(−kzaz) sin(kxx − tω)
(4)

uxw = Bkzw exp(kzw z) cos(kxx − tω),

uzw = Bkx exp(kzwz) sin(kxx − tω)
(5)

Здесь A, B — амплитуды, kza,w, kx — компоненты
волнового числа, ω— частота волнового движения.

Переход к переменным Лагранжа, для опреде-
ления дрейфовой скорости и описания движения
частиц среды, осуществляется посредством подста-
новки выражений (4)–(5) в следующуюформулу [3]:

VL(r0, t)= VE(r0, t)+

 t∫
0

VE(r0, τ)

∇0

VE(r, t), (6)

где VE(r, t) необходимо взять в точке r = r0 и ин-
декс «0» означает— что действие совершается в на-
чальном положении отслеживаемой материальной
точки. При переходе в лагранжево представление
поле скоростей координаты эйлеровых скоростей
изменяют свой статус — это позволяет получить

скорость жидкой частички, которая в нулевой мо-
мент времени t = 0 находилась в точке простран-
ства r = r0.

При этом для корректного применения форму-
лы (6) необходимо перейти в другую систему коор-
динатO∗x∗z∗, которая движется вместе со средой.
Также частота волнового движения изменяется из-
за необходимости учета эффекта Доплера:(

x∗

y∗

)
=
(

x − Udriftt

y

)
⇒

⇒ kxx −ωt = kx (x∗ + Udt) − Ωt

⇒ Ω = ω− kxUdrift,

(7)

где Udrift — дрейфовая компонента скорости, кото-
рая смещает частицу жидкости с течением време-
ни.

В формуле (6) горизонтальной скорости с точ-
ностью до второго порядка малости определены
как дрейфовые, так и циклические слагаемы скоро-
сти. При подстановке (4)–(5) в (6) слагаемые, име-
ющие периодический характер, являются цикличе-
скими. Дрейфовые компоненты скорости появля-
ются в результате вычисления интегральных сла-
гаемых, путем усреднения их за период мы можем
определить дрейфовую компоненту скорости у обе-
их сред:

Uadrift =
{

A2kxk2
za

exp(−2kzaz)
ω

; 0
}

,

Uwdrift =
{

B2kxk2
zw

exp(2kzwz)
ω

, 0
} (8)

При расчетах траекторий движения индиви-
дуальных жидких частиц необходимо выполнить
еще одно действие. В этом случае формулу пересче-
та (6) корректно применять в системе координат,
движущейся со скоростью среднего лагранжево-
го течения VL = VE + Udrift, которая вычисляется,
как сумма скорости среднего эйлерова течения и
скорости среднего массопереноса, вычисленной на
предыдущем этапе.

Важными характеристиками потока жидкости,
помимо дрейфового течения, являются плотность
потока энергии и поток импульса:

ρa,wua,w

(
u2

a,w

2
+ Pa,w
ρa,w

)
;

Pa,wk + ρa,wua,w(ua·w · k)
(9)

Здесь k — волновой вектор, определяемый в хо-
де решения дисперсионного соотношения через
положительно определенную частоту волнового
движения ω.
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Заключение
Был проведен анализ влияние стратификации

на перенос вещества в жидкости, исследована ско-
рость дрейфа контактирующих сред, построены
траектории движения материальных частиц жид-
кости. Расчеты показывают, что учет стратифика-
ции наиболее сильное влияние оказывает в обла-
сти гравитационных волн. Особый интерес вызы-
вает переход в область капиллярных волн, где зна-
чение скорости дрейфа Стокса при отдалении от
границы раздела в стратифицированной жидко-
сти значительно больше, чем в однородной жид-
кости, в отличии от области гравитационных волн,

где стратифицированная жидкость характеризует-
ся меньшей скоростью дрейфа, чем однородная.
Также были визуализированы потоки энергии и
импульса, возникающие при волновом движении.
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