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Особенности массопереноса связанного
распространением поверхностных периодических
течений в вязкой стратифицированной жидкости1

Очиров А.А., Лапшина К.Ю.
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Введение
Явление переноса вещества периодическими

волнами, распространяющимися вдоль поверхно-
стижидкости известно очень давно. Теоретические
исследования начались с основополагающей рабо-
ты Дж.Г. Стокса [1]. Исследование массопереноса
периодическими течениями жидкости привлекает
внимание и современных исследователей в связи
с большим количеством научных и практических
приложений. Описание волнового движения в вяз-
кой несжимаемой стратифицированной жидкости
с учетом компонентов течения, характеризующих
тонкую структуру — лигаментов, предложено в [2].
В работе [3] подробно исследованы свойства дрей-
фа в вязкой однородной жидкости, связанные с
волновым компонентом периодического течения.
В настоящей работе ставится задача о выявлении
особенностей расчета дрейфа Стокса в вязкой сре-
де с учетом полных решений: волновых и лига-
ментных компонентов течения.

1Работа выполнена по теме государственного задания (№
госрегистрации 123021700044-0)
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Математическая формулировка
задачи

Задача рассматривается в плоской постановке
в декартовой системе координатOxz, в которой ось
Oz направлена вертикально вверх против направ-
ления действия сил тяжести g. Рассмотрим вязкую
жидкость с кинематической вязкостью v плотно-
стью ρ. Стратификацию жидкости по плотности
будем считать равномерной и экспоненциальной.
В этом случае функция плотности записывается в
виде:

ρ = ρ00 exp (−z/Λ) (1 + ρ̃ (x, z, t)) (1)

Здесь ρ00 — равновесное значение плотности на
уровне невозмущенной свободной поверхности
z = 0,Λ = |d ln ρ/dz|−1 —масштаб стратификации,
а ρ̃— возмущение плотности от равновесного зна-
чения. В природе часто при распространении пе-
риодических течений возмущения плотности мало
по сравнению с равновесным значением и часто
задачи решаются в приближении однородной жид-
кости. Поверхностное натяжение характеризуется
коэффициентом поверхностного натяжения σ или
нормированным на равновесное значение плотно-
сти коэффициентом γ = σ/ρ00. Математическая
формулировка задачи состоит из уравнений Навье-
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Стокса, неразрывности, условия затухания движе-
ния с глубиной и стандартных гидродинамических
граничных условий на свободной поверхности:

z <ζ :

{
ρ∂tu+ρ (u·∇) u−ρv∆u = −∇P+ρ g

∂tρ+ div (ρ · u) = 0
(2)

z =ζ :


∂t (z − ζ) + u · ∇ (z − ζ) = 0,

τ · (n · ∇u) + n · (τ · ∇u) = 0,

P−P0−σ div(n)−2ρn (n · ∇u) = 0

(3)

n = ∇ (z − ζ)
|∇ (z − ζ)| = −∂xζex + ez√

1 + (∂xζ)2
, τ = ex + ∂xζ ez√

1 + (∂xζ)2
.

Здесь ζ = ζ (x, t) — функция, описывающая откло-
нение свободной поверхности от равновесного по-
ложения, u = uxex + uzez - поле скоростей, кото-
рое в приближении Буссинеска (при наложении
дополнительного условия несжимаемости жидко-
сти) можно записать в виде частных производных
функций тока:

ux = ∂zψ, uz = −∂xψ (4)

Давление жидкости P представляется в виде
суммы атмосферного P0, гидростатического и пе-
риодического P̃ давления:

P = P0 +
ζ∫

z

ρ (x, ξ, t) gdξ+ P̃ (x, z, t) (5)

Решение задачи ищется методом сингулярных
возмущений с разложением задачи на порядки ма-
лости по параметру пропорциональному амплиту-
де периодического возмущения свободной поверх-
ности в виде периодических функций.

Расчет скорости дрейфа Cтокса
Следуя стандартной процедуре снесения гра-

ничных условий на равновесную поверхность, по-
лучим решение задачи в линейном приближении
и дисперсионные соотношения, определяющие
связь между компонентами волнового вектора и
частотой периодического течения в вязкой страти-
фицированной жидкости:

ω
(
k2

x − k2
z
) (

iνk2
x − iνk2

z +ω
)

−

−N2k2
x exp

(
− z

Λ

)
= 0

(6)

В приближении малой вязкости согласно тео-
рии сингулярных возмущений уравнение (6) до-
пускает два типа решений: регулярные и сингуляр-
ные:

kz = ±
(

kx2 − iω(2ν)−1+(1 − i)(2
√

2νω)−1×

×
√

4 exp(−z/Λ)kx2N2νω− iω4
)1/2

kl = ±
(

kx2 − iω(2ν)−1+(1 − i)(2
√

2νω)−1×

×
√

4 exp(−z/Λ)kx2N2νω− iω4
)1/2

(7)

Регулярные решения kz определяют волновой
компонент течения и в предельном переходе иде-
альной жидкости сводятся к решениям, описы-
вающим волновой компонент в идеальной среде.
Сингулярные решения переобозначены kl и опре-
деляют лигаментный компонент периодическо-
го течения, вырождающийся в предельном пере-
ходе невязкой среды. Регулярные решения мате-
матически определяются выражением |Re (kz)| ≪
|Im (kz)|. Сингулярные решения математически
определяются соотношением |Re (kl)| ∼ |Im (kl)|.
При подстановке дисперсионных соотношений,
описывающих полное решение в искомые функ-
ции и в граничные условия, получается дисперси-
онное соотношение, приближенные решения кото-
рого громоздки и здесь не приводятся:

(k2
x + k2

z)(klω
2 − gk2

x − γk4
x+

+iωνkl(3k2
x − k2

l )) − (k2
x + k2

l )×

×(kzω
2 − gk2

x − γk4
x + iωνkz(3k2

x − k2
z)) = 0

(8)

Пример построения дисперсионных соотноше-
ний для воды и лигаментов для жидкости с пара-
метрами воды и разной частотой плавучести при-
веден на Рис. 1.

Дрейф Стокса — явление второго порядка ма-
лости и определяется непериодическими компо-
нентами скорости. В вязкой жидкости такие ком-
поненты появляются при решении задачи второ-
го порядка малости. Также компоненты скорости
дрейфа Стокса возникают в результате перехода
от описания скорости в переменных Эйлера uE к
переменным Лагранжа uL по известной формуле:

uL(r0, t)= uE(r0, t)+

 t∫
0

uE (r0, τ)

∇0

uE (r, t) . (9)

Из решения задачи второго порядка малости
выделяются нециклические компоненты скорости
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Рис. 1. Зависимость масштабов компонентов тече-
ния от частоты для воды: (а) — длины вол-
ны, линии (1 – 3) построены для N =
1; 0.01; 0.001

(
c−1)

; (б) — толщины лигамен-
та в сильно стратифицированной жидкости
N = 1c−1

и складывая их с нециклическими слагаемыми
лагранжевой скорости (9) получим скорость дрей-
фа Стокса, определяемую всеми компонентами те-
чения: волнами и лигаментами.

Заключение
Проанализирована методика расчета скорости

дрейфа Стокса в вязких несжимаемых равномер-
но стратифицированных жидкостях. Показаны осо-
бенности расчета скоростимассопереноса с учетом
влияния волновых и лигаментных компонентов
периодического течения.
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