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Сдвиговые течения вязкоупругой среды с несколькими
временами релаксации
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Новосибирский Государственный университет(НГУ), Новосибирск

В работе рассматривается общая модель несжимаемой вязкоупругой жидкости с несколькими временами релак-
сации, частными случаями которой являются модели Джонсона-Сигалмана-Олдройда (JSO), Гизекуса и модель
Роли-Поли. Показана гиперболичность рассматриваемой модели в одномерном случае. Предложен численный
метод для расчета нестационарных одномерных разрывных решений. Численно решена нестационарная задача о
течении Куэтта с переменной скоростью одной из границ. Исследован процесс образования высокоградиентных
прослоек в течении вязкоупругой жидкости. В рамках рассматриваемой задачи проведено сравнение моделей
JSO, Гизекуса и Роли-Поли между собой, а также сравнение расчетов с экспериментальными данными.

Введение
Многие жидкости, которые встречаются в при-

роде или используются в технологических процес-
сах не являются Ньютоновскими и имеют сложную
реологию. Примерами являются полимерные рас-
творы, гели, пасты, биологические жидкости и т.д.
Одним из важнейших свойств таких сред является
вязкоупругость. Известно [1], что даже в простых
сдвиговых течениях вязкоупругих сред могут об-
разовываться разрывы и высокоградиентные про-
слойки. Экспериментальное подтверждение воз-
никновения внутренних разрывов приведено, на-
пример, в работах [2,3].

В работе рассматривается общая модель вяз-
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коупругой жидкости. Показано, что в случае сдви-
говых течений модель является гиперболической.
Численно исследовано возникновение сдвиговых
расслоений в течении Куэтта вязкоупругой жидко-
сти. Проведено сравнение расчетов с эксперимен-
тальными данными.

Математическая модель
В работе рассматривается многомодовая мо-

дель несжимаемой вязкоупругой жидкости

ρ(vt + (v · ∇)v) = −∇p + divσσσ+ ρf div v = 0, (1)

σσσ =
i=n

∑
i=1
τττi, λiDτττi + τττi + h(τττi) = 2µiD, (2)

где ρ— плотность, v — скорость, p — давление, f —
вектор массовых сил, σσσ— тензор напряжений, λi —
время релаксации, соответствующее i-й моде, µi —
динамическая вязкость i-й моды, D — тензор ско-
ростей деформации, h(τττi) — функция от тензора
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τττi. Символом Dτττi обозначается объективная произ-
водная тензора τττi,

Dτττi =∂τττi
∂t

+v·∇τττi+
1+αi

2
(−∇v·τττi−τττi·(∇v)T)+

+ 1 − αi
2

((∇v)T ·τττi + τττi·∇v)
(3)

это может быть верхняя конвективная производ-
ная (αi = 1), нижняя конвективная производная
(αi = −1) или производная Яуманна (αi = 0).

Сдвиговые течения
Рассматривается класс сдвиговых течений, для

которых скорость и тензор напряжений имеют вид

v = (u(y), 0), τττi =
(
ξi πi
πi ςi

)
. (4)

Для сдвиговых течений выделяется два класса под-
моделей:

1. Обобщенная модель JSO, т.е. h(τττi) = 0, ∀i и
αn = 1, |αi| ̸= 1, i = 1, . . . , n − 1;

2. Обобщенная модель Giesekus-Rolie-Poly,
h(τττi) ̸= 0, αi = 1, ∀i.

Рассматривается одномерное нестационарное
течение Куэтта вязкоупругой жидкости, в котором
скорость одной из стенок зависит от времени. В на-
стоящей работе показано, что система уравнений
будет гиперболической для обоих классов подмо-
делей и может быть записана в дивергентном виде.
В случае обобщенноймодели JSO уравнения имеют
вид:

ρut = σy, σ =
i=n

∑
i=1
πi, Zi = 1 − αi

2
ξi − 1 + αi

2
ςi (5)

λi

(
∂πi
∂t

+ Ziuy

)
+ πi = µiuy, (6)

λi

(
∂Zi
∂t

+ (1 − αi)2
πiuy

)
+ Zi = 0, i = 1, . . . , n (7)

πi(0, y)=π0
i (y), Zi(0, y)= Z0

i (y), u(0, y)= u0(y), (8)

u(t, 0) = 0, u(t, H) = uH(t). (9)

Случаи n = 1 и n = 2 для модели JSO ранее рассмат-
ривались, например, в работах [6–8]. В частности,
в [8] было показано, что для случая n = 2, α1 = 1,
α2 = 0 в модели JSO можно сделать замену

φ = arctg
π1

Z1 + 1
, P = 1

Re
(π1 + π2),

q =
√
π2

1 + (Z2
1 + 1)2, S = π2 − βφ,

(10)

и записать уравнения (5)–(7) в дивергентном виде

Re · ut + Py = 0, φt − uy = − sinφ
q

,

qt = cosφ− q, St = β
κ
π2 + sinφ

q
,

(11)

где

Re = ρH2

µ1λ1
, β = µ2

µ1
, κ = µ2λ2

µ1λ1
. (12)

Предложен численный алгоритм расчета
нестационарных сдвиговых течений для обоих
классов подмоделей. Основным отличием пред-
ложенного подхода является то, что в уравнения
системы не добавляются члены с искусственной
вязкостью, что позволяет с большей точностью
выделять положение высокоградиентных прослоек
и разрывов.

Результаты расчетов
В качестве тестовой задачи рассматривалась

задача о нестационарном течении Куэтта, в кото-
ром скорость одной из границ зависит от времени.
Эта задача часто возникает при интерпретации
реологических осцилляционных тестов. Построе-
ны численные решения рассматриваемой нестаци-
онарной задачи для различных наборов парамет-
ров модели. В рамках задачи проведено сравнение
частных случаев модели между собой, а также срав-
нение расчетов и экспериментальных данных.

Показано, что расчеты по предложенному ме-
тоду дают хорошее совпадение с эксперименталь-

Рис. 1. Профиль скорости для разных скоростей дви-
жения левой границы. Сплошные линии — рас-
чет по модели Giesekus (Re = 0.001, β = 0.009,
κ = 0.94), точки— экспериментальные данные
из работы [4]
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Рис. 2. Сравнение экспериментальных данных из ра-
боты [5] (синие точки), расчета по стационар-
ной модели (красная кривая) и расчета по
нестационарной модели [6] (зеленая кривая)

ными данными. В частности, численные резуль-
таты корректно воспроизводят не только средние
характеристики, но и внутреннюю структуру те-
чения (Рис. 1). Было показано, что реологическая
зависимость напряжений от скоростей деформа-
ции, полученная из расчетов по нестационарной
обощенной модели JSO сильно отличается от зави-
симости, полученной по стационарной модели. На

Рис. 2 показано, что учет нестационарности поз-
воляет получить лучшее совпадение с расчета с
экспериментом.
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