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Модели вихрей: история и развитие
Куйбин П.А.

Институт теплофизики им. С.С. Кутателадзе СО РАН, Новосибирск

Вихревые течения широко распространены
как в природе, так и при решении технических
задач. На основе закрутки потока работают раз-
личного типа сепараторы и очистные устройства,
горелки и топки, охладители и нагреватели, осу-
шители и т.п. Для исследования закрученных те-
чений используются методы экспериментального
моделированияи вычислительной гидродинамики.
Самый продуктивный подход в описании вихре-
вых течений удается реализовать, когда появляет-
ся возможность аналитического описания характе-
ристик потока. Примеры аналитических моделей
вихрей можно найти в монографии [1]. В данной
работе представлен обзор аналитических моделей
вихрей и предложено развитие моделей винтовых
вихрей.

Простейшей моделью вихря является прямо-
линейная вихревая нить, в которой завихренность
сосредоточена на прямой линии. Такая нить ге-
нерирует (индуцирует) единственную компоненту
(окружную в цилиндрической системе координат с
осью z, совпадающей с нитью) скорости, величина
которой пропорциональна интенсивности вихре-
вой нити и обратно пропорциональна расстоянию
от нее:

V = Γ
2πr

. (1)

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Институт проблем механики им А.Ю. Ишлинского РАН
© Куйбин Павел Анатольевич, pak0659@mail.ru

В реальных жидкостях завихренность может
распределяться локализованно, но в конечных по
размерам областях. Более реалистичная модель
вихря была предложена Рэнкиным (William John
Macquorn Rankine) в 19 веке. В модели завихрен-
ность распределена равномерно вцилиндрической
области. В этом случае окружная скорость внутри
цилиндра линейно растет, а вне его убывает по ги-
перболе:

V = Γ
2πr

(
r2/ε2, r < ε

1, r ⩾ ε

)
. (2)

Обобщение модели Рэнкина на случай винто-
вых течений, когда линии тока совпадают с вих-
ревыми линиями, было сделано Васильевым [2].
Получена зависимость от радиальной координаты
не только для окружной компоненты скорости, но
и для осевой:

V = αr, W =
√

V2
0 − 2αr. (3)

Более сложные модели колоннообразных вих-
рей учитывают неравномерное распределение за-
вихренности в вихревом ядре. В качестве примера
можно привести вихрь Ламба–Озеена [3, 4], для
которого завихренность имеет не ступенчатое, а
гауссово распределение завихренности:

ω= Γ
πε2

exp
(

r2

ε2

)
, V = Γ

2πr

[
1−exp

(
r2

ε2

)]
. (4)
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Формулы (3) соответствует решению задачи о диф-
фузии завихренности для прямолинейной вихре-
вой нити, где эффективный размер вихревого ядра
растет со временим: ε2 = 4νt, t — время, а n — ки-
нематическая вязкость.

Еще одна удобная для использования модель
была предложена Кауфманном [5] (более известна,
как модель Скалли [6]):

ω = Γ
πε2

(
1 + r2

ε2

)−2

, V = Γ
2π

r
r2 + ε2 . (5)

Ватистас [7] развил модель Скалли, предложив
семейство вихрей с распределением скорости сле-
дующего вида:

V = Γ
2π

r

(r2n + ε2n)1/n . (6)

Обобщение моделей вихрей (2), (4), (5) на слу-
чай осесимметричных течений с винтовыми вих-
ревыми линиями было предложено в работе [8].
При этом осевая компонента скорости связана с
окружной соотношением:

W = W0 − r
l
V. (7)

Здесь W0 — значение осевой скорости на оси по-
тока, h = 2πl — шаг винтовых вихревых линий.
Преимущество обобщения заключается в возмож-
ности описания закрученных течений типа струй
и типа следов с неоднородным распределением
осевой скорости.

Другой класс моделей вихрей связан с
пространственно локализованными вихрями. В
первую очередь к этому классу относятся вихревые
кольца. Поле скорости, индуцированное бесконеч-
но тонкой вихревой нитью радиуса r0, выражается
через полные эллиптические интегралы первого и
второго рода, K и E [4]:

ur = 1
r

∂Ψ
∂z

, uz = −1
r

∂Ψ
∂r

,

Ψ = − Γ
2π

√
rr0

[(
2
k

− k
)

K(k) − 2
k

E(k)
]

,

k = 4rr0

z2 + (r + r0)2 .

(8)

Кольцевая вихревая нить движется в направлении
бинормали с бесконечной скоростью. Для вихре-
вого кольца с радиусом ядра ε≪ r0 и с равномер-
ным распределением завихренности формула для
скорости движения кольца была получена Кельви-
ном [9]:

U = Γ
4πr0

(
ln

8r0

ε
− 1

4

)
. (9)

Хикс [10] получил аналогичную формулу для слу-
чая полого вихря, где в скобках вместо 1/4 стоя-
ла 1/2. В настоящее время и экспериментальное и
теоретическое описание вихревых колец получили
значительное развитие (см., например, [11,12]).

Третья группа моделей вихрей касается вин-
товых вихрей, первые исследования которых про-
водились в начале XX века [13,14], где были полу-
чены приближенные формулы для самоиндуциро-
ванной скорости винтовых вихрей. Поле скорости,
индуцированное вихревой нитью произвольной
формыможно найти через интеграл Био–Савара. В
случае винтовой вихревойнити требуется вестиин-
тегрирование вдоль бесконечной нити. Хардин [15]
преобразовал интегралы к рядам с коэффициента-
ми, представленными через модифицированные
функции Бесселя (ряды Каптейна). Для моделиро-
вания реальных винтовых вихрей необходимо пе-
реходить к вихрям с конечным размером ядра. Мур
и Сэффмэн [16] предложили оценивать самоинду-
цированную скорость с помощью добавления и
вычитания соприкасающегося вихревого кольца.
Рикка [17] реализовал этот подход при численных
расчетах на основе представления поля скорости
из [15]. Из общей теории вихревых нитей [18] из-
вестно, что локально вихрь движется в направле-
нии бинормали, а сама бинормальная компонента
скорости в окрестности вихревой нити может быть
представлена в виде разложения, содержащего по-
люс, логарифмическую особенность, константу и
малые величины. Рикка отметил, что константа
отличается примерно на 0.25 от аналогичной кон-
станты в формуле для самоиндуцированной скоро-
сти [16]. Значительный прогресс в описании вин-
товых вихрей был достигнут после работы [19], где
авторы применили технику прямого выделения
особенностей в рядах типа Каптейна. Это позво-
лило проводить расчеты поля скорости с высокой
точностью; найти поле скорости для винтовой ни-
ти, расположенной соосно в цилиндре; было дока-
зано, что в пределах малых и больших шагов вин-
та константы отличаются точно на 1/4. Следом, в
работе [20] была доказана справедливость этого
отличия при произвольном шаге винта.

В монографии [1] представлена модель для
описания поля осредненных по окружной коорди-
нате скоростей для винтового вихря с ядром конеч-
ного размера. Сопоставив их с экспериментально
измеренными скоростями, можно найти парамет-
ры винтового вихря и поформуламиз [19], оценить
частоту прецессии вихря. В недавней эксперимен-
тальной работе [20] найдены режимы закрученно-
го потока, сопровождающиеся образованием пары
винтообразных прецессирующих вихрей. Для опи-
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сания такой картины предложено обобщение упо-
мянутой модели на случай композиции колоннооб-
разного осесимметричного вихря и пары винтовых
вихрей.
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