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Предположим, что на свободной поверхности
идеальной однородной несжимаемой жидкости ко-
нечной глубины h сформировалась система стаци-
онарных нелинейных волн, которые движутся с
постоянной скоростью [1,2]. Рассмотрим двумер-
ную постановку задачи. Систему отсчета совме-
стим с движущейся волной, тогда течение, которое
обусловлено волнами, будет установившимся, а,
следовательно, свободную поверхность и дно мож-
но принять за линии тока. Введем некоторые обо-
значения: u = u(x),v = v(x) — горизонтальная и
вертикальная компоненты скорости; η = η(x) и
c — профиль волны и среднее значение скорости
течения;u − iv = cw′(z), z = x + iy,w = ϕ + iψ—
комплексный потенциал скорости, (ϕ, ψ— относи-
тельный потенциал и функция тока). Тогда кине-
матические условия на дне и на свободной поверх-
ности примут вид: ψy=−h = 0, ψy=η(x) = d, d — ди-
намическая глубина.

Динамическое условие получим с помощью
интеграла Бернулли–Коши:2−1(u2 + v2) + gη(x) =
P, y = η(x). Необходимо отметить что P = const,
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которая требует определения. Область течения с
помощью относительного комплексного потенци-
ала скорости конформно отображается на полосу:
ψ ∈ (0, d). Тогда требуется определить функции
η(ϕ), y = η(ϕ,ψ), которые удовлетворяют следую-
щим граничным условиям (следствия из кинема-
тического и динамического условий на свободной
поверхности):

y(ϕ, 0) = −h, y(ϕ, d) = η(ϕ), (1)

(P − 2c2g−1
η(ϕ)) (y2

ϕ(ϕ, d) + y2
ψ(ϕ, d)) = 1, (2)

а также условиям нулевого среднего:

⟨η(ϕ)⟩ = 0, ⟨y(ϕ,ψ) − ψ⟩ = 0.

Для этого выразим обе частные производные в
динамическом граничном условии (2) через η(ϕ).
Первое выражается из (1) и имеет следующий вид:

yϕ(ϕ, d) = η
′(ϕ). (3)

Для нахождения yψ(ϕ, d) следует отметить, что со-
ответствие V : y(ϕ, 0) → yψ(ϕ, 0) является ли-
нейным интегро-дифференциальным оператором
типа свертки. Для достижения цели достаточно
определить его действие на косинусы. Далее най-
дем гармоническую функцию y = η(ϕ,ψ), которая
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удовлетворяет граничным условиям: y(ϕ, 0) = 0,
y(ϕ, d) = η(ϕ) = A sh(kh) cos(kϕ), где A—амплиту-
да основной гармоники, k — волновое число. Функ-
ция y(ϕ,ψ) будет иметь следующий вид:

y(ϕ,ψ) = A sh(kh) sh(kψ) cos(kϕ) sh−1(kd).

Тогда получаем, что:

yψ(ϕ, 0) = V(A sh(kh) cos(kϕ)) =

= kA sh(kh) cth(kd) cos(kϕ).

Поскольку y(ϕ,ψ) = ψ+ периодическая функ-
ция, то из свойств оператора V следует равенство:
yψ(ϕ, 0) = 1 + Vη(ϕ). Подставим последнее равен-
ство и (3) в (2), получаем нужное уравнение для
профиля волны:

(P − 2η(ϕ))((1 + Vη(ϕ))2 + (η′(ϕ))2) = c2g−1. (4)

К (4) следует присоединить уравнение, определяю-
щее зависимость x от ϕ, которое получается из со-
отношения для сопряженных гармонических функ-
ций: x(ϕ,ψ), y(ϕ,ψ), где (xϕ(ϕ,ψ) = yψ(ϕ,ψ)), и
имеет вид:

x′(ϕ) = 1 + Vη(ϕ). (5)

Уравнения (4), (5) представляют собой самосто-
ятельный интерес, например, в связи с возможно-
стью сопоставить их с стационарным уравнением
КдФ.
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