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Введение
Существование поверхности равновесия для

изолированной сжимаемой жидкой массы, враща-
ющейся вокруг неподвижной оси с постоянной ско-
ростью, впервые было доказано в [1]. Наша цель —
доказать существование фигур равновесия для вра-
щающейся сжимаемой двухслойной жидкости.

Задачу о вращении изолированной несжимае-
мой капли как твердого тела рассматривали мно-
гие известные математики, среди которых были
Ньютон, Маклорен, Якоби, Ковалевская, Ляпунов,
Пуанкаре и другие [2,3]. Они, в основном, изучали
движение без капиллярности. Капиллярные жид-
кости впервые исследовали Глоба–Михайленко [4],
Буссинеск и Шаррюо в начале 20-го века. Причём
Шаррюо дал подробный анализ проблемы, рассчи-
тал форму фигур равновесия и рассмотрел некото-
рые аспекты устойчивости [5]. Эти результаты во-
шли в большой обзор на эту тему, представленный
в книге Аппелля [6]. Проблема устойчивости раз-
личных эллипсоидальных фигур равновесия ана-
лизируется также в монографии [7].
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Мы предполагаем сжимаемые жидкости ба-
ротропными, а это означает, что давление p яв-
ляется известной возрастающей функцией плот-
ности: p′(ρ) > 0. Пусть, кроме того, ρ = ρ(|x′|),
x′ = (x1, x2, 0). Будем считать, что фигуры равнове-
сия F+, F− представляют собой почти шарообраз-
ные вложенные области с радиусами R±

0 (R
+
0 < R−

0 ),
а движение жидкостей близко к состоянию покоя,
т. е. скорость vмала, а плотность ρмало отличается
от ступенчатой функции ρ± > 0. Схематически эта
картина представлена на рис. 1. Обозначим шары
{x ∈ R3 : |x| ⩽ R±

0 } через BR±
0
. Мы доказываем

существование границ G+ и G− фигур F+ и F− со-
ответственно.

Постановка задачи
Стационарное движение двухслойного облака

F ≡ F+ ∪ F−, равномерно вращающегося вокруг
оси x3 с постоянной угловой скоростьюω, описыва-
ется однородными стационарными уравнениями
Навье–Стокса

ρ(V · ∇)V − ∇ · T = 0, ∇ · (ρV) = 0, x ∈ ∪F±, (1)
(здесь плотность ρ и скорость V зависят только от
x) и граничными условиями

T(V, P)n|G− = σ−H−n, x ∈ G−,
[V]|G+ = 0, [T(V, P)n]|G+ = σ+H+n, x ∈ G+,

V · n = 0, x ∈ G = G+ ∪ G−.
(2)
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Рис. 1. Фигуры равновесия для двухслойной сжимае-
мой жидкости

где тензор напряжений T(v, p) = (−p±(ρ) +
µ

±
1 ∇ · v)I + µ±S(v) задаётся в двух областях F±,

причём (S(v))ij = ∂vi
∂xj

+
∂vj

∂xi
— удвоенный тензор

скоростей деформации, I — единичная матрица,
µ±, µ±

1 — ступенчатые функции динамических вяз-
костей, равные µ−, µ−

1 в F− и µ+, µ+
1 в F+, µ± > 0,

2µ± + 3µ±
1 ⩾ 0; H± — это удвоенные средние

кривизны поверхностей равновесия G±, σ± > 0 —
коэффициенты поверхностного натяжения на G±,
n — вектор внешней нормали к объединению G,
[v]|Γ+

t
≡ lim

x→x0∈Γ+
t ,x∈Ω+

t

v(x, t)− lim
x→x0∈Γ+

t ,x∈Ω−
t

v(x, t)=0.

Последнее соотношение в (2) следует из условия
непротекания газа через границы. Давление P —
заданная функция от ρ.

Нетрудно видеть, что векторное поле скорости
и градиент функции давления

V(x) = ω(−x2, x1, 0),

∇P(ρ) = ρω2x′ ≡ ρω
2

2
∇|x′|2, |x′|2 = x2

1 + x2
2,

удовлетворяют (1). Подставим их в граничные усло-
вия (2). Тогда мы получим уравнения для поверх-
ностей G±

σ−H−(x) + P(ρ) = 0, x ∈ G−,

σ+H+(x) + [P(ρ)]|G+ = 0, x ∈ G+,
(3)

при этом в простейшем случае P′(ρ) = ρ(x),
P±(ρ) ≡ ρ2(x)/2 + p± в F± с определёнными зна-
чениямипостоянных p±. Очевидно, что тогда плот-
ность определяется формулой

ρ(x) = ω
2

2
|x′|2 + c±, x ∈ F±. (4)

Константы c± можно вычислить, задав массы
жидкостей∫

F±

ρ(x)dx ≡
∫

F±

(
ω2

2
|x′|2 + c±

)
dx = m±. (5)

Еще одним параметром задачи мы считаем
угловой момент β. Зададим его:

β ≡
∫

F+∪F−
ρ(x)V · η3dx =

= ω
∫

∪F±

(
ω2

2
|x′|2 + c±

)
|x′|2dx,

(6)

где ηi = ei × x — вектор жесткого вращения, ei —
базисный вектор, i = 1, 2, 3. Тогда угловая скорость
ω является функцией от β.

Пусть S1 — единичная сфера в R3 с центром в
нуле, ξ = x/|x| ∈ S1. Мы предполагаем, что поверх-
ности равновесия G± заданы функциями R±(ξ) на
S1, которые чётны по ξ3 и вращательно симмет-
ричны, т.е. зависят только от |ξ′| =

√
ξ21 + ξ22 и ξ3.

Мы доказываем, что система (3), (5), (6) при малом
значении β и условии(

2σ+

3ρ+R+
0

− ρ+
)(

2σ−(R−3
0 − R+3

0 )
3ρ−R−4

0

− ρ−
)

−

−
2σ−ρ−R+3

0

3ρ+R−4
0

̸= 0

однозначно разрешима относительно переменных
радиусов R±, угловой скорости ω и констант c±.
Доказательство проводится в четных по ξ3, враща-
тельно симметричных пространствах Гельдера с
помощью теоремы о неявной функции. Аналогич-
ный результат верен и для произвольной гладкой
возрастающей функции давления P, заданной в
двух областях, при этом изменяется и формула для
плотности (4).

Заключение
Таким образом, мы показали, что для двух-

слойной сжимаемой жидкости при малом угло-
вом моменте существуют осесимметричные фи-
гуры равновесия, близкие к вложенным шарам,
причём функция давления задается гладкой расту-
щей функцией плотности жидкости, а данные зада-
чи удовлетворяют некоторому условию. Локальная
разрешимость нестационарной задачи была полу-
чена в [8, 9]. Следующий этап исследования про-
блемы будет заключаться в доказательстве суще-
ствования глобального решения нестационарной
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задачи для малых начальных данных и его стрем-
ления к стационарному решению (V, ρ), а также в
изучении устойчивости полученных равновесных
фигур. Аналогичный анализ для двухкомпонент-
ной несжимаемойжидкости был проведён в [10,11].
Существование аксиально симметричных фигур
равновесия в виде сплюснутых вложенных сферо-
идов доказано в [12].

Кроме того, отметим, что наше исследование
проведено без учёта гравитации жидкостей. Такая
ситуация реализуется в космосе, и наше двухслой-
ное газообразное облако можно рассматривать, на-
пример, как газообразную планету или другое вра-
щающееся космическое тело.
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