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Автомодельные режимы установившегося стекания
степенной жидкости по наклонной супергидрофобной

поверхности1
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Введение
За последнее десятилетие значительно вырос

интерес к моделированию течений жидкости вбли-
зи супергидрофобных поверхностей (СГП), в эле-
ментах текстуры которых удерживаются микропу-
зырьки газа. Проскальзывание жидкости вдоль пу-
зырьков приводит к макроскопическому эффекту
снижения сопротивления на СГП (см. обзор [1]). По-
явившаяся возможность создания СГП с контроли-
руемым микрорельефом поверхности способство-
вала пересмотру ряда задач гидродинамики вязкой
жидкости на СГП с формулировкой условия про-
скальзывания вместо классического условия при-
липания. В частности, были описаны автомодель-
ные режимы растекания тонкого слоя ньютонов-
ской жидкости вдоль горизонтальной и наклонной
СГП [1]. Для течения тонкого слоя неньютоновской
жидкости вдоль СГП опубликованных результатов
существенно меньше, хотя в самые последние го-
ды наблюдается всплеск интереса к исследованию
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таких течений. Это связано как с возможностью со-
здания СГП с заметным проскальзыванием ненью-
тоновских жидкостей, так и с обнаружением ря-
да неожиданных эффектов, в частности, аномаль-
но высокого скольжения псевдопластической сре-
ды при ее течении в канале с супергидрофобными
стенками [2].

В настоящей работе рассматривается стаци-
онарное стекание ручейка жидкости со степен-
ной реологией от точечного источника по наклон-
ной неоднородной плоской СГП. В приближении
стоксова тонкого слоя с заданным на СГП гранич-
ным условием проскальзывания получено уравне-
ние для формы поперечного сечения ручейка. В
предположении симметрии поверхности ручейка
найдены условия существования класса автомо-
дельных решений. Для ряда значений параметров
скольжения СГП и реологических показателей жид-
кости построены аналитические и численные ре-
шения для автомодельной функции и геометрии
пятна смачивания на наклонной СГП. Полученные
решения могут быть использованы для планирова-
ния и интерпретации экспериментальных иссле-
дований, цель которых определение эффективных
свойств СГП.
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Постановка задачи
Рассмотрим стекание неньютоновской жидко-

сти от локализованного источника по плоской СГП,
образующей угол φ с горизонтом.Жидкость задана
реологическим соотношением τ∗ij = 2µ∗

0 In−1e∗
ij, где

τ∗ij и e∗
ij — тензоры напряжений и скоростей дефор-

мации соответственно, I =
√

e∗
ije

∗
ij, n > 0, по повто-

ряющимся индексам выполняется суммирование.
При n = 1 коэффициент µ∗

0 совпадает с динамиче-
ской вязкостью ньютоновской жидкости. Начало
декартовой системы координат Ox∗y∗z∗ совпада-
ет с локализованным источником массоподвода;
осиOx∗ иOy∗ направлены вдоль главных направ-
лений тензора скольжения на СГП [1]; осьOz∗ на-
правлена по нормали к наклонной поверхности.
Обозначим через L, l и h0 характерные линейные
размеры длины, ширины и толщины ручейка соот-
ветственно. Предполагается, что толщина ручейка
много меньше его ширины, а ширина много мень-
ше длины: h0/l = l/L = ε ≪ 1. В предположе-
нии малой относительной толщины слоя ε, а также
ε22n−1ρ∗LnU2−n/ µ∗

0 → 0 (где ρ∗ — плотность жид-
кости, U — характерная скорость стекания, опре-
деляемая по заданному объемному расходу жидко-
сти Q∗, h0 и l) из уравнений Навье–Стокса получа-
ем уравнения тонкого стоксова слоя на наклонной
плоскости:

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

= 0,

∂

∂z

((
∂u
∂z

)n)
+ sinϕ = 0,

∂

∂z

((
∂u
∂z

)n−1 ∂v
∂z

)
= ∂p

∂y
,

∂p
∂z

= − cosϕ.

(1)

Данные уравнения получены в предположе-
нии равенства единице коэффициента, содержаще-
го ускорение свободного падения, и соотношения
на геометрические масштабы задачи. На наклон-
ной СГП задаются условия непротекания и про-
скальзывания для компонент скорости, которые в
безразмерной форме принимают вид:

z = 0 : u = b1(x, y)
(

∂u
∂z

)m
,

v = b2(x, y)
(

∂v
∂z

)m
, w = 0.

(2)

На свободной поверхности ручейка ставятся
кинематическое (непротекание) и динамические
(отсутствие касательных напряжений) граничные

условия:

z = h(x, y) : u
∂h
∂x

+ v
∂h
∂y

= w, p = 0,

∂u
∂z

= 0,
∂v
∂z

= 0.
(3)

В граничном условии (2) на СГП параметры b1
и b2 — коэффициенты пропорциональности, свя-
зывающие безразмерную касательную скорость
и степени безразмерных нормальных производ-
ных продольных скоростей среды, вычисленных
на СГП при z = 0 [1]. Случай m = 1 соответствует
линейному граничному условию Навье для тече-
ния ньютоновской (n = 1) жидкости вдоль СГП.
Для ньютоновских жидкостей b1,2 соответствуют
безразмерным «длинам скольжения» главных на-
правлений тензора скольжения. Рассмотрим до-
статочно общую ситуацию неоднородной СГП, для
которой зависимость безразмерных коэффициен-
тов b1,2 в условии проскальзывания от координат
описывается функциями вида B1,2xγyδ, где B1,2 —
положительные константы. Частный случай, ко-
гда δ = γ = 0, соответствует СГП с однородными
свойствами. Ограничимся рассмотрением случая
m = 1 для неньютоновской жидкости. После ре-
шения уравнений (1) с граничными условиями (2)
и (3), интегрирования уравнения неразрывности
по толщине слоя получаем уравнение для устано-
вившейся формы поперечного сечения ручейка на
СГП:
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(4)

Для установившегося стекания жидкости рас-
ход через поперечное сечение ручейка вычисляет-
ся следующим образом:

ye(x)∫
−ye(x)

∫ h(x,y)

0
u(x, y, z)dzdy = 1,

где ±ye(x) на плоскости (x, y) — заранее неизвест-
ные боковые границы области смачивания жид-
кости, на которых толщина слоя равняется нулю.
После подстановки в интегральный закон сохране-
ния расхода жидкости выражения для компоненты
скорости u получаем:
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(5)
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Задача (4)–(5) является многопараметриче-
ской и может описывать широкий класс течений
для различных неоднородных СГП и стекающих
жидкостей. Далее рассмотрим для уравнения (4)
автомодельные решения вида:

h(x, y) = xαF(η), η = y/Cxβ, C = const > 0,

где α и β— некоторые константы [3]. Новая пере-
менная η характеризует автомодельный закон рас-
ширения области смачивания жидкости в направ-
лении оси Oy. Значение константы C вычисляет-
ся из условия η = 1 на боковой границе ручейка.
После подстановки автомодельной формы реше-
ния в уравнение (4) и закон постоянства расхода
получаем условия существования автомодельных
решений и уравнение для вычисления C:

α = − n
5n + 2

, β = 2n + 1
5n + 2

, γ = − n + (2n + 1) δ
5n + 2

;

C(sinϕ)
1
n

1∫
−1
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]
F
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n+1
n

)
dη = 1.

После подстановки автомодельной формы реше-
ния в уравнение (4) получаем краевую задачу для
автомодельной функции F:[
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F′(0) = F(1) = 0.
Интегрируя данное уравнение с условием

F′(0) = 0, получаем[
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+B2Cδηδ
dF
dη

+
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η
δ+1tgϕ = 0, F(1) = 0.

(6)

В случае СГП, у которой коэффициенты скольжения
зависят от одной пространственной координаты
(δ = 0 и γ = −n/(5n + 2) в выражениях для b1,2)
уравнение для автомодельной функции (6), име-
ет аналитическое решение, выраженное неявной
функцией:(
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При n = 1 и B1,2 = 0 уравнение (6) принимает из-
вестный в литературе вид [3]. Решения для других
значений δ и γ могут быть получены на основе чис-
ленного интегрирования уравнения (6) с краевым
условием F(1) = 0. Значение константы C в законе
расширения пятна смачивания вычисления итера-
циями на основе решения ОДУ для автомодельной
функции.
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