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Дробно-интегральное обобщение
уравнения Рапопорта–Лиса

Лукащук С.Ю.

Уфимский университет науки и технологий, Уфа

Рассматривается одномерная дробно-интегральная модель двухфазной фильтрации в пористой среде со степен-
ной памятью с учетом капиллярных сил. На основе дробно-интегрального обобщения закона Дарси и класси-
ческих уравнений неразрывности для фаз, в приближении отсутствия гравитационных сил выводится дробно-
интегральный аналог уравнения Рапопорта–Лиса. Показано, что в предельном случае постоянного капиллярного
давления полученное уравнение переходит в классическое уравнение Бакли–Леверетта. Приводится пример
постановки начально-краевой задачи для полученного уравнения в случае коллектора конечной протяженности.
В отличие от классического уравнения Рапопорта–Лиса его дробно-интегральный аналог в общем случае не
обладает решением типа бегущей волны в силу неинвариантности дробного интеграла с конечным нижним
пределом относительно преобразования переноса по времени. Однако для модельной задачи вытеснения в
неограниченном коллекторе, рассматриваемой как задача распада разрыва, справедливо приближение неограни-
ченной памяти, для которого полученное уравнение обладает таким решением. В данном приближении получены
соотношения для основных характеристик скачка насыщенности. В частности показано, что скорость движения
скачка может быть найдена из уравнения, включающего дробно-интегральную характеристику функции Леве-
ретта. Также асимптотически исследовано поведение скачка вблизи его левой и правой границ при различных
уровнях насыщенности на границах. Доказано, что если начальная насыщенность превышает остаточную на-
сыщенность вытесняющей фазы, то на правой границе насыщенность на скачке экспоненциально стремится к
начальной. На левой границе асимптотика скачка также является экспоненциальной за исключением одного
особого случая, в котором она становится дробно-степенной. Для случая «слабой» неограниченной памяти, когда
порядок дробного интегрирования близок к нулю и может рассматриваться как малый параметр, для исследуемо-
го дробно-интегрального уравнения Рапопорта–Лиса аналитически построено его приближенное решение.

Ключевые слова: двухфазная фильтрация, капиллярные силы, интеграл дробного порядка, дробно-интегральный
закон Дарси, решение типа бегущей волны, малый параметр, приближенное решение

1. Введение
Развитие методов математического модели-

рования процессов многофазной фильтрации в
неоднородных средах сложной структуры являет-
ся важным разделом современной гидромеханики.
Существуют различные подходы к учету в моде-
ли сложной структуры среды [1,2]. Классический
подход приводит к моделям двойной и тройной
пористости и проницаемости, учет случайности в
распределении неоднородностей порождает сто-
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хастические модели, для описания трещиновато-
пористых сред применяют фрактальную геомет-
рию. При этом вне зависимости от подхода учет
структуры среды неизбежно ведет к усложнению
математической модели и увеличению числа ее
параметров, требующих идентификации для воз-
можности ее практического использования. В этой
связи несомненный интерес представляют моде-
ли, обладающие относительно небольшим коли-
чеством параметров, но позволяющие адекватно
описывать исследуемые процессы с требуемой для
практики точностью.

Одиниз современныхи активно развивающих-
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ся в последнее время подходов к построению та-
ких моделей основан на использовании аппара-
та интегро-дифференцирования дробного поряд-
ка [3]. В основе подхода лежит идея о том, что вли-
яние неоднородности и сложности среды на иссле-
дуемый процесс переноса может быть описано в
терминах памяти и пространственной нелокально-
сти [4,5]. В этом случае отпадает необходимость в
описании собственно внутренней структуры сре-
ды, которая в подавляющем большинстве случа-
ев является неизвестной. В результате неоднород-
ная среда приближается к модельной однородной,
но обладающей эффектами памяти или простран-
ственной нелокальности, которые математически
могут быть описаны интегральными операторами
с разностными ядрами. Аналогичный подход изве-
стен в линейной наследственной теории фильтра-
ции [6]. Использование в качестве ядер степенных
функций приводит к интегральными дифференци-
альным операторам дробного порядка. В рамках
феноменологического подхода такие операторы
обычно включаются в математические записи фе-
номенологических гипотез (таких, например, как
закон Дарси). Важно отметить, что при этом основ-
ные балансные уравнения, вытекающиеиз законов
сохранения, остаются неизменными. Полученные
в результате такого подхода модели математиче-
ски представляют собой так называемые дробно-
дифференциальные уравнения [7]. По сравнению с
классическими, дополнительными параметрами
таких моделей являются только дробные порядки
интегрирования или дифференцирования, число
которых в рамках одной модели обычно невелико
(как правило, один-два). При этом, однако, меня-
ется физический смысл некоторых основных коэф-
фициентов модели, так как они приобретают дроб-
ную размерность. Это неизбежно приводит к необ-
ходимости их дополнительной идентификации.

Особенностьюдробно-дифференциальныхмо-
делей переноса является аномальность описывае-
мых ими процессов [7,8]. Такие процессы при сто-
хастическом рассмотрении не подчиняются гаус-
совой статистике и имеют степенную асимптоти-
ку в функциях распределения [9]. Важно отметить,
что в этом случае аномальность является след-
ствием специального вида усреднения, приводя-
щего к неполному описанию среды [7]. Например,
в трещиновато-пористой среде с развитой структу-
рой трещин при усредненном описании в рамках
однородноймодели наблюдается ускоренная филь-
трация, протекающая по супердиффузионному ме-
ханизму. И напротив, наличие в среде различных
локальных включений и каверн, играющих роль
ловушек для фильтрующейся фазы, может приво-

дить к замедлению фильтрационного процесса по
субдиффузионному механизму. При этом при из-
мерениях в реальных пластовых системах аномаль-
ность процессов будет наблюдаться непосредствен-
но, поскольку в этом случае измеряемые парамет-
ры всегда являются усредненными. Например, при
измерении дебита скважины нет возможности из-
мерить отдельно доли флюида, приходящие по се-
ти трещин и через основную пористую матрицу.

Однойиз первых работ, в которой для учета эф-
фекта памяти в закон Дарси был включен оператор
дробного дифференцирования по времени, явля-
ется статья [10]. В дальнейшем этот подход успеш-
но применялся для моделирования трещиновато-
пористых коллекторов [11,12]. В целом, в настоя-
щее время для задач подземной гидромеханики
уже предложено и исследовано достаточно боль-
шое количество дробно-дифференциальных мате-
матических моделей (см., например, обзор [13]).
Вопросам феноменологического подхода к постро-
ению нелинейных дробно-дифференциальных мо-
делей фильтрации посвящена работа [14]. Тем не
менее многие, в том числе классические зада-
чи многофазной фильтрации в рамках дробно-
дифференциального подхода, все еще слабо изу-
чены. Настоящая статья призвана частично вос-
полнить этот пробел применительно к процессу
ускоренной двухфазной фильтрации с учетом ка-
пиллярных сил в среде со степенной памятью.

2. Дробно-интегральное обобщение
уравнения Рапопорта–Лиса
Рассмотрим процесс двухфазной фильтрации

в среде с памятью с учетомкапиллярных сил. Среда
считается однородной и недеформируемой, филь-
трующиеся фазы — несжимаемыми. Ограничим-
ся рассмотрением одномерного течения в случае
плоской симметрии. Соответствующие уравнения
неразрывности для фаз хорошо известны [15] и
имеют вид:

ϕ
∂s1

∂t
+ ∂w1

∂x
= 0,

ϕ
∂s2

∂t
+ ∂w2

∂x
= 0.

(1)

Здесь ϕ — пористость среды; t — время; wi и si —
скорость и насыщенность i-й фазы (i = 1, 2), соот-
ветственно. Насыщенности связаны соотношени-
ем s1 + s2 = 0, поэтому в дальнейшем обозначим

s1 = s, s2 = 1 − s.

Тогда из (1) следует, что суммарная скорость двух-
фазного потока w = w1 + w2 не зависит от про-
странственной координаты x: w = w(t).



60 Многофазные системы

Пусть для фаз выполнены дробно-
интегральные обобщения закона Дарси (гра-
витационными силами пренебрегаем):

wi = − kkri
µiTα

t0 Iαt

(
∂pi
∂x

)
, 0 < α < 1, i = 1, 2, (2)

где k—проницаемость пористой среды; kri — отно-
сительная фазовая проницаемость i-й фазы; µi —
динамическая вязкость i-й фазы; pi —давление i-й
фазы; Tα — временной релаксационный параметр,
имеющий дробную размерность сα;

(t0 Iαt y)(t, x) = 1
Γ(α)

∫ t

t0

y(τ, x)
(t − τ)1−α dτ

— интеграл дробного порядка α [3]; Γ(α) —
гамма-функция.

Феноменологические соотношения (2) являют-
ся специальным частным случаем известной на-
следственной фильтрационной модели [6], учиты-
вающей неравновесные эффекты, и определяют
ускоренный (супердиффузионный) режим филь-
трации [14]. В предельном случае α = 0 оператор
дробного интегрирования t0 Iαt превращается в еди-
ничный и уравнения (2) переходят в классические
законы Дарси для фаз.

В дальнейшем будем предполагать, что про-
ницаемость среды и относительные фазовые про-
ницаемости в (2) не зависят от характеристик па-
мяти среды. Как и в классическом случае, также
будем полагать, что относительные фазовые про-
ницаемости являются функциями насыщенности:
kri = kri(s) (i = 1, 2). Таким образом, влияние памя-
ти в рассматриваемой модели будет определяться
двумя постоянными параметрами: порядком α и
коэффициентом Tα. Будем рассматривать простей-
ший случай k = const, µi = const (i = 1, 2), который
позволит относительно просто выявить основные
качественные отличия рассматриваемой дробно-
интегральной модели от классической.

Для сокращения записи введем дробные ана-
логи подвижностей фаз:

λαi(s) = kkri(s)
µiTα

, i = 1, 2.

Рассмотрим процесс фильтрации с учетом ка-
пиллярных сил. Тогда давления фаз связанымежду
собой через капиллярное давление pc:

p2 − p1 = pc. (3)

Капиллярное давление является функцией насы-
щенности и по аналогии с классической пористой
средой может быть записано в виде [15]

pc(s) = p̄c J(s),

где J(s) — функция Леверетта; p̄c — характерное
капиллярное давление, соответствующеенасыщен-
ности s = ŝ такой, что J(ŝ) = 1. Для обычной по-
ристой среды p̄c зависит от проницаемости k и по-
ристости ϕ, в случае среды с памятью p̄c может до-
полнительно зависеть от α и Tα.

С учетом (2) и (3), в силу линейности опера-
торов дифференцирования и дробного интегри-
рования, соотношение для суммарной скорости
двухфазного потока w может быть записано в виде

−w(t) = [λα1(s) + λα2(s)]t0 Iαt

(
∂p1

∂x

)
+

+ p̄cλα2(s) t0 Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)
.

Выражая отсюда слагаемое с p1 и подставляя его
в обобщенный закон Дарси для скорости первой
фазы, находим

w1 = f (s)
[

w(t) + p̄cλα2(s) t0 Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)]
, (4)

где

f (s) = λα1(s)
λα1(s) + λα2(s) = kr1(s)

kr1(s) + µ1
µ2

kr2(s)

— функция Бакли–Леверетта. Заметим, что по-
скольку относительные фазовые проницаемости
предполагаются независящими от α, функция f (s)
также не зависит от α.

Подстановка (4) в первое уравнение систе-
мы (1) приводит к дробно-интегральному обобще-
нию уравнения Рапопорта–Лиса:

ϕ
∂s
∂t

+ w(t) f ′(s) ∂s
∂x

+

+ ∂

∂x

[
gα(s)t0 Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)]
= 0,

(5)

где
gα(s) = p̄c f (s)λα2(s).

В предельном случае α = 0 это уравнение пере-
ходит в классическое уравнение Рапопорта–Лиса.
Заметим также, что в случае pc = const нелокаль-
ное слагаемое в (5) обращается в нуль и в резуль-
тате получается уравнение Бакли–Леверетта [15].
Таким образом, в рассматриваемой модели память
среды будет проявляться только при переменном
капиллярном давлении.

Для нахождения однозначного решения урав-
нения (5) необходимо поставить соответствующую
начально-краевую задачу. Поскольку это уравне-
ние содержит только оператор дробного интегри-
рования, но не дробного дифференцирования, мо-
гут быть использованы обычные начальные и гра-
ничные условия. Например, если в ограниченной
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области 0 ⩽ x ⩽ L рассматривается задача вы-
теснения, в которой первая фаза является вытес-
няющей, то начальные и граничные условия для
уравнения (5) могут быть записаны в виде:

s(t0, x) = s0, 0 ⩽ x ⩽ L, (6)

s(t, 0) = s1,
∂s
∂x

∣∣∣
x=L

= 0, t > t0, (7)

где s0 —некоторая начальная насыщенность, а s1 —
насыщенность на границе закачки вытесняющей
фазы. Если закачивается «чистая» первая фаза, то
можно положить s1 = 1, в этом случае f (s1) = 1.

В силу переменности коэффициентов уравне-
ния (5) в общем случае решение задачи (5)–(7) воз-
можно только численно. Однако ряд качественных
характеристик процесса вытеснения в среде с па-
мятью может быть получен аналитически из рас-
смотрения специальной модельной задачи.

3. Влияние памяти среды на
структуру скачка насыщенности
Хорошо известно [15], что в случае постоянной

скорости w(t) = w0 = const классическое урав-
нение Рапопорта–Лиса допускает решение типа
бегущей волны. Это обусловлено его инвариантно-
стью относительно преобразований переноса как
по пространственной, так и по временной пере-
менным. Именно это решение имеет основное зна-
чение в задаче одномерного вытеснения несмеши-
вающихся жидкостей с учетом капиллярных сил.

Оператор дробного интегрирования t0 Iαt не ин-
вариантен относительно преобразования переноса
по t при конечном пределе интегрирования t0 [16].
Поэтому, в отличие от классического случая, урав-
нение (5) при t0 > −∞ решения типа бегущей
волны не допускает.

Темнеменее, ситуацияменяется при t0 → −∞.
Этот случай соответствует так называемой полной
памяти среды [7]. Тогда оператор −∞ Iαt уже инва-
риантен относительно преобразования переноса
по t и в этом случае уравнение (5) будет обладать
решением типа бегущей волны вида

s(t, x) = φ(ξ), ξ = x − ct, (8)

где c — скорость движения волны.
Рассмотрим модельную задачу вытеснения в

неограниченном коллекторе как задачу распада
разрыва. В этом случае x ∈ (−∞, ∞), а начальные
и граничные условия имеют следующий вид:

s(t0, x) =
{

s1, x < 0,

s0, x > 0;
(9)

lim
x→−∞

∂s(t, x)
∂x

= lim
x→∞

∂s(t, x)
∂x

= 0, t ⩾ t0. (10)

Поскольку s = const является решением уравне-
ния (5), то, не ограничивая общности, можно пола-
гать, что условия (9) и (10) выполнены и при всех
временах t < t0. Тогда в уравнении (5) можно по-
ложить t0 = −∞ и рассматривать процесс вытесне-
ния в среде с полной памятью. В этом случае при
t > t0 будет справедливо решение типа бегущей
волны (8), в котором в качестве c будет выступать
скорость движения скачка насыщенности.

Рассмотрим, как в этом случае преобразует-
ся дробный интеграл, входящий в уравнение (5).
Имеем

−∞ Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)
=

= 1
Γ(α)

∫ t

−∞

1
(t − τ)1−α

∂J(s(τ, x))
∂x

dτ =

= 1
Γ(α)

∫ t

−∞

1
(t − τ)1−α

∂J(φ(x − cτ))
∂x

dτ =

= c−α

Γ(α)

∫ ∞

ξ

1
(η− ξ)1−α

dJ(φ(η))
dη

dη =

= c−α
ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
.

В результате дробно-интегральное уравнение
Рапопорта–Лиса (5) редуцируется к обыкновенно-
му дробно-дифференциальному уравнению:

−cϕ
dφ
dξ

+ w0
d fα(φ)

dξ
−

−c−α d
dξ

[
gα(φ)ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)]
= 0.

Нетрудно заметить, что, как и в классиче-
ском случае, полученное уравнение один раз
легко интегрируется:

cϕφ− w0 f (φ) + c−αgα(φ)ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= C, (11)

где C — постоянная интегрирования, которая мо-
жет быть найдена из граничных условий.

Поскольку при pc = 0 уравнение (5) перехо-
дит в классическое уравнение Бакли–Леверетта,
остаются справедливы все ключевые соотношения,
полученные в классической теории двухфазной
фильтрации при отсутствии капиллярных эффек-
тов [15]. Тогда, как и в случае классического уравне-
ния Рапопорта–Лиса, решение уравнения (11) при
ξ → ±∞ должно сопрягаться с решением уравне-
ния Бакли–Леверетта. В результате получаем, что
решение уравнения (5) должно удовлетворять сле-
дующим предельным соотношениям:

lim
ξ→−∞

φ(ξ) = sc, lim
ξ→+∞

φ(ξ) = s0, (12)
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где s0 — начальная насыщенность из (9), а sc —
так называемая насыщенность на скачке. В задаче
Бакли–Леверетта выделяется случай стационарно-
го скачка, когда насыщенности по обе стороны от
него остаются постоянными [15]. В этом случае sc
определяется как решение уравнения

f ′(sc) = f (sc) − f (s0)
sc − s0

. (13)

Очевидно, что физический смысл будут иметь
только те решения уравнения (11), на которых вхо-
дящий в это уравнение дробный интеграл прини-
мает конечные значения при ξ → ±∞. Учитывая,
что интегральное уравнение

(ξ Iα∞y)(ξ) = a, aconst,

имеет только тривиальное решение y = 0, при ко-
тором a = 0, получаем

lim
ξ→∞

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= 0.

Тогда переходя в уравнении (11) к пределу при
ξ → ∞, с учетом второго условия из (12) находим
значение постоянной C:

C = cϕs0 − w0 f (s0).

В результате (11) сводится к дробно-
дифференциальному уравнению

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= Fα(φ), 0 < α < 1, (14)

где

Fα(φ) = w0( f (φ) − f (s0)) − cϕ(φ− s0)
c−αgα(φ) .

Решение этого уравнения должно удовлетворять
первому из условий в (12).

Определим теперь характер распределения на-
сыщенности вблизи условных границ скачка. Рас-
смотрим уравнение (14) при значениях φ близких
к s0, то есть при достаточных больших значени-
ях координаты ξ. Пусть s0 > s∗, где s∗ — остаточ-
ная насыщенность первой фазы. Тогда f (s0) > 0
и, следовательно, gα(s0) > 0. В этом случае с
использованием разложения

f (φ) ≈ f (s0) + f ′(s0)(φ− s0), φ → s0,

уравнение (14) линеаризуется и приводится к виду

ξ Iα∞

(
dφ
dξ

)
= A(φ− s0), ξ → ∞,

где постоянная

A0 = w0 f ′(s0) − cϕ
c−αgα(s0)J′(s0) .

Заменой переменных ψ = φ − s0 это уравнение
приводится к однородному:

ξ Iα∞

(
dψ
dξ

)
= A0ψ.

Учитывая известное [3] соотношение

ξ Iα∞e−λξ = λ
−αe−λξ, λ > 0,

находим его решение в виде

ψ(ξ) = C0e−λ0ξ, λ0 = (−A0)
1

1−α ,

где C0 — постоянная интегрирования. Решение
имеет смысл при A0 < 0. Таким образом, в рас-
сматриваемом случае на правой границе скачок
насыщенности экспоненциально убывает и стре-
мится к s = s0.

Пусть теперь s0 = s∗. Найдем асимптотику
функции Fα(φ) при φ → s∗. Имеем f (s∗) = 0, поэто-
му gα(s∗) = 0. На практике относительные фазо-
вые проницаемости часто аппроксимируются сте-
пенными зависимостями. Пусть kr1(s) ∼ (s − s∗)n,
n > 1. Тогда f (s) ∼ (s − s∗)n и gα(s) ∼ (s − s∗)n,
поэтому Fα(φ) ∼ (φ− s∗)1−n. Таким образом, в точ-
ке φ = s∗ правая часть уравнения (14) становится
сингулярной. Это означает, что дробный интеграл
в левой части должен расходиться, что противо-
речит физике процесса. Отсюда следует, что, как
и в классическом случае α = 0, значение s = s∗
достигается не асимптотически, а при конечном
значении координаты ξ, то есть имеется выражен-
ный фронт вытеснения [15].

Теперь рассмотрим асимптотику на левой гра-
нице. Переходя в (14) к пределу при ξ → −∞ и
учитывая первое соотношение из (12), получаем

lim
ξ→−∞

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= S,

где

S = w0[ f (sc) − f (s0)] − cϕ(sc − s0)
c−αgα(sc)

.

Отметим, что в классическом случае S = 0 в си-
лу условия φ′(−∞) = 0. В среде с памятью всегда
S ̸= 0, поскольку функция Леверетта является од-
нозначной [15], и подынтегральное выражение в
приведенном выше дробном интеграле не меняет
знак при ξ ∈ (−∞, ∞). Для стационарного скачка с
учетом выражения (13) получаем

S = Ss(sc − s0), Ss = w0 f ′(sc) − cϕ
c−αgα(sc)

. (15)
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Это уравнение служит для нахождения скорости
c, однако выписать его решение в явном виде не
представляется возможным.

Далее заметим, что

ξ Iα∞y ≡ 1
Γ(α)

∫ ∞

ξ

y(η)dη
(η− ξ)1−α =

= 1
Γ(α)

∫ ∞

−∞

y(η)dη
|η− ξ|1−α − 1

Γ(α)

∫ ξ

−∞

y(η)dη
(ξ− η)1−α .

Принимая во внимание условие φ′(−∞) = 0, полу-
чаем, что второй интеграл в этом случае обращает-
ся в нуль, поэтому

lim
ξ→−∞

1
Γ(α)

∫ ∞

−∞

J′(φ)
|η− ξ|1−α

dφ
dη

dη = S.

Тогда, с учетом обозначения для левостороннего
дробного интеграла

−∞ Iαξ y = 1
Γ(α)

∫ ξ

−∞

y(η)dη
(ξ− η)1−α ,

для достаточно больших отрицательных значений
ξ находим

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
≈ S − −∞ Iαξ

(
J′(φ) dφ

dξ

)
.

Подставляя данное представление в уравне-
ние (14) и учитывая конечность значения J′(sc)
получаем, что асимптотическое поведение скач-
ка насыщенности при ξ → −∞ описывается
линейным уравнением

−∞ Iαξ

(
dφ
dξ

)
= Ac(sc − φ) + Bc(sc − φ)2, (16)

где

Ac = Ssgα(sc) − Sg′
α(sc)

gα(sc)J′(sc)
, Bc = Ssg′

α(sc)
gα(sc)J′(sc)

.

Для обычной пористой среды (α = 0) имеем
S = 0, а в случае стационарного скачка и Ss = 0.
Тогда Ac = 0 и правая часть асимптотического
уравнения (16) является квадратичной. В теории
двухфазной фильтрации этот случай хорошо изве-
стен [15]. В случае среды с памятью S ̸= 0 и для
стационарного скачка выполнено (15), при этом
Ss ̸= 0. Тогда Ac = 0 только при условии

gα(sc) = g′
α(sc)(sc − s0).

В результате существует единственная пара (sc, s0),
определяющая стационарный скачок и являющая-
ся решением системы уравнений (13), (16).

Для нестационарного скачка условие (13) уже
не выполнено. Тогда при заданном sc значение s0
будет определяться уравнением

Ssgα(sc) = Sg′
α(sc).

Таким образом, в среде с памятью квадратич-
ная правая часть в уравнении (16) возможна только
при определенных значениях начальной насыщен-
ности s0, однозначно связанных с насыщенностью
на скачке sc. Во всех остальных случаях Ac ̸= 0 и
правая часть асимптотического уравнения (16) бу-
дет в главном приближении линейной.

Найдем теперь левую асимптотику скачка в
линейном случае. Подстановкой ψ = sc − φ уравне-
ние (16) приводится к виду

−∞ Iαξ

(
dψ
dξ

)
= −Acψ,

решением которого является функция

ψ(ξ) = Cceλcξ, λc = (−Ac)
1

1−α .

Здесь Cc — постоянная интегрирования, определя-
емая по условной границе скачка. Решение имеет
смысл при Ac < 0. В этом случае при ξ → −∞
скачок насыщенности асимптотически экспонен-
циально стремится к s = sc.

Теперь рассмотрим уравнение (16) при усло-
вии Ac = 0. Выполняя, как и ранее, подстановку
ψ = sc − φ, приводим это уравнение к виду

−∞ Iαξ

(
dψ
dξ

)
= −Bcψ

2.

Используя известную [3] формулу дробного инте-
грирования степенной функции

−∞ Iα
ξ
(b − aξ)γ−1 = 1

aα
Γ(1 − α− γ)

Γ(1 − γ) (b − aξ)α+γ−1,

a > 0, aξ < b, α+ γ < 1,

приходим к следующему степенному решению
рассматриваемого уравнения:

ψ(ξ) = − 1
Bc

Γ(2 − 2α)
Γ(1 − α)

1
(Cc − ξ)1−α , 0 < α < 1.

Здесь, как и ранее, Cc — постоянная интегриро-
вания, задающая условную границу асимптотиче-
ской области скачка. Таким образом, в этом случае
на левой границе скачок имеет степенную асимп-
тотику — так называемый «тяжелый хвост».
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4. Приближенное решение дробно-
интегрального уравнения
Рапопорта–Лиса
В предельном случае α = 0 уравнение (14) яв-

ляется обыкновенным дифференциальным урав-
нением первого порядка и легко интегрируется.
Это решение хорошо известно (см., например, [15]).
При 0 < α < 1 задача построения решения
дробно-дифференциального уравнения (14) стано-
вится нетривиальной. Методов нахождения точ-
ного решения этого уравнения для случая про-
извольной функции Fα(φ) не существует. Поэто-
му в настоящей работе построим его прибли-
женное аналитическое решение при некоторых
дополнительных ограничениях.

Прежде всего заметим, что функция Леверетта
J(φ) является однозначной [15]. Тогда уравнение
J(φ) = u может быть однозначно разрешено отно-
сительно φ: φ = J−1(u). В результате (14) может
быть переписано в виде

ξ Iα∞

(
du
dξ

)
= F̃α(u), 0 < α < 1,

где F̃α(u) = Fα(J−1(u)). В данном случае u = u(ξ)—
новая зависимая переменная.

Далее рассмотрим случай, когда параметр α
в уравнении (14) близок к нулю, то есть может
рассматриваться как малый параметр. Обозначим
α = ε, 0 < ε ≪ 1. Тогда используя известную [3]
формулу разложения дробного интеграла по по-
рядку дробного интегрирования

(ξ Iε∞y)(ξ) = y(ξ)+

+ε
[
γy(ξ) + d

dξ

∫ ∞

ξ

ln(η− ξ)y(η)dη
]

+ o(ε),

где γ ≈ 0, 57721566 — постоянная Эйлера, уравне-
ние (14) с точностью o(ε) можно приблизить следу-
ющим нелинейным интегро-дифференциальным
уравнением с малым параметром

(1 + εγ) du
dξ

+ ε
d2

dξ2

∫ ∞

ξ

ln(η− ξ)u(η)dη = F̃α(u). (17)

Будем искать решение уравнения (17) в виде
u(ξ) = u0(ξ) + εu1(ξ) + o(ε). Послеподстановки это-
го решения в уравнение (17) и расщепления его по
ε, приходим к системе:

du0

dξ
= F̃α(u0),

du1

dξ
− F̃′

α(u0)u1 = −γF̃α(u0) − dL
dξ

,
(18)

где
L(ξ) =

∫ ∞

ξ

ln(η− ξ)F̃α(u0(η))dη.

Первое уравнение в (18) легко интегрируется
в квадратурах: ∫ du0

F̃α(u0)
= ξ+ C0, (19)

где C0 — произвольная постоянная.
Второе уравнение системы (18) является ли-

нейным неоднородным обыкновенным дифферен-
циальным уравнением первого порядка и решает-
ся в явном виде:

u1(ξ) = (C1 − γξ)F̃α(u0) − L(ξ)−

−
∫ F̃′

α(u0)
F̃α(u0)

L(ξ)dξ.
(20)

Таким образом, в неявном виде приближенное
решение уравнения (14) имеет вид:

φ(ξ) ≈ J−1(u0(ξ) + εu1(ξ))

или

φ(ξ) ≈ J−1(u0(ξ)) + εu1(ξ)(J−1)′(u0(ξ)),

в которомфункции u0 и u1 определяются соотноше-
ниями (19) и (20). Тем самым, для насыщенности
построено приближенное решение типа бегущей
волны s(t, x) = φ(x − ct).

5. Заключение
Полученные в работе результаты исследова-

ния процесса двухфазной фильтрации в среде со
степенной памятью носят преимущественно ка-
чественный характер. Более детальное исследо-
вание может быть выполнено методами компью-
терного моделирования. При этом интерес будет
представлять сравнение численного решения с
построенным в работе приближенным аналити-
ческим решением типа бегущей волны с точки
зрения границ применимости последнего. Также
остается открытым вопрос о характере поведе-
ния решения полученного дробно-интегрального
уравнения Рапопорта–Лиса в случае конечности
коллектора и степени его отличия от решения
типа бегущей волны. Приведенные задачи опре-
деляют направления ближайших исследований
по данной тематике.
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Fractional-order integral generalization
of the Rapoport–Leas equation

Lukashchuk S.Yu.

Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

A one-dimensional time-fractional integral model for a two-phase flow through a porous medium with power-law
memory in the presence of capillary forces is considered. Based on the time-fractional integral generalization
of Darcy’s law and the classical mass balance equations for phases, neglecting gravity forces, a time-fractional
integral generalization of the Rapoport–Leas equation is derived. It is shown that in the limiting case of constant
capillary pressure, the obtained equation coincides with the classical Buckley–Leverett equation. An example of
initial boundary value problem for the derived fractional integral equation is given for the case of a finite reservoir.
Unlike the classical Rapoport–Leas equation, its time-fractional integral analogue does not have a traveling wave
solution in general case. It is due to the fact that the fractional integral with a finite lower limit is not invariant with
respect to translations in time. However, for the model problem of two-phase displacement in an unbounded reservoir,
considered as a discontinuity breakup problem, the full memory approximation is valid. In this case the obtained
equation has a traveling wave solution. In this approximation, relations for the main characteristics of the saturation
jump on the shock are obtained. In particular, it is shown that the speed of the shock can be found from an equation
that includes the time-fractional integral characteristic of the Leverett function. The behavior of the shock near its
left and right boundaries is also asymptotically studied for different saturation levels at the boundaries. It has been
proven that if the initial saturation exceeds the residual saturation of the displacing phase, then on the right boundary
the saturation at the jump exponentially tends to the initial one. On the left boundary, the asymptotic behavior of the
jump is also exponential, with the exception of one special case in which it becomes a fractional power law. For the
equation in question, an approximate solution has been analytically constructed for the case of «weak» full memory,
when the order of fractional integration is close to zero and can be considered as a small parameter.

Keywords: two-phase flow in porous media, capillary forces, fractional integral, fractional-order integral Darcy’s law,
transient wave solution, small parameter, approximate solution
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