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Коллапсирующие движения двухатомного газа,
плотность которого зависит только от времени1
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В работе рассматривается подмодель движения газа с линейным полем скоростей. А именно, подмодель, задающая
движения политропного газа с плотностью, зависящей только от времени. Политропный газ — это газ, для
которого внутренняя энергия является функцией, линейной по температуре. Рассматриваемая подмодель задана
системой обыкновенных дифференциальных уравнений 22-го порядка на неизвестные функции. Эти функции
характеризуют движения частиц газа и определяют вид функций плотности, давления и энтропии. Точное решение
разыскивается для специального случая, а именно, для диагональной матрицы линейности. Найдено два новых
точных решения. Определены вид вектор–функции скорости, функции плотности и давления. По виду функции
скорости записаны мировые линии движения частиц газа. В трехмерном пространстве координат x, y, z построены
траектории движения частиц газа для различных начальных данных. Проведен качественный анализ движения.
Построена матрица Якоби. По значению Якобиана определены моменты коллапса частиц газа. Оба решения
имеют коллапс: коллапс на прямой и коллапс в точке.
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1. Введение
Движения газа, в котором скорости частиц яв-

ляются линейными функциями декартовых коор-
динат точки, изучались во различных научных ра-
ботах на протяжении многих лет. История таких
движений неразрывно связана с изучением дина-
мики жидких и газовых эллипсоидов, начиная с
работ Г.Л. Дирихле [1] и Б. Римана [2], датирован-
ных 1860 и 1948 годами. Это научное направление
в той или иной мере изучено как с математической
точки зрения, так и с физической. Но тем не менее
не основательно и не окончательно. С математиче-
ской точки зрения наиболее значимыми являются
статьи Л.В. Овсянникова [3] и J.F. Dyson [4]. В сво-
их работах они независимо друг от друга показали,
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что система уравнений газовой динамики сводится
к системе девяти обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка, при этом Л.В. Ов-
сянников раньше J.F. Dyson нашел интеграл такой
системы, а именно, интеграл завихренности. Ин-
теграл полного углового момента и полной энер-
гии уже позднее нашел J.F. Dyson и опубликовал в
своей работе [4], причем все вычисления были про-
деланы в лагранжевых координатах. Изучением
движений такого типа занимаются и в настоящее
время. Одними из последних являются работы как
российских, так и зарубежных авторов [5–8].

В настоящей работе рассматривается одна из
моделей движения газа с линейным полем скоро-
стей, а именно, модель с плотностью, зависящей
только от времени, полученная в работе [9]. Для
нее найдены точные решения, описывающие раз-
лет частиц одноатомного газа из точечного источ-
ника, схлопывание частиц в точку, а также кол-
лапс на пространственной прямой, при этом функ-
ция плотности является величиной, зависящей
только от времени.

http://mfs.uimech.org/mfs2023.1.002
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2. Постановка задачи
Для дифференциальных уравнений идеальной

газовой динамики рассматривается одно из реше-
ний в виде линейного поля скоростей

~u = A(t)~x + ~u0(t),

где ~u = (u1, u2, u3) — вектор скорости, завися-
щий от времени t и трех декартовых координат
~x = (x, y, z); A(t)—матрица линейности размером
3× 3; ~u0(t) = (u01, u02, u03) — вектор неоднородно-
сти. Если ~u0 = 0, то поле скоростей задает дви-
жение с однородной деформацией, если ~u0 6= 0—
движение с неоднородной деформацией.

Рассмотрим политропный газ, то есть уравне-
ние состояния вида

p = Sργ,

где S — функция энтропии; γ— показатель полит-
ропы и теоретически γ > 1 [10]. Если плотность ρ
такого газа зависит только от времени по закону

ρ = ρ0 exp(−
∫

trAdt),

где trA — след матрицы A; ρ0 — произвольная по-
стоянная; давление имеет квадратичный вид

p = −1
2
ρ ~x · S~x− ρ ~v ·~x + p0(t),

то неизвестные матрица A и вектор ~u0 удовлетво-
ряют системе обыкновенных дифференциальных
уравнений:

S′ + 2SA =(1− γ)S trA, A′ + A2 = S, S = ST ,

~v′ + AT~v + S~u0 = (1− γ)~v trA, ~u′0 + A~u0 =~v,

p′0 − ρ~u0 ·~v = −γp0 trA,

(1)

где AT — транспонированная матрица, ~v —функ-
ция, введенная для краткости записи дифференци-
альных уравнений модели.

Система (1) содержит два дифференциальных
матричных уравнения, которые служат для опреде-
ления элементов матриц S и A, два векторных диф-
ференциальных уравнения— для определения век-
торов~u0 и~v, последнее скалярное уравнение— для
определенияфункции p0(t), которая входит в выра-
жение для функции давления. Последняя система
является системой 22 порядка. Требуется решить
систему (1) для того, чтобы можно было опреде-
лить неизвестные физические параметры, а имен-
но, скорость, давление, плотность и энтропию.

3. Нахождение диагональных мат-
риц линейности
Поиск решений системы (1) для общего ви-

да матрицы A весьма затруднителен. Поэтому
рассмотрим частный случай, а именно, зададим
диагональную матрицу A:

A =

 a1(t) 0 0
0 a2(t) 0
0 0 a3(t)

 .

Тогда, согласно формуле A′ + A2 = S равенство
S = ST выполняется автоматически. Заметим, что
случай, когда элементы матрицы одинаковые, то
есть a1 = a2 = a3, приведен в диссертации [9].
Рассмотрим случай, когда два элемента матрицы
равны, а третий произволен. То есть матрица A
имеет вид:

A =

 a 0 0
0 a 0
0 0 a1

 ,

где a 6= a1 6= 0. Тогда система (1) дифференциаль-
ных уравнений для элементов матрицы A примет
следующий вид:

(a′+a2)′+2a(a′+a2)=(1−γ)(a′+a2)(2a+a1), (2)

(a′1+a2
1)′+2a1(a′1+a2

1)=(1−γ)(a′1+a2
1)(2a+a1). (3)

Решение ищем в виде

a = k
t

,

где k — постоянная, вид которой будет уточнен
далее.

После подстановки такого представления ре-
шения в уравнение (2) получим соотношение

2k(k− 1)2 = (1− γ)k(k− 1)(2k + ta1(t)), (4)

из которого следует, что постоянная k может при-
нимать следующие значения:

1) k = 0
Тогда a(t) = 0 и уравнение (3) для a1(t)

имеет вид:

(a′1 + a2
1)′ + (1 + γ)a1(a′1 + a2

1) = 0.

При γ 6= 1 решение имеет параметрический
вид:

a1 = ±
√

C1e−2b + C2e−b(1+γ), t =
∫

a−1
1 db,

где C1, C2 — постоянные интегрирования, b — па-
раметр.
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Тогда матрица линейности A такова:

A =

 0 0 0
0 0 0
0 0 ±

√
C1e−2b + C2e−b(1+γ)

 .

При γ = 1 решение имеет вид:

a1 = ±e−b
√

C1t + C2.

Матрица линейности A такова:

A =

 0 0 0
0 0 0
0 0 ±e−b√C1t + C2

 .

2) k 6= 0
В этом случае при k = 1 равенство (4) выпол-

няется и a(t) = t−1. Уравнение (3) для a1(t) таково:

(a′1 + a2
1)′ + (a′1 + a2

1)(2a1 − (1− γ)(2t−1 + a1)) = 0.

При γ = 1 оно имеет решение такого же ви-
да, как и в п. 1, а при γ 6= 1 функция a1(t)
удовлетворяет уравнению

a′1 + a2
1 = |t|2(1−γ)e−(1+γ)b, t =

∫
a−1

1 db.

3) k 6= 0, k 6= 1
Тогда a(t) = kt−1 и из (4) определяется вид

функции a1(t):

a1(t) = n
t

, n = 2(kγ− 1)
1− γ .

После подстановки a(t) и a1(t) в (3) получим
соотношение

2n(n− 1)2 = (1− γ)n(n− 1)(2k + n), (5)

из которого следует, что постоянная n может при-
нимать следующие значения:

3.1. n = 0
Тогда k = γ−1 и a = (γt)−1, a1(t) = 0. В этом

случае матрица линейности такова:

A =


1
γt

0 0

0
1
γt

0

0 0 0

 . (6)

3.2. n 6= 0
Тогда (5) выполняется при n = 1 и функции

a(t) и a1(t) примут вид:

a1 = 1
t

, a = 3− γ
2γt

.

В этом случае матрица линейности имеет вид:

A =


3− γ
2γt

0 0

0
3− γ
2γt

0

0 0
1
t

 . (7)

3.3. n 6= 0, n 6= 1
Из (5) следует, что

k = n = 2
3γ− 1

,

а значит
a = a1 = 2

(3γ− 1)t
.

В данном случае матрица линейности A имеет вид
A = aE, где E — единичная матрица. Точное реше-
ние с такой матрицей получено в [9].

Перейдем к нахождению координат вектора
неоднородности ~u0(t).

4. Нахождения вектора неоднород-
ности
Рассмотрим векторные равенства из систе-

мы (1). Каждое из равенств есть дифференциаль-
ное уравнение первого порядка. Запишемих в виде
одного векторного дифференциального уравнения
второго порядка:

~u′′0 + 2A~u′0 + 2(A′ + A2)~u0 = (1− γ)(~u′0 + A~u0)trA.

4.1. Коллапс на прямой
Дифференциальное уравнение для вектора

неоднородности распишем покоординатно для
матрицы линейности вида (6):

u′′01 + 2
t

u′01 = 0,

u′′02 + 2
t

u′02 = 0,

u′′03 + 2
t

(
1− 1
γ

)
u′03 = 0.

Решением системы является вектор ~u0, кото-
рый имеет вид:

~u0 =


α1 + β1

t
α2 + β2

t
α3 + 2β3|t|

2−γ
γ

 ,

где β1, β2, β3, α1, α2, α3 — произвольные
постоянные.
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Согласно представлению вектора скорости в
виде линейного поля, имеем

u1 = x
γt

+ α1 + β1

t
,

u2 = y
γt

+ α2 + β2

t
,

u3 = α3 + 2β3|t|
2−γ
γ .

Применяя галилеевы переносы ~x′ → x + at,
~u′ → u + a, где a — постоянная, к компонен-
там вектора скорости, можем считать, что
α1 = α2 = α3 = 0. После этого, применяя рас-
тяжение t′ → ct, x′ → cx, где c — постоянная,
можно считать, что β1 = 1. Тогда вектор скорости
имеет вид:

~u =


x
γt

+ 1
t

y
γt

+ β2

t
2β3|t|

2−γ
γ

 . (8)

Определим вид остальных гидродинамиче-
ских функций, а именно, ρ, p, S .

Плотность имеет вид:

ρ = ρ0|t|−
2
γ .

Чтобы определить вид функции давления,
необходиморешить дифференциальное уравнение
для функции p0(t) из системы (1):

p′0 + 2p0

t
= ρ0

 (1− γ)(1 + β2
2)

γ|t|
3γ−2
γ

+ 4β2
3

2− γ
γ
|t|

2−3γ
γ

 ,

где ρ0 = ρ0 sign t. Решение имеет вид:

p0 =
Cp0

t2 +ρ0

2
(γ−1)(1+β2

2)|t|−
2
γ
−2+2ρ0(2−γ)β2

3|t|
2
γ
−2.

Функция давления имеет вид квадратичной
формы:

p = A(x2 + y2) + Bx + Cy + Dz + p0(t),

где

A = −ρ0

2
1− γ
γ2
|t|
−2(1+γ)
γ , B = −ρ0

1− γ
γ
|t|
−2(1+γ)
γ ,

C = −ρ0
1− γ
γ
β2|t|

−2(1+γ)
γ ,

D = −2ρ0β3
2− γ
γ
|t|−2.

Из уравнения состояния политропного газа
находим энтропию

S = (A(x2 + y2) + Bx + Cy + Dz + p0(t))
ρ
−γ
0
t2 .

Перейдем к описанию движения частиц газа.
Мировые линии движения частиц газа задаются
системой дифференциальных уравнений с началь-
ными данными [10] (t0 6= 0):

dx
dt

= x
γt

+ 1
t

, x(t0) = x0,

dy
dt

= y
γt

+ β2

t
, y(t0) = y0,

dz
dt

= 2β3|t|
2−γ
γ , z(t0) = z0,

решение которой имеет вид:

x(t) = (x0 + γ)
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣1/γ
− γ,

(t) = (y0 + γβ2)
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣1/γ
− γβ2,

z = z0 + β3γ|t0|2/γ

(∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣2/γ
− 1

)
,

(9)

где x0, y0, z0 — лагранжевые переменные. Якобиан
перехода от эйлеровых к лагранжевым перемен-
ным имеет вид:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣1/γ
0 0

0
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣1/γ
0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣2/γ
.

При t = 0 и γ > 0 Якобиан равен нулю, при
этом ранг матрицы Якоби равен 1. Это означает,
что при t → 0 в движении частиц наблюдается
особенность, которая выражается в том, что все ча-
стицы слетаются на прямую. Рассмотрим коллапс
частиц на прямой. В некоторый начальныймомент
времени t = t0 < 0 частицы газа заполняют все
пространство. С течением времени каждая из ча-
стиц движется по своей траектории со своей ско-
ростью (8). При t = 0 все частицы встречаются на
одной прямой x = −γ, y = −γβ2, z = z0 − β3γ|t0|2/γ,
где z0 выступает в качестве переменной величи-
ны и отвечает за номер частицы. Приближаясь к
прямой коллапса, частицы газа имеют бесконеч-
ные скорости по первой и второй координате, и ко-
нечную, стремящуюся к нулю, скорость по третьей
координате. В момент коллапса плотность и дав-
ление бесконечны. Если одну из мировых линий
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Рис. 1. Траектории движения частиц (9) двухатомного
газа с γ = 7/5

принять за движение поршня, то получим прибор
для фокусировки частиц газа на прямой. При t > 0
частицы вылетают из точек прямой с координата-
ми (−γ,−γβ2, z0) и летят по тем же траекториям,
что и при t < 0. Получаем линейный источник.

Движение является безвихревым, так
как rot~u = 0.

При γ < 0 Якобиан обращается в нуль при
t → ∞. С физической точки зрения первый слу-
чай более правдоподобен. Для определенности по-
строим траекторию движения частиц при γ = 7/5
(рис. 1). Этот показатель адиабаты соответствует
двухатомным газам и воздуху.

4.2. Точечный источник

Дифференциальное уравнение для вектора
неоднородности распишем покоординатно для
матрицы линейности вида (7):

u′′01 + 2
t

u′01 = 0,

u′′02 + 2
t

u′02 = 0,

u′′03 + 5γ− 3
γt

u′03 −
3− 3γ
γt2 u3 = 0.

Решением системы является вектор ~u0:

~u0 =


c1 + c2

t2

c3 + c4

t2
c5|t|α

 ,

где α = −5γ+ 3 +
√

13γ2 − 18γ+ 9
2γ

, c1, c2, c3,

c4, c5 — произвольные постоянные. Многочлен
13γ2 − 18γ+ 9 > 0 при любом γ, так как он не имеет
действительных корней.

Согласно представлению вектора скорости в
виде линейного поля имеем:

u1 = 3− γ
2γt

x + c1 + c2

t2 ,

u2 = 3− γ
2γt

y + c3 + c4

t2 ,

u3 = z
t

+ c5|t|α.

После применения преобразований эквива-
лентности, которые допускает модель, некоторые
константы уточняются. Так c1 = c3 = 0, c5 = 1.
Тогда вектор скорости имеет вид:

~u =


3− γ
2γt

x + c2

t2

3− γ
2γt

y + c4

t2
z
t

+ |t|α

 . (10)

Определим вид остальных гидродинамиче-
ских функций, а именно, p, ρ, S:

ρ = ρ0|t|−
3
γ .

Чтобы определить вид функции давления,
необходиморешить дифференциальное уравнение
для функции p0(t) из системы (1):

p′0 + 3p0

t
=

=ρ0|t|−
3
γ

(
(3− 5γ)(c2

4 + c2
2)

2γt5 +(α+1)sign t|t|2α−1

)
.

Решение имеет вид:

p0 =
p0
|t|3 +

+ρ0

(
c2

4 + c2
2

2
5γ− 3
3 + γ |t|

− 3+4γ
γ +(α+1) γ|t|

2α−3/γ

2αγ+ 3γ− 3

)
.

Функция давления имеет вид квадратичной:

p = A1(x2 + y2) + B1x + C1y + D1z + p0(t),
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где

A1 = −3(γ2 − 4γ+ 3)
8γ2t2 ρ0|t|−

3
γ ,

B1 = −ρ0|t|−
3
γ

c2(3− 5γ)
2γt3 ,

C1 = −ρ0|t|−
3
γ

c4(3− 5γ)
2γt3 ,

D1 = −ρ0|t|−
3
γ
+α−1(α+ 1)sign t.

Из уравнения состояния политропного газа
находим энтропию:

S = (A1(x2 + y2) + B1x + C1y + D1z + p0(t))
ρ
−γ
0
t2 .

Перейдем к описанию движения частиц га-
за. Движение является безвихревым, так как
rot~u = 0. Мировые линии движения частиц газа
задаются системой дифференциальных уравнений
с начальными данными [10]:

dx
dt

= 3− γ
2γt

x + c2

t2 , x(t0) = x0,

dy
dt

= 3− γ
2γt

y + c4

t2 , y(t0) = y0,

dz
dt

= z
t

+ |t|α, z(t0) = z0,

решение которой имеет вид:

x = x0

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣
3−γ
2γ

+ 2γc2

(3 + γ)t

 t
t0

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣
3−γ
2γ
− 1

 ,

y = y0

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣
3−γ
2γ

+ 2γc4

(3 + γ)t

 t
t0

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣
3−γ
2γ
− 1

 ,

z = z0

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣+ |t| |t0|α
α

(∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣α − 1
)

.

(11)

Якобиан перехода от эйлеровых к лагранже-
вым переменным равен

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣
3−γ
2γ

0 0

0
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣
3−γ
2γ

0

0 0
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ t
t0

∣∣∣∣3/γ
.

При t = 0 Якобиан равен нулю. При этом ранг
матрицы Якоби равен 0. Значит коллапс частиц
происходит в точке. При t = t0 < 0 частицы нахо-
дятся в точках с координатами (x0, y0, z0) и с тече-
нием времени каждая частица движется по своей
траектории с некоторой скоростью (10). При t = 0
все частицы встречаются в бесконечно удаленной

Рис. 2. Траектории движения частиц (11) двухатомно-
го газа с γ = 7/5 и c2 < 0

точке на плоскости z = 0. Частицы слетаются в
бесконечно удаленную точку (x → +∞, y → +∞)
первой четверти плоскости xOy при c2 < 0 и в бес-
конечно удаленную точку (x → −∞, y→ −∞) тре-
тьей четверти плоскости xOy (рис. 2). При этом ско-
рости частиц бесконечны по первым двум коорди-
натам и равнынулюпо третьей. В момент коллапса
плотность и давление бесконечные.

5. Заключение
В работе получены два новых точных реше-

ния уравнений газовой динамики с линейным
полем скоростей и плотностью, зависящей от
времени. Найдены уравнения мировых линий
движения частиц газа. Для одноатомного газа
построены траектории, которые соответствуют
полученным решениям.
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Collapsing motions of a diatomic gas whose density
depends only on time

Gumerov I.I.∗, Katashova A.A.∗, Yulmukhametova Y.V.∗,∗∗
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One submodel of gas motion with a linear velocity field is considered in the paper. Namely, a submodel that defines
the movements of a polytropic gas with a density that depends only on time. A polytropic gas is a gas for which
the internal energy is a function linear in temperature. The submodel under consideration is given by a system of
ordinary differential equations of the 22nd order for unknown functions. These functions characterize the movements
of gas particles and determine the type of density, pressure and entropy functions. The exact solution is sought for a
special case, namely for a diagonal linearity matrix. Two new exact solutions have been found. The type of vector
functions of velocity, density and pressure are determined. By the form of the velocity function, the world lines of
motion of gas particles are recorded. In the three-dimensional space of coordinates x, y, z, the trajectories of gas
particles for various initial data are constructed. A qualitative analysis of the movement was carried out. The Jacobi
matrix is constructed. The moments of collapse of gas particles are determined by the value of the Jacobian. Both
solutions have collapse: collapse on a straight line and collapse at a point.

Keywords: polytropic gas, diatomic gas, linear velocity field, inhomogeneous deformation, trajectories of gas particles,
world lines of particle motion, Jacobian

References
[1] Dirichlet G.L. Untersuchunger uber eih Problem der Gydrody-

namik // J. Reine Angew. Math. 1860. Vol. 58. P. 181.

[2] Riman B. [Essays] Sochinenia. M.-L.: GITTL, 1948. Pp. 339-366
(In Russian).

[3] Ovsannikov L.V. [New solution of hydrodynamic equations]
Novoe reshenia uravnenia gidrodinamili // DAN USSR. 1956.
Vol. 111, No 1. Pp. 47–49 (In Russian).

[4] Dyson J.F. Dynamics of a spinning gas cloud // J. Math. Mech.
1968. Vol. 18, No. 1. Pp. 91–101.
DOI: 10.1512/iumj.1969.18.18009

[5] Giron J.F., Ramsey S.D., Baty R.S. Nemchinov-Dyson Solutions
of the Two-Dimensional Axisymmetric Inviscid Compressible
Flow Equations // Phys. Fluids. 2020. Vol. 32. 127116.
DOI: 10.1063/5.0032170
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