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Динамика давления жидкости в трещине
гидроразрыва пласта при изменяющемся режиме
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Гидроразрыв пласта является одним из наиболее эффективных методов интенсификации добычи углеводородов,
способствующим повышению продуктивности скважин за счет формирования трещин высокой проводимости. В
настоящей статье устанавливается связь между изменяющимся расходом жидкости скважины и давлением в
трещине и пласте при переменном режиме ее работы. С этой целью решается интегро-дифференциальное урав-
нение, описывающее динамику давления в трещине гидроразрыва пласта при известном изменении давления в
скважине или по заданному дебиту. По данным изменения давления на забое при непродолжительном вклю-
чении насосов, поддерживающих постоянный дебит, и последующего их выключения (П–образное изменение
дебита) удобно определять характеристики трещины гидроразрыва пласта по формулам, предлагаемым в данной
работе. Результаты могут быть использованы при интерпретации гидродинамических исследованиях скважин.
В работе показано применение полученных уравнений для определения забойного давления при решении
практической задачи с реальными промысловыми данными, а также представлена формула, позволяющая без
учета проницаемости и ширины трещины ГРП вычислить ее проводимость.

Ключевые слова: гидроразрыв пласта, нефтяная скважина, динамика давления в трещине ГРП, переменные
режимы работы скважины

1. Введение
Настоящая статья посвящается памяти выдаю-

щегося ученого, доктора физико-математических
наук, профессора, член-корреспондента
Академии наук РБ и нашего научного ру-
ководителя Владислава Шайхулагзамовича
Шагапова. Здесь приведены результаты одной из
последнихсовместных работ.

1Исследование выполнено за счет средств гранта РНФ№ 21-
11-00207 (https://rscf.ru/project/21-11-00207/)

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
©Шагапов В.Ш.
© Башмаков Р.А.
© Фокеева Н.О.
© Шамматова А.А.

В 2023 году планируется тестирование перво-
го отечественного флота гидравлического разрыва
пласта (ГРП) на месторождении в ХМАО [1]. Опыт-
ный образец состоит из 12 агрегатов и разраба-
тывался при участии госкорпорации «Роскосмос»,
что подтверждает востребованность технологии
ГРП. Возникшие или расширившиеся существую-
щие трещины при закачке расклинивающей жид-
кости соединяясь между собой становятся провод-
никами флюидов. Трещины связывают скважину
с удаленными зонами пласта, расширяя достигае-
мую территорию и облегчая транспортировку неф-
ти к скважине при извлечениижидкости или увели-
чивая отток флюида от скважины при нагнетании.
Созданные трещины закрепляются проппантом с
целью предотвращения их смыкания. Моделиро-
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вание процесса гидроразрыва и фильтрации жид-
кости в окрестности скважины с ГРП достаточно
сложный процесс. Развитие вычислительной тех-
ники позволяет совершенствовать модели, однако
современный уровень пока не позволяет отказать-
ся от приближенного описания процессов.

Множество исследований посвящено
трещинам в нефтяных пластах. В работе [2]
Gringarten A.C., Ramey H.J. Jr., а также в статье
Heber Cinco L., F. Samaniego V., N. Dominguez A. [3]
выделяются различные периоды фильтрации по
характеру изменения забойного давления, пред-
лагается система дифференциальных уравнений,
описывающая фильтрацию флюида в трещине ГРП
и пласте вокруг трещины. В статьях [3–7] показана
работа скважины с вертикальной трещиной ГРП
в режимах постоянного расхода или постоянного
давления на скважине.

В настоящей работе изучается распределение
давления в вертикальной трещине ГРП при раз-
личных режимах работы скважины: при изменяю-
щемся давлениина скважине иприизменяющемся
дебите скважины; установлена связь между дина-
микой расхода жидкости на скважине и давлением.
Найдены точное аналитическое и приближенное
аналитическое решения системы уравнений, опи-
сывающих фильтрацию флюида в трещине ГРП.
Результаты работы сопоставлены с практически-
ми данными, полученными на реальных скважи-
нах. По данным изменения давления на забое при
непродолжительном включении насосов, поддер-
живающих постоянный дебит, и последующего вы-
ключения насосов (П-образное изменение дебита)
удобно определять характеристики трещины ГРП
по формулам, предлагаемым в работе.

2. Основные уравнения
В работах [3–7] приведена математическая мо-

дель, описывающая фильтрацию флюида из сква-
жины в трещину ГРП и далее в пласт или из него в
трещину, а затем в скважину.

Постановка задачи следующая. Рассмат-
ривается скважина с вертикальной трещиной
ГРП. Считается, что трещина симметрична,
закреплена проппантом, препятствующим смы-
канию. Проницаемость ее существенно выше
проницаемости пласта.

В силу симметричности данной задачи доста-
точно рассматривать одно крыло трещины. Напра-
вим ось Ox вдоль направления трещины, ось Oy
определим перпендикулярно плоскости трещины
(рис. 1). Отсчет ведется от стенки трещины.

Пласт однородный, высота трещины h f су-
щественно больше ее ширины d f , давление в

трещине слабо изменяется с глубиной. Такая
упрощенная модель позволяет отказаться от вве-
дения третьей пространственной координаты —
глубины. Нижние индексы f , p при перемен-
ных означают, что рассматриваются значения,
относящиеся к трещине и пласту соответствен-
но, а индекс «0» используется для начального
«невозмущенного» значения.

Пусть начальное давление в пласте и трещине
равно P0, давление в трещине Pf , в пласте — Pp:

∆Pi = Pi − P0 (i = f , p).

Заметим, что Pp есть функция координат x, y
и времени t, Pf — функция от x и t.

Система уравнений описывает распределения
давления в пласте и трещине (см. [4–7]):

∂∆Pf

∂t
= æ f

∂2∆Pf

∂x2 + 2
mp

m f

æp

d f

(
∂∆Pp

∂y

)∣∣∣∣∣
y=0

,

(0 < x < l f ).

(1)

∂∆Pp

∂t
= æp

∂2∆Pp

∂y2 ,(
0 < x < l f , 0 < y < ∞

) (2)

где æi = kiρ0C2

miµ
— коэффициент пьезопроводно-

сти; ki — коэффициент проницаемости; ρ0 — плот-
ность жидкости; C — скорость звука для флюида;
mi — пористость (i = p, f ); µ — вязкость флюида;
l f — длина; d f —ширина трещины.

Уравнение (1), описывающее фильтрацию
флюида в трещине, отличается от классического
уравнения пьезопроводности последним слагае-
мым, отвечающим за переток жидкости между пла-
стом и трещиной ГРП.

Запишем краевые условия:

∆Pp

∣∣∣
y=0

= ∆Pf , ∆Pp

∣∣∣
y→∞

= ∆Pf

∣∣∣
y→∞

= 0.

Система (1)–(2) в работе [5] сводится к одному

 

y
x

Рис. 1. Билинейная схема течения жидкости
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интегро-дифференциальному уравнению:

∂∆Pf

∂t
= æ f

∂2∆Pf

∂x2 −

−
2mpæp

m f d f

t∫
−∞

∂∆Pf (τ, x)
∂τ

dτ√
πæp(t− τ)

.
(3)

Здесь считаем, что при t→ −∞ система находится
в покое, то есть

∆Pf

∣∣∣
t=−∞

= ∆Pp

∣∣∣
t=−∞

= 0.

Левая часть уравнения (3), отвечающая за
упругоемкость флюида в трещине, несуществен-
на (см. [6]). Поэтому вместо (3) будем использовать
упрощенное уравнение

∂2∆Pf

∂x2 = χ
t∫

−∞

∂∆Pf (τ, x)
∂τ

dτ√
π(t− τ)

, (4)

где χ = 2
d f

mp
m f

√æp

æ f
.

3. Точные аналитические решения
для трещины бесконечной длины
В работе [6] приведено решение уравнения (4)

для случая резкого изменения давления на фик-
сированную величину ∆P(w) = const в некоторый
момент времени τ.

Пусть до момента времени τ нефть в трещине
и пласте находилась в покое:

∆Pf = 0 (t < τ, x > 0),

∆Pf = ∆P(w) (t > τ, x = 0).

Рассмотрим решение (4) в предположении, что
длина трещины бесконечна (l f = ∞) и скважина
нагнетательная ∆P(w) > 0.

Решение уравнения (4), описывающего распре-
деление давления в трещине ГРПпри приведенных
условиях и удовлетворяющего условию ∆Pf → 0
при x → ∞, можно представить, согласно резуль-
татам работы [8], в следующем виде:

∆Pf = ∆Pf (w) Gil
(√
χ/2 · x(t− τ)−1/4

)
,

где

Gil(z) = 1− 1
π

∞∫
0

sin
(

zη1/4
)

η
e−η−zη1/4

dη.

Отсюда определим формулу для объемного
расхода флюида в одном крыле трещины на еди-
ницу высоты трещины:

q = −3.6
π

√
χ

2
d f k f

µ

Pf (w)
(t− τ)1/4 , t > τ.

Рассмотрим случай, когда давление на за-
бое изменяется в моменты времени τ1, τ2, . . . , τn.
Считаем, что до момента времени τ1 скорости
течения жидкости и перепады давления в тре-
щине и пласте равны нулю v f

∣∣∣
t<τ1

= 0, vp

∣∣∣
t<τ1

= 0,

∆Pf

∣∣∣
t<τ1

= ∆P(w)0 = 0, PP

∣∣∣
t<τ1

= 0. В момент време-

ни τ1 начинается работа скважины и давление
∆P(w)1 поддерживается постоянным до момента
времени τ2. С момента времени τ2 до τ3 давление
скважины ∆P(w)2 и т.д.

Тогда решение, описывающее изменение дав-
ления в трещине, может быть записано в виде:

∆Pf (t, x)=
n

∑
i=1

H(t− τi)(∆P(w)i − ∆P(w)i−1)×

×Gil
(√
χ/2x(t− τi)−

1
4

)
.

(5)

Здесь функция Хевисайда

H(t) =
{

1, t > 0,
0, t < 0.

Учитывая закон Дарси, получим

q = −3.6
π

d f

k f
µ
√
χ/2

n

∑
i=1

H(t− τi)×

×
(

∆P(w)i − ∆P(w)i−1

)
(t− τi)−1/4.

(6)

Таким образом, динамику давления в трещине
ГРП и расходжидкости на скважинеможно описать
через (5)–(6).

Пусть теперь до момента времени τ скважина
и пласт находились в состоянии покоя. В момент
времени τ начинается работа скважины в режи-
ме поддержания постоянного расхода жидкости
(q = const). В работе [6] приведено автомодельное
решение уравнения (4) для данного случая:

∆Pf = − qµ(t− τ)1/4

d f k f
√
χ/2

· Zil(z),

z =
√
χ/2 · x(t− τ)−1/4 (t > τ),

(7)

где специальная функция Zil(z) определяется как

Zil(z) =
+∞∫
z

Gil(ζ) dζ.
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Подставляя в выражение (7) x = 0, получим
закон изменения перепада давления на скважине:

∆P(w) = Zil(0)qµ
d f k f
√
χ/2

(t− τ)1/4.

Используя линейность уравнения (4), обоб-
щим полученные выражения для ∆Pf и ∆Pf (w)
на случай, когда дебит принимает постоянные
значения q1, q2, . . . , qn в промежутках времени
[τ1, τ2), [τ2, τ3), . . . , [τn, ∞):

∆Pf (t, x) = − µ

d f k f
√
χ/2
×

×
(

n

∑
i=1

H(t− τi)(qi − qi−1)(t− τi)1/4 ×

×Zil(
√
χ

2
x(t− τi)−1/4

)
,

где ∆Pf (t, x) — давление в трещине ГРП; q0 = 0.
Для практических целей можно брать значение
Zil(0) = 0.78 (см. [5,6]).

Для перепада давления между значениями
забоя скважины и пластом

(
∆Pf (w) = ∆Pf (t, 0)

)
получим

∆Pf (w) = −µZil(0)
d f k f
√
χ/2
×

×
(

n

∑
i=1

(t− τi)1/4H(t− τi)(qi − qi−1)
)

.
(8)

4. Приближенные аналитические
решения, полученные с помощью
метода ПССС для трещины
бесконечной длины
Согласно методу последовательной смены ста-

ционарных состояний (ПССС) [9] уравнение (2) ре-
шается приближенно в предположении, что пласт
в каждый момент времени условно разделен на
«возмущенную» и «невозмущенную» зоны. В невоз-
мущенной зоне давление считается равным перво-
начальному. Расстояние l от трещины до границы
невозмущенной зоны определяется количеством
жидкости, перетекшей из трещины в пласт, t > τ,
где τ— время начала работы скважины.

lp =
√

2æp(t− τ).

При этом в невозмущенной зоне решается уравне-
ние установившейся фильтрации, т.е. считаем что
давление в пласте определяется линейной функци-
ей по координате y:

∆Pp = −∆Pf
y
lp

, t > τ. (9)

Здесь время t входит как параметр.
В уравнении (1) для задач, имеющих наи-

больший практический интерес, можно прене-
бречь слагаемым в левой части, отвечающим за
упругоемкость жидкости в трещине, также, как
сделано в разделе 2. То есть вместо (1) будем
рассматривать уравнение

∂2∆Pf

∂x2 = − 2
d f

mp

m f

æp

æ f

(
∂∆Pp

∂y

)∣∣∣∣
y=0

.

Откуда, учитывая (9), запишем уравнение

∂2∆Pf

∂x2 = χ√
2(t− τ)

∆Pf ,

χ = 2
d f

mp

m f

√æp

æ f
, t > τ.

(10)

Решая (4), получим

∆Pf = C1 exp

(
−x
√
χ

/√
2(t− τ)

)
+

+C2 exp

(
x
√
χ

/√
2(t− τ)

)
,

(11)

где t > τ, 0 < x < l f , l f —длина трещины; C1 и C2 —
произвольные константы.

Рассмотрим решение (11) в предположении,
что длина трещины бесконечна (l f = ∞). Сравне-
ние полученных в работе приближенных формул с
полевыми испытаниями показывает, что предпо-
ложение о бесконечной длине трещины для боль-
шинства реальных ГРП вполне допустимо и дает
хорошо согласующиеся с практикой результаты.

Пусть до момента времени τ нефть в трещине
и пласте находилась в покое (vp = v f = 0, Pp = 0,
Pf = 0.) Здесь Pf (w) — значение давления на сква-
жине, установившееся в момент времени τ.

Рассмотрим работу нагнетательной скважины
в режиме постоянного расхода. Исходное состоя-
ние пласта и трещины такое же, как и в преды-
дущем случае, расход жидкости при t < τ нуле-
вой. Требуется определить эволюцию распреде-
ления давления в трещине Pf и закон измене-
ния давления в скважине ∆Pf (w). Воспользуем-
ся решением (11) для уравнения (10). Так как
∆Pf → 0 при x → ∞, получаем, что C2 = 0, исполь-
зуя (9) и линейность системы уравнений (1)–(2) мо-
жем обобщить полученные выражения для Pf и
Pf (w) на случай, когда дебит принимает постоян-
ные значения q1, q2, . . . , qn в промежутках времени



2023. Т. 18. №1 5

[τ1, τ2), [τ2, τ3), . . . , [τn, ∞):

∆Pf = −µ
21/4d f k f

√
χ/2
×

×
(

n

∑
i=1

H(t− τi)(qi − qi−1)(t− τi)1/4×

× exp

(
−x
√
χ

/√
2(t− τi)

))
.

(12)

Для перепада давления между значениями
забоя скважины и пластом (∆Pf (w) = ∆Pf (t, 0))
запишем

∆Pf (w) = −µ
21/4d f k f

√
χ/2
×

×
(

n

∑
i=1

(t− τi)1/4H(t− τi)(qi − qi−1)
)

.
(13)

Для проведения расчетов используются следу-
ющие значения параметров: ρ0 = 1000 кг/м3; m f =
0.3; µ = 10−3 Па·с; C = 1500 м/с; kp = 10−15 м2;
mp = 0.1; k f = 10−10 м2; d f = 5 · 10−3 м.

На рис. 2 показано давление скважины при П-
образном изменении дебита (рис. 3) до величины
q = Q/h = 1 м2/сут в начальный момент t = 0 и
падение до 0 через одни сутки. При П-образном
изменении дебита образуется характерный зубец
на кривой изменения давления. На рис. 4 пока-
зана эволюция давления в трещине ГРП при П-
образном изменении дебита скважины, соответ-
ствующему рис. 3. Кривая 1 соответствует моменту
времени τ = 1/4 сут.; кривая 2 — 1 сут.; кривая 3 —
1 сут. 2 часа.; кривая 4 — 2 суток.

При П-образном изменении дебита скважины
исходя из формулы (12) и подставляя выражения
для χ и коэффициентов пьезопроводности, можно
определить проводимость трещины ГРП:

d f k f = 0.6084 · q2√τ(
∆P(w)(τ)

)2 ·
µ3/2√

kp
·

C
√
ρ

√mp
. (14)

5. Работа с промысловыми данными
Рассмотрим фактические данные работы двух

скважин. На рис. 5 представлена кривая изменения
промыслового дебита первой скважины [8].

На рис. 6 приведено сопоставление исходного
давления (красная кривая), результатов вычисле-
ний по точным аналитическим формулам (8) (зеле-
ный пунктир) и приближенным методом ПССС (13)
(синие точки) [10]. На рис. 7 и 8 аналогично показа-
ны результата анализа работы второй скважины.

Величины всех параметров в формулах, кроме
проводимости трещины d f · k f , известны. Значение

0 1 2
0

1

, � � �t

2, � � � � �q

Рис. 2. Изменение давления на скважине при двух-
ступенчатом изменении расхода жидкости
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Рис. 3. Двухступенчатое изменение расхода

жидкости

0 5 0 1 0 0 1 5 0 2 0 0

- 1 0

- 5

0

4

2

1
3

, �x

, � � �fP
Рис. 4. Эволюция давления в трещине ГРП при двух-

ступенчатом изменении расхода жидкости
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Рис. 5. Промысловый дебит первой скважины
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Рис. 6. Сопоставление давления первой скважины:
исходных промысловых данных (красный
цвет), точные аналитические решения (зе-
леный), приближенные решения методом
ПССС (синий)
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Рис. 7. Промысловый дебит второй скважины
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Рис. 8. Сопоставление давления второй скважины: ис-
ходных промысловых данных (красный цвет),
точные аналитические решения (зеленый)

этого параметраможноопределитьизП-образного
закона изменения дебита и соответствующего из-
менения давления на забое скважины. По первым
значениям скачков дебита и соответствующим зна-
чениям реального давления на скважине предвари-
тельно была определена проводимость трещины
по формуле (14). Проводимость для первой и вто-
рой скважины составила d f · k f = 1308 и 1616 мД·м
соответственно.

6. Заключение
В результате проведенной работы получены

точные и приближенные аналитические решения
системы уравнений, мало отличающиеся от точ-
ных, но более удобные для применения на практи-
ке. На основе этих выражений появляется возмож-
ность определить дебит или забойное давление
при заданном законе изменения давления на за-
бое или дебита скважины и эволюцию давления
в трещине ГРП. Решения сопоставлены с промыс-
ловыми данными реальных скважин. Результаты
работы могут быть применены для интерпретации
гидродинамических исследований скважин и опре-
деления проводимости трещины ГРП.
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Fluid pressure dynamics in a hydraulic fracture during
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Hydraulic fracturing is one of the most effective methods for intensifying hydrocarbon production. The paper describes
the transient-well-operation modes of the well, establishes a connection between the changing fluid flow in the
well and the pressure in the fracture and reservoir. With this purpose, a solution is found to the integro-differential
equation that describes the change in pressure in the hydraulic fracture with a known change in pressure in the
well or at a given flow rate. Based on the bottomhole pressure change data for a short-term pump operation that
maintains a constant flow rate and subsequent pump shutdown (Π-shaped flow rate change), it is convenient to
determine the characteristics of a hydraulic fracture using the formulae proposed in the paper. The results of the
work can be used in hydrodynamic studies of wells. The article shows the application of the obtained equations for
determining bottomhole pressure when solving a practical problem with field data, and also presents a formula that
allows calculating its conductivity without taking into account the permeability and width of the hydraulic fracture.

Keywords: hydraulic fracturing, oil well, hydraulic fracture pressure dynamics, transient-well-operation modes
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