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Распад топологического солитона в линейном дефекте
доменной структуры закрученного нематика

Делев В.А.
ИФМК УФИЦ РАН, Уфа

В данной работе исследуется распад топологического солитона в осциллирующем линейном дефекте электрокон-
вективной структуры (доменов Вильямса), возникающей в закрученном на π/2 нематическом жидком кристалле. В
отличие от планарно ориентированных нематиков гидродинамические потоки в доменах закрученного нематика
носят геликоидальный характер, так как кроме тангенциальной компоненты скорости имеется и аксиальная состав-
ляющая, направление которой противоположно в соседних доменах. Эта особенность приводит к образованию
устойчивых локализованных протяженных образований — линейных дефектов, — ориентированных нормально
к доменам Вильямса. С увеличением приложенного напряжения в линейных дефектах возникают доменные
zig-zag осцилляции. Границами между zig и zag состояниями являются классические дислокации. Обнаружено, что
дислокация, двигаясь вдоль ядра дефекта, распадается на антидислокацию и две дислокации. В отличие от случая
планарно ориентированных нематиков, дислокации не изолируются друг от друга невозмущенными роллами, а
остаются «связанными» гидродинамическими потоками в пределах ядра линейного дефекта. Предполагается, что
расщепление дислокации происходит в результате возникновения локальной неустойчивости ориентационной
твист-моды директора n из-за ее сильной связи со скоростью гидродинамичсекого потока. В рамках уравнения
синус–Гордона, при наличии диссипативного слагаемого и пространственных возмущений, рассматривается
механизм распада топологического солитона (кинка) на антисолитон и два солитона.
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линейный дефект, дислокация, уравнение синус–Гордона, кинк

1. Введение
Одним из наиболее распространенных сце-

нариев перехода от упорядоченного состояния к
пространственно-временному хаосу в неравновес-
ных системах связан с процессами образования и
взаимодействия топологических дефектов (defects
mediated turbulence, topological turbulence) [1]. Как
правило, топологические дефекты появляются
спонтанно в различных неравновесных системах
с большим аспектным соотношением [2]. При
этом нарушается когерентность пространственных
структур, которые могут образовываться в этих си-
стемах. Наиболее часто изучаемыми примерами
являются термоконвекция Рэлея–Бенара [3], элек-
троконвекция в нематических жидких кристаллах
(НЖК, нематик) [4–7] и др.
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В достаточно протяженных двумерных си-
стемах с увеличением надкритичности вначале
развивается фазовая турбулентность1 [8], а за-
тем, в результате пинчевания фазы, рождают-
ся пары топологических дефектов и возникает
топологическая турбулентность или хаос дефек-
тов [9]. Механизм образования пары топологиче-
ских дефектов-дислокаций является универсаль-
ным для многих систем, где могут образовываться
пространственно-упорядоченные структуры [10].

1Автор использует термин «фазовая турбулентность», значе-
ние которого в гидродинамике не имеет чёткого определения.
Для читателей настоящего журнала предлагаем формулировку,
данную в работе Б. Шраймана [Shraiman B.I. Order, Disorder, and
Phase Turbulence // Phys. Rev. Lett. 1986. V. 57, No. 3. Pp. 325–328.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.57.325]: «Фазовая турбулентность —
явление, связанное с временной эволюцией протяженных про-
странственных структур».

Аналогичным образом следует трактовать и термин «топо-
логическая турбулентность»: это турбулентность, обусловлен-
ная дефектами. [Прим. ред.]
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Однако в случае изотропных сред исследова-
ние динамики и взаимодействия отдельных пар то-
пологических дефектов является весьма сложной
задачей, так как экспериментально реализовать
идеально упорядоченные структуры с малой плот-
ностью дефектов весьма затруднительно. Здесь,
как правило, образуются конвективные валы (рол-
лы) с различными направлениями их оси, а плот-
ность образующихся при этом дефектов достаточ-
но велика [3].

НЖК характеризуются наличием ориентаци-
онного упорядочения молекул удлиненной фор-
мы, которые имеют тенденцию устанавливаться
параллельно некоторой общей оси, характеризуе-
мой единичным вектором— директором n, в то же
время дальний порядок в расположении центров
масс молекул отсутствует [5–7]. Поэтому в системе
электроконвекции НЖК ситуация иная. Наличие
осевой анизотропии позволяет получить практи-
чески идеальные и достаточно протяженные струк-
туры параллельных роллов — доменов Вильямса.

Динамика и взаимодействие дислокаций в
электроконвективных структурах планарно ори-
ентированных НЖК достаточно хорошо изучены
как экспериментально, так и теоретически [11–14].
Результаты этих работ свидетельствуют о важной
роли дефектов при усложнении пространственно-
временной динамики доменных структур в НЖК с
увеличением приложенного напряжения. В частно-
сти установлено, что механизм отбора оптималь-
ного волнового числа при формировании домен-
ных структур как в изотропной, так и в анизо-
тропной среде, непосредственно связан с процес-
сами рождения и аннигиляции дислокаций. По-
ведение дислокаций в системе электроконвекции
в приближении слабой надкритичности хорошо
описывается амплитуднымуравнениемГинзбурга–
Ландау [12–14].

Типичными элементарными дефектами элек-
троконвективных структур в НЖК являются дис-
локации с топологическими зарядами S = ±1. Де-
фект с топологическим зарядом S = ±1 соответ-
ствует скачку фазы на±2π в структуре доменов Ви-
льямса, т.е. его сингулярность определяется лиш-
ним (или недостающим) пространственным пери-
одом при обходе замкнутого контура вокруг его
ядра [14].

Топологический дефект характеризуется усло-
вием ∮

dl∇φ(x, t) = ±2πS,

где φ — фаза параметра порядка; целое S 6= 0 —
сила, или топологический заряд дислокации.

Как показано в [14], при определенной скоро-
сти увеличения приложенного к ЖК-ячейке напря-
жения дислокации могут образовывать в простран-
стве новые локализованные квазистационарные
состояния с более низкой симметрией. Как прави-
ло, такое состояние зарождается вблизи ядра клас-
сической дислокации и распространяется вдоль ли-
нии, нормальной к доменам Вильямса. При этом
возникающий линейный дефект с «размытым» яд-
ром имеет такой же топологический заряд как и
исходная дислокация. Кроме того, локализован-
ное состояние может возникать спонтанно в ре-
зультате развития модуляционной неустойчивости
как простой сдвиг доменов на половину простран-
ственного периода π друг относительно друга без
образования дислокаций. Поэтому такое искаже-
ние доменной структуры получило название ли-
нии скачка фазы [14]. С увеличением приложенного
напряжения указанные типы линейных образова-
ний в планарно ориентированных НЖК становятся
неустойчивыми. При этом линейные дефекты рас-
падаются на нечетное число (не менее трех) дис-
локаций, а линии скачка фазы — на четное число
(не менее двух) дислокаций с противоположными
топологическими зарядами S = ±1. В обоих слу-
чаях суммарный топологический заряд сохраняет-
ся [14].

Подобные стационарные линейные локализо-
ванные дефомации наблюдаются и в доменных
структурах закрученных на π/2 НЖК [15,16]. При
определенной скорости увеличения приложенно-
го напряжения их длина L увеличивается и может
достигать размеров ЖК-образца (Рис. 1(a)). Здесь
гидродинамические потоки носят геликоидальный
характер, т.к. наряду с тангенциальной компонен-
той скорости vt, имеется и аксиальная составляю-
щая va, направление которой противоположно в
соседних доменах. Из-за сильной связи ориента-
ции директора n (твист-мода) со скоростью гидро-
динамического потока в роллах закрученных НЖК
такие линейные образования являются достаточно
устойчивыми [17]. При дальнейшем увеличениина-
пряжения в ядрах линейных дефектов возникают
доменные zig-zag осцилляции (Рис. 1(b)).

Необходимо подчеркнуть, что для описания
дислокаций в НЖК кроме амплитудного под-
хода [12–14] может быть использована модель
Френкеля–Конторовой (ФК) [18]. Если в стандарт-
ной модели ФК пренебречь эффектами дискрет-
ности, то получится хорошо известное уравнение
синус–Гордона (УСГ) для функции смещения u:

utt − uxx + sin u = 0. (1)

Данное уравнение является полностью интегри-
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Рис. 1. Стационарные линейные локализованные об-
разования в закрученном на π/2 нематике
при напряженииU = 5.6В и частоте f = 30 Гц
(a); линейные осциллирующие дефекты при
U = 12.5В и f = 30 Гц (b); масштаб 100мкм

руемым и было одним из первых обнаруженных
уравнений с многосолитонным решением, а пер-
вое приложение УСГ нашло в физике для построе-
ния упрощенных моделей дислокаций в металлах.
УСГ (1) имеет ряд аналитических решений [19]. Од-
ним из них, является топологический солитон, или
кинк:

u(x, t) = 4 arctan
[

exp
(
σ

x− x0 + v(t− t0)√
1− v2

)]
, (2)

где σ = ±1 — топологический заряд кинка;
0 6 v 6 1 — скорость движения кинка; величина
x0 характеризует положение кинка в момент вре-
мени t = t0.

Топологические солитоны и модель ФК имеют

множество приложений в физике конденсирован-
ного состояния. Например, в физике твердого тела
они описывают доменные стенки в ферромагне-
тиках и сегнетоэлектрических материалах, дисло-
кации в кристаллах, волны зарядовой плотности,
межфазные границы в металлических сплавах, ди-
намику вихрей в длинных джозефсоновских кон-
тактах и т.д. [18].

В настоящее время солитоны разбиваются на
два больших класса. Первый из них— консерватив-
ные солитоны (КС), — существующие в системах с
пренебрежимо слабой диссипацией, роль которой
сводится в основном к ограничению времени жиз-
ни солитона. КС распространяются с постоянной
скоростью, не изменяя своей формы, благодаря
балансу дисперсионных и нелинейных эффектов.
Некоторые уединенные волны ведут себя как ча-
стицы при упругих столкновениях, что и побудило
Забуски и Крускала ввести термин «солитон» [20].
Второй класс — автосолитоны, или диссипативные
солитоны (ДС), — возникают благодаря балансу
притока и оттока энергии [21, 22]. ДС при столк-
новении демонстрируют, как правило, неупругие
взаимодействия.

Анизотропные среды, такие как НЖК, предла-
гают особенно богатые возможности для экспери-
ментального изучения солитонов, которые могут
описываться в рамках модели синус–Гордона [23,
24]. Так УСГ нашло успешное применение для опи-
сания дислокаций при электроконвекции в закру-
ченных на π/2 НЖК [25]. Установлено, что в зави-
симости от длины линейного дефекта наблюдается
различная динамика и взаимодействие дислока-
ций, а средняя длина возникающих линейных де-
фектов может контролироваться приложенным на-
пряжением [25–28]. В то же время поведение и вза-
имодействие элементарных дислокаций в осцил-
лирующих линейных дефектах доменов Вильямса
до сих пор остается мало изученным.

В данной работе исследуется динамика и рас-
пад дислокации в осциллирующем линейном де-
фекте электроконвективной структуры (доменов
Вильямса), возникающей в закрученном на π/2
НЖК. Обнаружено, что при движении по ядру де-
фекта дислокация распадается на антидислокацию
и две дислокации. Предполагается, что расщепле-
ние дислокаций происходит в результате возник-
новения локальной неустойчивости внутренней
твист-моды директора n закрученного НЖК, ко-
гда гидродинамичекие потоки в линейных дефек-
тах перестают быть стационарными и возникают
«зиг-заг» осцилляции. В рамках возмущенного УСГ
рассматривается возможный механизм распада то-
пологического солитона — кинка.
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2. Методика эксперимента

В качестве НЖК использовался 4-n-метокси-
бензилиден-n-бутиланилин (МББА), который по-
мещался в ЖК-ячейку между двумя стеклянными
подложками с проводящим покрытием из SnO2.
Поверхность подложек с электродами покрывалась
слоем ориентанта — полиимида AL1254 (JSR Corp.
Japan),— который затем натирался в одномнаправ-
лении для создания однородной планарной ори-
ентации директора n. Толщина ЖК-ячейки разме-
ром 16× 12мм задавалась майларовыми проклад-
ками d ' 20мкм. После её заполнения нематиком
и формирования однородной планарной ориента-
ции, верхняя подложка медленно поворачивалась
относительно нижней по часовой стрелке на угол
π/2 так, что во всем слое НЖК возникала однород-
но закрученная ориентация директора n (Рис. 2).
К ЖК-слою прикладывалось переменное напряже-
ниеU с частотой fU = 30 Гц. Критическое напряже-
ние возникновения доменов Вильямса составляло
Uc = 5.6В. При этом их ось ориентирована пер-
пендикулярно директору n в середине слоя НЖК и
составляет углы−45◦ и 45◦ с ориентацией директо-
ра соответственно на верхней и нижней подложках.
Направления гидродинамических потоков в доме-
нах определялись путем анализа движений проб-
ных частиц диаметром 2÷ 3мкм, добавленных в
НЖК. Доменные структуры и их дефекты наблюда-
лись в поляризационный микроскоп Axiolab (Zeiss,
Germany), а их изображения регистрировались ви-
деокамерой VX44 (PCO Inc., Germany) с разрешени-
ем 720× 576 пикселей и оцифровывались внешней
платой Pinnacle 700-USB (USA).

Рис. 2. Схематическое изображение молекул в закру-
ченном на π/2 слое НЖК

3. Результаты и обсуждение

Изображение электроконвективной структу-
ры в НЖК представляет собой пространственно-
периодическиемодуляцииинтенсивности прошед-
шего через ячейку с НЖК света. Эти модуляции со-
ответствуют локальным изменениям оптической
анизотропии < ∆n(t) > под действием внешнего
электрического поля. При критическом напряже-
нии электроконвекции в слое НЖК возбуждают-
ся гидродинамические вихревые движения в виде
роллов. Вихревое движение ориентирует НЖК осо-
бенно сильно в области максимального градиен-
та скорости, т.е. в центре вихревых шнуров — до-
менов Вильямса. Образующиеся цилиндрические
вихрииграютроль линз,фокусирующих свет в свет-
лые линии [4]. В итоге формируется изображение в
виде темных и светлых полос — доменов Вильямса
(Рис. 3)

Рассмотрим структуру линейного стационар-
ного дефекта с диссоциированным ядром в домен-
ной структуре закрученного НЖК с учетом особен-
ностей гидродинамики течений (Рис. 3).

На Рис. 3 стрелками показаны направления
аксиальных компонент скорости конвективных по-
токов va в доменах вблизи ядра линейного дефекта;
тонкими пунктирными линиями — перераспреде-
ление потоков в ядре дефекта; светлые оптические
линии соответствуют центрам доменов (осям рол-
лов), вокруг которых наблюдалось геликоидальное
движение частиц [17]. Поэтому пространственный
период структуры определяется как T = 2λ. При
этом непрерывность потоков в дефекте обеспечи-
вается как замыканием сонаправленных аксиаль-
ных компонент скорости va через ядро, так и их
замыканием с противоположно направленными
потоками в соседних доменах. При напряжениях
U . 7.4В потоки конвективного течения в доменах
являются стационарными.

x

y

T=2l

S=-1

Рис. 3. Изображение линейного дефекта с диссоци-
ированным ядром в доменной структуре за-
крученного НЖК при U = 6.5В и f = 30 Гц.
Масштаб 100мкм
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x

y

zig zag
S=+1S=-1

Рис. 4. Линейный осциллирующий дефект в закручен-
ном на π/2 НЖК при U = 7.6В и f = 30 Гц (b).
Границей zig и zag областей являются дисло-
кации с топологическими зарядами S = ±1.
Масштаб 100мкм

С увеличением приложенного напряжения обе
компоненты скорости потока анизотропной жид-
кости в доменах vt и va возрастают и при U > 7.4В
линейный дефект теряет устойчивость. Однако, в
отличие от планарно ориентированного НЖК [14],
ядро дефекта не распадается сразу на отдельные
дислокации, а сначала начинает осциллировать.
При этом наблюдается поочередное периодиче-
ское во времени перезамыкание доменов с сона-
правленными потоками анизотропной жидкости
то влево (zig), то вправо (zag) и движение жидкости
в ядре дефекта приобретает пульсирующий харак-
тер. Затем происходит образование zig и zag обла-
стей, осциллирующих в противофазе. Одновремен-
но между границами zig и zag областей возникают
дислокации с топологическими зарядами S = ±1
(Рис. 4). При этом, в отличие от случая планарно
ориентированных нематиков, дислокации не изо-
лируются друг от друга невозмущенными роллами,
а остаются «связанными» гидродинамическими те-
чениями в пределах ядра линейного дефекта.

Дальнейшая динамика дислокаций устанавли-
вается таким образом, чтобы в ядре нестационар-
ного линейного дефекта обеспечивалась непрерыв-
ность геликоидального потока анизотропной жид-
кости.

Далее проследим за динамикой дислокации с
топологическим зарядом S = +1 в ядре линейного
дефекта L = 6T и исследуем процесс ее распада
(Рис. 5). Заметим, что в модельных представлени-
ях дислокация с топологическим зарядом S = +1
соответствует кинку, а антидислокация с S = −1 —
антикинку. Дислокация с S = +1 движется сле-
ва направо по ядру линеного дефекта с скоростью
v ' 13мкм/с (Рис. 5(a)–(c)). При достижении пра-
вого края дефекта наблюдается ее распад на ан-
тидислокацию и две дислокации. По-видимому,
расщепление дислокаций происходит в результате
возникновения локальной неустойчивости твист-

S=+1

S=+1 S=+1S=-1

y

x

S=+1

S=+1

(a)

(b)

( )с

(d)

Рис. 5. Распад дислокации с топологическим зарядом
S = +1 на антидислокацию с S = −1 и две
дислокации с S = +1 в линейном дефекте
при U = 7.6В и f = 30 Гц. Интервал между
кадрами ∆t ' 0.76 с. Масштаб 100мкм

моды директора n в ядре линейного дефекта, когда
гидродинамичекие потоки в нем перестают быть
стационарными (при U > 7.4В) и возникают «зиг-
заг» осцилляции.

Для качественного описания воспользуемся
результатами работ [29,30], в которых моделируют-
ся различные механизмы распада УСГ солитонов.
Авторами вначале доказывается существование
внутренних мод УСГ солитонов, когда они нахо-
дятся в присутствии неоднородных, зависящих от
пространства, внешних сил [29]. Рассматриваются
условия (различные значения управляющего пара-
метра B в выражении (3) ниже), при которых внут-
ренняя мода становится неустойчивой, что при-
водит к распаду солитона на антисолитон и два
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солитона. Также подчеркивается, что при наличии
пространственно-временных сил солитон ведет се-
бя как деформируемый (неупругий) объект.

Будем рассматривать УСГ с диссипативным
членом, возмущенное внешней силой [29,30]:

utt + γut − uxx + sin u = F(x).

Здесь γ— некоторый параметр.
Вначале кинк движется с левого края линейно-

го дефекта в сторону его правой границы практи-
чески без изменения формы и скорости в соответ-
ствии с решением (2) (Рис. 6(a)–(c)). При этом внеш-
няя сила F(x) = 0. При столкновении кинка с пра-
вой границей линейного дефекта внутренняя мода
топологического солитона становится неустойчи-
вой под действием локализованной неоднородной
внешней силы [29]

F(x) = 2(B2 − 1) sinh(Bx)/ cosh2(Bx), (3)

где B — управляющий параметр.
Анализ численных результатов для различ-

ных значений B показал, что самое впечатляющее
явление происходит для B2 < 2/[Λ∗Λ∗ + 1], где
Λ∗ = (5 +

√
17)/2 [29]. В этом случае первая внут-

ренняя мода является неустойчивой, что и при-
водит к распаду кинка на антикинк и два кинка
(Рис. 6(d)).

В соответствии с [29] выбор вида функции (3)
обусловлен следующими ее свойствами: (i) можно
получить точное решение для солитона, покояще-
гося в положении равновесия; и (ii) можно точно
решить задачу устойчивости этого солитона. Кро-
ме того, с данным примером связаны реальные
физические системы [31]. Например, аналогичная
функция может описывать локальную деформа-
цию системы волн зарядовой плотности [32].

Таким образом расщепление дислокации на
антидислокацию и две дислокации в доменах Ви-
льямса закрученного наπ/2НЖКкачественномож-
но объяснить возникновением локальной неустой-
чивости внутренней твист-моды директора n в
рамках возмущенного УСГ, возникающей вмомент,
когда гидродинамические потоки в ядре дефекта
перестают быть стационарными. Такая неустойчи-
вость может возникнуть, например, в результате
критического роста ориентационных флуктуаций
директора n при увеличении внешнего приложен-
ного напряжения (при U > 7.4В). В этом случае
переход к топологической турбулентности в закру-
ченных НЖК характеризуется не только процесса-
ми рождения и аннигиляции дислокаций, но и их
распадом.

Рис. 6. Численная иллюстрация зависимости u(x, t)
от x, демонстрирующая распад кинка c тополо-
гическим зарядом σ = +1 на антикинк σ = −1
и два кинка с σ = +1. γ = 0.2, ∆T = 20

4. Заключение
В представленной работе экспериментально

обнаружено, что процесс перехода к турбулентно-
сти в системе электроконвекции в закрученных на
π/2 НЖК может сопровождаться не только процес-
сами рождения и аннигиляции дислокаций [27],
но и их «элементарным» распадом на антидисло-
кацию и две дислокации. Предпринята попытка
качественно объяснить распад солитона возникно-
вением локальной неустойчивости твист-моды ди-
ректора n в рамках возмущенного УСГ. Неустойчи-
вость твист-моды директора n наблюдается, когда
гидродинамические потоки в линейных дефектах
перестают быть стационарными и возникают до-
менные осцилляции. При этом дальнейшая дина-
мика дислокаций устанавливается таким образом,
чтобы в ядре нестационарного линейного дефекта
обеспечивалась непрерывность геликоидального
потока анизотропной жидкости.



2022. Т. 17. №3–4 141

Необходимо подчеркнуть, что исследование
перехода от регулярного движения дефектов
к сильно нестационарной пространственно-
временной динамике остается актуальной задачей
современной физики конденсированного состо-
яния. Это явление связано с турбулентностью,
обусловленной появлением дефектов [1, 2]. Кин-
ки, как вихри и спирали, являются частными
случаями более общего явления, называемого
топологическими дефектами. Хотя эти объекты
могут иметь разное происхождение и природу в
разных физических системах, все они обладают
очень похожими динамическими свойствами.
В частности, одним из возможных механизмов,
который в настоящее время считается ответствен-
ным за переход от тахикардии к фибрилляции
желудочков в ткани сердца, является спонтанный
распад одной спиральной волны электрической
активности на несколько спиралей, приводящих к
турбулентному волновому поведению [33].

Таким образом, такие неустойчивости, как рас-
пады солитонов, могут влиять на различные про-
цессы в технике, медицине и др. Поэтому очень
важно понимать не только все возможныемеханиз-
мы распада солитонов, чтобы научиться избегать
их, но и по возможности их контролировать [34]

В экспериментальных исследованиях исполь-
зовалось оборудование Центра коллективного
пользования «Спектр» ИФМК УФИЦ РАН и Регио-
нального центра коллективного пользования «Аги-
дель».

Работа выполнена в рамках госзадания
№1021052103972-3-1.3.2;1.3.1.
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[30] González J.A., Bellorín A., Guerrero L.E. Kink-soliton explosions
in generalized Klein–Gordon equations // Chaos. Solitons &
Fractals. 2007. V. 33. Pp. 143–155.
DOI: 10.1016/j.chaos.2006.10.047

[31] Kivshar Yu.S. and Malomed B.A. Dynamics of solitons in nearly
integrable systems // Reviews of Modern Physics. Vol. 61, No. 4.
1989. Pp. 763–915.
DOI: 10.1103/RevModPhys.61.763

[32] Bak P. and Brazovsky A. Theory of quasi-one-dimensional
conductors: Interaction between chains and impurity effects
// Physical Review B. 1978. V. 17, No. 8. Pp. 3154–3164.
DOI: 10.1103/PhysRevB.17.3154

[33] Zipes D.P., Jalife J, and Stevenson W.G. Cardiac
electrophysiology: from cell to bedside. E-Book, 2017. 1120 p.
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The topological soliton decay in a linear defect of the
domain structure of twisted nematic

Delev V.A.

IMCP UFRC RAS, Ufa, Russia

In this paper, the topological soliton decay in an oscillating linear defect of electroconvective structure (Williams
domains) arising in π/2 twisted nematic liquid crystal are studied. In contrast to planarly oriented nematics,
hydrodynamic flows in the domains of a twisted nematic have a helical character. Since, in addition to the tangential
velocity component, there is also axial component, the direction of which is opposite in neighboring domains. This
feature leads to the formation of stable localized extended objects — linear defects oriented normal to Williams
domains. With increasing applied voltage, "zig-zag" oscillations occurs in linear defects. The boundaries between the
“zig” and “zag” states are classical dislocations. It has been found, that the dislocation, moving along the core of the
defect, breaks up into an antidislocation and two dislocations. Unlike case of planarly oriented nematics, dislocations
are not isolated from each other by unperturbed rolls but remain “bound” by hydrodynamic flows within the core
of a linear defect. It is assumed that the splitting of the dislocation occurs as a result of the local instability of the
orientational twist mode of the director n due to its strong coupling with the hydrodynamic velocity. In the framework
of the sine–Gordon equation, in the presence of a dissipative term and spatial perturbations, the mechanism of a
topological soliton (kink) decay into antisoliton and two solitons is considered.

Keywords: nematic liquid crystal, nematic, electroconvection, Williams domains, twist mode, linear defect, dislocation,
sine–Gordon equation, kink
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Моделирование сопряженного теплообмена
термовязкой жидкости в цилиндрическом канале1
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В работе рассматривается течение термовязкой жидкости в цилиндрическом канале для различных типов функций
вязкости при совместном решении задачи сопряженного теплообмена канала с окружающим материалом. Рас-
смотрена модель цилиндрического канала с протекающей внутри термовязкой жидкостью с заданными скоростью
и вязкостью. Методология процесса заключается в использовании системы модельных уравнений, описывающих
динамику процессов течения термовязкой жидкости, основанной на законах сохранения энергии фаз, уравнении
неразрывности, уравнении сохранения количества движения в форме Навье–Стокса с учетом сопряженного
теплообмена и уравнении теплообмена для твердого тела. Численная реализация модельных представлений
осуществлена с применением цифрового пакета Comsol Multiphysics. Получены профили скорости и температуры
в поперечном сечении канала. Показано влияние функции вязкости на профиль течения, а также на количе-
ственные характеристики потока и теплообмена. Проведен анализ зависимости характера профилей скорости и
температуры от вязкости жидкости и типа зависимости вязкости от температуры. Результатом проделанной работы
являются найденные особенности и закономерности, возникающие в процессе сопряженного теплообмена термо-
вязкой жидкости в цилиндрическом канале при сравнении линейной и экспоненциальной зависимостей вязкости
от температуры. Проведен анализ полученных зависимостей вязкости и температуры в профиле потока, значения
максимальной скорости потока. Показано, что вязкое трение вызывает локальное повышение температуры
вблизи стенок трубы с последующим увеличением скорости жидкости из-за уменьшения вязкости. Полученные
результаты являются базовыми для дальнейшего развития данной темы и будут использованы для решения
новых задач в области моделирования потока термовязкой жидкости и сопряженного теплообмена.

Ключевые слова: термовязкая жидкость, теплообмен, цилиндрический канал, профили скорости, профили
температуры

1. Введение
Течение термовязких жидкостей в каналах иг-

рает важную роль, так как каналы являются основ-
ными узлами в теплообменном оборудовании. При
течении вязкой жидкости отдельные ее слои воз-
действуют друг на друга с силами, касательными к
слоям. Это явление называют внутренним трением

1Работа выполнена в рамках государственного задания№
0246-2019-0052

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Моисеев К.В.
© Ямлихина И.Н.

или вязкостью. Вследствие симметрии поперечно-
го сечения ясно, что в канале частицытекущейжид-
кости, равноудаленные от оси, имеют одинаковую
скорость. Наибольшей скоростью обладают части-
цы, движущиеся вдоль оси канала. При наличии
теплообмена термовязкой жидкости со стенками
канала вязкость жидкости становится неоднород-
ной, что сказывается на течении и теплообмене.
Таким образом, возникает определенный интерес
к исследованию зависимости качественных и коли-
чественных характеристик потоков термовязких
жидкостей в каналах.

Изучению этого явления посвящено большое
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количество работ [1–4], однако потенциал для бо-
лее глубокого изучения до сих пор неисчерпаем.

2. Постановка задачи
Рассмотрим течение термовязкой жидкости в

цилиндрическом канале, схема представлена на
рис. 1. Канал окружен теплопроводным материа-
лом, имеющим конечные размеры и форму парал-
лелепипеда 1 м × 0, 1 м × 0, 1 м.

Термовязкая жидкость поступает в канал, рас-
положенный вдоль оси блока. Течение термовяз-
кой жидкости направлено вдоль оси канала и обу-
словлено заданным перепадом давления.

Модель строится на основе фундаменталь-
ной системы дифференциальных уравнений гид-
родинамики, включающей уравнение неразрывно-
сти, уравнение сохранения количества движения в
форме Навье–Стокса, уравнение сохранения энер-
гии, записанное относительно температуры в ка-
нале, и уравнение теплопроводности материала,
окружающем канал:

∇~v = 0,

∂v
∂t

+~v(∇~v) = −∇p
ρ

+
∇p
ρ

(µ(T)∇~v),

∂T
∂t

+~v∇T = χ0∆T,

∂T
∂t

= χm∇T,

где~v— скорость жидкости; t—время; µ(T)—функ-
ция зависимости динамической вязкости от темпе-
ратуры; p — избыточное давление; ρ— плотность
жидкости; T — температура жидкости; χ0 — коэф-
фициент температуропроводности жидкости; χm —
коэффициент температуропроводности окружаю-
щего материала.

В начальный момент времени будем считать,
что температура канала и окружающего материа-
ла T1, жидкость поступает в канал с температурой
T2 > T1. Жидкость в канале находится в покое.

На стенках канала будем задавать условия при-
липания ~v =0. На входе в цилиндрический канал
задана фиксированная скорость жидкости v = v0.
На выходе из канала считается, что избыточное
давление отсутствует p = 0.

Рассматриваются жидкости с двумя типами
зависимости вязкости от температуры. Функции
вязкости определены на одном температурном ин-
тервале (T1, T2) с одной областью значений (µ1, µ2).

Линейно возрастающая и убывающая зависи-
мости вязкости жидкости от температуры пред-
ставляются в следующем виде (графики функций

Рис. 1. Эскиз блока течения жидкости
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Рис. 2. Графики линейно возрастающей (1) и убыва-
ющей (2) зависимостей вязкости жидкости от
температуры

приведены на рис. 2):

µ = µ1 + ∆µ
T − T1

T2 − T1
,

µ = µ1 − ∆µ
T − T1

T2 − T1
,

где ∆µ = µ2 − µ1.
Экспоненциально возрастающая и убывающая

зависимости вязкости жидкости от температуры
представлены на рис. 3 и имеют вид:

µ = µ1e
(

log(∆µ) T−T1
T2−T1

)
,

µ = µ2e
(
− log(∆µ) T−T1

T2−T1

)
,

где ∆µ = µ2/µ1.
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Рис. 3. Графики экспоненциально возрастающей (1)
и убывающей (2) зависимостей вязкости жид-
кости от температуры

3. Практическая часть

Задача решалась численно с помощью па-
кета Comsol Multiphysics при следующих диа-
пазонах вязкости ∆µ = 1, 10, 100, 1000. Втекаю-
щая в канал жидкость имеет следующие свой-
ства: ρ = 1000 кг/м3, µ1 = 0, 001 Па·с, v0 = 0, 01 м/с,
T1 = 333, 15 К, χm = 6, 8 · 10−2 м2/с. Вмещающий ка-
нал представляет собой твердое тело с пара-
метрами T2 = 293, 15 К, χm = 2, 7 · 10−2 м2/с. Рас-
четы для всех типов зависимостей вязкости от
температуры проводились на одном промежутке
времени — 10 часов.

На рис. 4 приведены профили температу-
ры для линейно возрастающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикальном
сечении. При ∆µ = 1 профиль температуры имеет
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Рис. 4. Профили температуры для возрастающей линейной функции в центральном вертикальном сечении при
∆µ = 1, 10, 100, 1000
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Рис. 5. Профили скорости для возрастающей линей-
ной функции в центральном вертикальном се-
чении при ∆µ = 1, 10, 100, 1000

параболический вид, что соответствует профилю
течения. Для ∆µ = 10 профиль температуры при-
нимает вид «заячьих ушей», а для ∆µ = 100, 1000
профили имеют обратно параболический вид,
что свидетельствует о том, что на заданном
временном интервале не удалось добить-
ся развитого течения и, как следствие,
установившегося теплообмена.

На рис. 5 приведены профили скорости
для линейно возрастающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикальном
сечении. Профили имеют идентичный параболи-
ческий тип и практически одинаковое значение
максимальной скорости потока, что свидетель-
ствует о том, что теплообмен осуществляется за
счет режима теплопроводности.
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Рис. 6. Профили температуры для убывающей линейной функции в центральном вертикальном сечении при
∆µ = 1, 10, 100, 1000

 0.04

 0.042

 0.044

 0.046

 0.048

 0.05

 0.052

 0.054

 0.056

 0.058

 0.06

 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025

z
, m

v, м/с

Δµ = 1
Δµ = 10
Δµ = 100
Δµ = 1000

Рис. 7. Профили скорости для убывающей линейной
функции в центральном вертикальном сече-
нии при ∆µ = 1, 10, 100, 1000

На рис. 6 приведены профили темпера-
туры для линейно убывающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикаль-
ном сечении. Профили имеют идентичный
параболический вид.

На рис. 7 приведены профили скоро-
сти для линейно убывающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикальном
сечении. Величина скорости возрастает с увеличе-
нием ∆µ. Видно, что профили устремляются к оси
канала с увеличением ∆µ, что свидетельствует о
преобладании конвективного теплообмена.

На рис. 8 приведены профили температуры
для экспоненциально возрастающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикальном
сечении. При∆µпрофиль температурыимеет пара-
болический вид, что соответствует профилю тече-
ния. Для∆µ = 10профиль температурыпринимает
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Рис. 8. Профили температуры для экспоненциально возрастающей функции в центральном вертикальном сечении
при ∆µ = 1, 10, 100, 1000
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Рис. 9. Профили скорости для экспоненциально воз-
растающей функции в центральном вертикаль-
ном сечении при ∆µ = 1, 10, 100, 1000
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Рис. 10. Профили скорости для экспоненциально убы-
вающей функции в центральном вертикаль-
ном сечении при ∆µ = 1, 10, 100, 1000
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Рис. 11. Профили скорости для экспоненциально убы-
вающей функции в центральном вертикаль-
ном сечении при ∆µ = 1, 10, 100, 1000

вид «заячьих ушей», а для ∆µ = 100, 1000 про-
фили имеют обратно параболический вид, что
свидетельствует о том, что на заданном времен-
ном интервале не удалось добиться развитого
теплового течения.

На рис. 9 приведены профили скорости для
экспоненциально возрастающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикальном
сечении. Профили имеют идентичный параболи-
ческий тип и практически одинаковое значение
максимальной скорости потока, как и в случае ли-
нейно возрастающей функции.

На рис. 10 приведены профили температу-
ры для экспоненциально убывающей функции
при ∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном верти-
кальном сечении. Прогрев потока не достигается
при ∆µ = 1. Для ∆µ = 10, 100, 1000 профили темпе-
ратуры имеют параболический вид, что соответ-
ствует профилю течения.

На рис. 11 приведены профили скорости
для экспоненциально убывающей функции при
∆µ = 1, 10, 100, 1000 в центральном вертикальном
сечении. Профили скорости имеют идентичный
параболический вид.

4. Результаты

Проведено моделирование теплообмена тер-
мовязкой жидкости в цилиндрическом канале при
втекании в канал горячей термовязкой жидкости
для различных типов функций вязкости совмест-
но с решением задачи сопряженного теплообмена
канала с окружающим материалом.

Получены профили скорости и температуры
вдоль оси канала, а также в центральном попереч-
ном сечении канала. Показано влияние функции
вязкости на профиль течения, а также количествен-
ные характеристики потока и теплообмена.

Для линейно и экспоненциально убывающих
зависимостей вязкости от температурыхарактерен
теплообмен, обусловленный теплопроводностью.

Для линейно и экспоненциально убывающих
функций выявлено изменение профиля скорости
при различных ∆µ, что свидетельствует о преобла-
дании конвективного теплообмена.

Профили скорости для линейно и экспонен-
циально возрастающих зависимостей вязкости от
температуры имеют идентичный вид и одинако-
вые точки максимума в канале.
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The article is concerned with the flow of a thermoviscous fluid in a cylindrical channel for various types of viscosity
functions in the joint solution of the problem of conjugate heat exchange between the channel and the surrounding
material. A model of a cylindrical channel with a thermoviscous liquid flowing inside at a given velocity and viscosity
is considered. The methodology of the process consists in applying a system of model equations that describes the
dynamics of thermoviscous fluid flow processes based on the laws of phase energy conservation, the continuity
equation, the Navier-Stokes momentum conservation equation taking into account conjugate heat transfer and the
heat transfer equation for a solid. Numerical implementation of model representations was carried out using the
Comsol Multiphysics digital package. Velocity and temperature profiles were obtained in the cross section of the
channel. The influence of the viscosity function on the flow profile is shown, as well as the quantitative characteristics
of the flow and heat transfer. An analysis was made of the dependence of the nature of the velocity and temperature
profiles on the viscosity of the liquid and the type of dependence of viscosity on temperature. The result of the work
done is the found features and regularities that arise in the process of conjugate heat transfer of a thermoviscous
liquid in a cylindrical channel when comparing the linear and exponential dependences of viscosity on temperature.
The analysis of the obtained dependences of viscosity and temperature in the flow profile, the value of the maximum
flow rate was carried out. It is shown that viscous friction causes a local increase in temperature near the pipe walls,
followed by an increase in fluid velocity due to a decrease in viscosity. The results obtained are basic for the further
development of this topic and will be used to solve new problems in the field of modeling the thermoviscous fluid
flow and conjugate heat transfer.

Keywords: thermoviscous fluid, heat exchange, cylindrical channel, velocity profile, temperature profile
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Двумерное численное параметрическое
моделирование системы охлаждения капиллярного
микрозахвата при нестационарном течении жидкости1

Насибуллаев И.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

В работе представлен параметрический анализ двумерной модели системы жидкостного охлаждения горячей
стороны элемента Пельтье капиллярного микрозахвата. Рассматривается нестационарное течение охлаждающей
жидкости в камере охлаждения. Изучается эффективность охлаждения для трех геометрий камеры с различными
вариантами расположения радиатора: монолитный, расположенный на элементе Пельтье; с одним или тремя
ребрами. Построены математические модели течения жидкости через камеру микрозахвата; нагрева радиатора
горячей стороной элемента Пельтье; передачи тепла от радиатора жидкости и вывода нагретой жидкости из
камеры. Моделирование проводилось в программе FreeFem++ до тех пор, пока среднее за период осцилляций
жидкости изменение температуры радиатора не выйдет на насыщение (рабочий режим микрозахвата). Методом
ортогонального центрального композиционного планирования получены аналитические зависимости целевых
функций (максимальная температура на радиаторе, амплитуда изменения температуры на радиаторе и время
установления рабочего режима) от факторов модели (средняя скорость охлаждающей жидкости, коэффициент
теплопередачи, частота и амплитуда осцилляций скорости жидкости). Для каждой рассмотренной геометрии и
целевой функции определены ведущие и не значимые факторы. Проведен параметрический анализ влияния
физических параметров системы на работу системы охлаждения. Результаты моделирования показывают, что
геометрия, обеспечивающая высокую степень охлаждения и более быстрый выход на рабочий режим (радиатор с
тремя ребрами), имеет большую амплитуду колебаний температуры на радиаторе и может использоваться в менее
чувствительных к колебаниям температуры на радиаторе технических устройствах. Геометрия с радиатором с
одним ребром обеспечивает наименьшее колебание температуры радиатора и может быть использована для
охлаждения капиллярного микрозахвата.

Ключевые слова: гидродинамика, теплоперенос, капиллярный микрозахват, жидкостная система охлаждения,
метод конечных элементов, ортогональный центральный композиционный план

1. Введение
При разработке новых микроэлектромехани-

ческих систем (МЭМС) [1] возникают задачи, для
эффективного решения которых используется мик-
рогидродинамика [2,3] (например, воздушная [4]
или жидкостная системы охлаждения, микрона-
сос [5], микротеплообменник). В микрогидроди-
намике изучаются течения жидкости или газа в

1Работа выполнена за счет средств государственного задания
№ FWGZ-2019-0089.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Насибуллаев И.Ш.

микро- и наномасштабах. С уменьшением масшта-
ба системы число Рейнольдса становится малым, а
числоПеклеможет оставаться большим.Малое чис-
ло Рейнольдса подразумевает ламинарный харак-
тер течения, соответствующий как большинству
техническихмикроустройств, так и биологическим
системам. А большое число Пекле означает, что
конвективный (адвективный) перенос тепла пре-
обладает над диффузионным [6], следовательно, в
микроустройствах (микротеплообменник, система
охлаждения, микрозахват) необходимо учитывать
оба механизма теплопереноса [7].

http://mfs.uimech.org/mfs2022.3.014
http://mfs.uimech.org/mfs2022.3.014
https://doi.org/10.21662/mfs2022.3.014
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Для построения корректной компьютерной
модели технического устройства необходимо опре-
делить наборфизических параметров, соответству-
ющих рабочим характеристикам устройства. Од-
ни параметры можно найти непосредственно из
физического эксперимента, а другие определяют-
ся из сравнения экспериментальных данных и ре-
зультатов компьютерного моделирования, где они
рассматриваются как подгоночные параметры. В
моделях систем жидкостного охлаждения таким
параметром является коэффициент теплопереда-
чи α между радиатором и жидкостью или газом.

Численное моделирование воздушной систе-
мы охлаждения микропроцессора с радиатором,
состоящим из системы цилиндрических микроре-
бер, представлено в [8]. Показана зависимость теп-
лообмена от размеров ребер и чисел Нуссельта и
Рейнольдса. В [9] для схожей структуры микроре-
бер показано значительное влияние положения
входного и выходного отверстийна эффективность
охлаждения микропроцессора. В работе [10] пред-
ставлено моделирование точечной системы охла-
ждения электронных компонентов с помощью об-
дувания осциллирующей воздушной струей. Опре-
делены области параметров (длина струи, цилин-
дрическая или коническая форма трубки, часто-
та колебаний воздушного), в которых коэффици-
ент теплообмена будет максимальным. Образова-
ние вихрей вокруг струй увеличивает эффектив-
ную площадь охлаждения.

Эффективность системы охлаждения зависит
от охлаждающего вещества. В [11] проведено срав-
нение эксперимента с моделированием системы
охлаждения камеры с помощью элементаПельтье с
двумя вариантами отвода тепла: создаваемый вен-
тилятором воздушный поток или текущая через
радиатор жидкость. При расходе жидкости 20 мл/с
обеспечивался отвод тепловой мощности до 230 Вт.
Жидкостное охлаждение позволяло снизить тем-
пературу на 19 ◦С, а воздушное — на 10 ◦С. Пока-
зано, что с уменьшением размера камеры эффек-
тивность жидкостного охлаждения по сравнению с
воздушным возрастает. Жидкостная система охла-
ждения более компактна, но требуется наличия
внешнего насоса для циркуляции жидкости.

При охлаждении электронных устройств
одним из требований для системы охлаждения
является размер, а эффективность охлаждения
зависит от ее конструктивных особенностей
и физических свойств жидкости [12]. При
моделировании необходимо учитывать зави-
симость физических параметров охлаждающей
жидкости (вязкость, плотность, теплоемкость,
теплопроводность) от температуры [13–15].

В работе [16] для охлаждения микропроцессо-
ра была разработана водяная камера с радиато-
ром, содержащим различные конфигурации пря-
мыхмикроканалов. Компьютерноемоделирование
в программе Ansys CFX показало количественно
согласие (погрешность менее 5 %) с эксперимен-
том. В [17] рассмотрен теплообменник с различны-
ми типами каналов: длинные (T1) или короткие
(T2) полосы, смещенные относительно друг дру-
га; в виде шевронной структуры (T3); традицион-
ные прямые (T4). При размерах теплообменника
50× 50 мм с расходом жидкости 230 мл/мин, теп-
ловой мощностью нагревателя 40 Вт, в зависимо-
сти конфигурации каналов нагрев составил 30 ◦С
для Т4, 21 ◦С для Т1, 18 ◦С для Т2 и 14 ◦С для Т3.
В работе [18] численно изучены четыре радиато-
ра со следующими структурами микроканалов: па-
раллельная структура, сетчатая, тороидальная и
фрактальная древовидная. Последний тип радиа-
тора более эффективен для охлаждения микрочи-
па, но требует насоса, обеспечивающего большее
давление на выходе. В [19] предложено активное
решение для охлаждения мощных светодиодов на
основе замкнутой микроимпульсной струи. В этой
системе для обеспечения циркуляции жидкости ис-
пользуется микронасос, а для теплообмена между
светодиодными чипами и настоящей системой —
ударная струя. В [20] охлаждение процессора осу-
ществляется с помощью воздушного охлаждения с
использованием и без использования испаритель-
ной камеры. Экспериментально и теоретически
показано, что испарительная камера снижает тем-
пературу процессора на ∼ 26 %.

Для управления нагревом или охлаждением в
технических устройствах используются термоэлек-
трические модули (ТЭМ) [21,22]. В [23] представлен
обзор использования миниконтактов и миниатюр-
ных термоэлектрических охладителей на основе
кремния для снижения негативного влияния горя-
чих точек на кристалле.

В работе [24] представлена двумерная модель
системы жидкостного охлаждения горячей сторо-
ны элемента Пельтье в капиллярном микрозахва-
те [25, 26]. Определено влияние геометрических
и физических параметров камеры микрозахвата
на эффективность системы охлаждения, а также
найдена зависимость максимальной температу-
ры, установившейся на радиаторе, от скорости те-
чения охлаждающей жидкости и коэффициента
теплопередачи между радиатором и жидкостью
для стационарного течения и проведено исследо-
вание влияния нестационарного теченияжидкости
на колебания температуры радиатора. Аналитиче-
ская модель быстрого переключения между режи-
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мами работы системы охлаждения со стационар-
ным течением охлаждающей жидкости с помощью
изменения тепловой мощности элемента Пельтье
предложена в работе [15].

С развитиемматематических и компьютерных
моделей появились пакеты численного моделиро-
вания, использующие метод конечных элементов
(КЭ), которые позволяют проводить моделирова-
ние устройств с практически произвольной гео-
метрией [27]. В работе [28] получены элементы вы-
числительного стенда для цилиндрического и ост-
рокромочного жиклеров методом КЭ в открытом
инженерном пакете Elmer FЕМ [29]. В [30] построен
эквивалент трубы для системы элементов с гид-
росопротивлением. В работе [31] построена осе-
симметричная компьютерная модель для взаимо-
действия ньютоновской жидкости с гиперэластич-
ным несжимаемым телом и с применениемметода
КЭ проведен анализ устойчивости дифференциаль-
ных уравнений, записанных в вариационной фор-
ме, в свободномпакете численногомоделирования
FreeFem++ [32]. Отметим, что данное ПО позволяет
проводить моделирование двумерной и трехмер-
ной геометрий как для задач упругости [33], гидро-
динамики [34,35] и теплопереноса [15], так и для
междисциплинарных задач [31,36,37], а также про-
водить моделирование течения жидкости в канале
с динамически изменяемой геометрией [38,39].

Для работы жидкостной системы охлаждения
необходим насос, обеспечивающий достаточный
расход жидкости. Существующие микронасосы ис-
пользуются в широком диапазоне применений [5],
но их сложно применять для системы охлажде-
ния микрозахвата, поскольку требуется микрона-
сос малого размера с небольшим расходом жидко-
сти и гибкой системой управления. Отметим ми-
ниатюрные мембранные микронасосы размером
10× 10× 1мм с клапанами на входном и выходном
отверстиях с расходом жидкости до 1.8 мл/мин [40]
и бесклапанный прототип размером 15× 15× 1мм
с расходом жидкости до 100 мкл/мин [41]. В рабо-
те [42] представлена трехмерная математическая
и компьютерная модели влияния деформации эла-
стичной трубкой, периодически сжимаемой пьезо-
элементом, на динамику текущей в ней жидкости.
Используя осесимметричнуюмодель колебаний си-
стемыпьезоэлементов, расположенных на эластич-
ной трубке [43–45], предложена модель пьезоэлек-
трического микронасоса и получены аналитиче-
ские формулы для зависимости среднего расхода
жидкости от количества пьезоэлементов и их ча-
стоты колебаний. Данная формула может быть ис-
пользована в программной части системы управле-
ния устройством в реальном времени. Разработана

двумерная модель микронасоса, создающего тече-
ние жидкости (с расходом до 50 мкл/с) в плоском
канале с помощью погруженного в него пьезоэле-
мента с поперечным изгибом [36]. Методами фак-
торных вычислительных экспериментов второго
порядка [46,47] предложен способ замены полного
численного моделирования приближенными ап-
проксимациями, которые можно использовать с
программным обеспечением системы управления
техническим устройством.

В настоящей работе двумерная модель жид-
костной системы охлаждения микрозахвата, пред-
ставленная в [24], используется для параметриче-
ского анализа эффективности охлаждения при раз-
личных расположениях радиатора и нестационар-
ном течении охлаждающей жидкости.

2. Основные уравнения
На рис. 1 представлена геометрия рассматри-

ваемой модели (с соблюдением пропорций) с обо-
значением границ: внутренняя стенка камеры Γ1;
граница между радиатором и жидкостью Γ2; вход-
ное Γ3 и выходное Γ4 отверстия; граница между
радиатором и элементом Пельтье Γ5. Рассматри-
ваются два варианта геометрии: G1 с радиатором,
расположеннымна горячей стороне элементаПель-
тье, и G2 и G3 с радиатором, состоящим из 1 или 3
ребер. ГеометрияG1 представляет собой вертикаль-
ное сечениеOxz камеры охлаждения и не учитыва-
ет обтеканиежидкостьюрадиатора вдольпередней
и задней стенок камеры, а также течение между
ребрами радиатора. Геометрии G2 и G3 представ-
ляют горизонтальное сечениеOxy и не учитывают
течение жидкости вдоль верхней стенки камеры.
Таким образом, радиатору с одним ребром соот-
ветствует геометрия, состоящая из двух сечений
G1 + G2, а радиатору с тремя ребрами — G1 + G3.

Механизм теплопереноса в камере охлажде-
ния следующий. Жидкость втекает во входное от-
верстие Γ3. В процессе теплообмена с радиатором
Γ2 жидкость нагревается и выходит через отвер-
стие Γ4. Нагрев радиатора элементом Пельтье про-
исходит через контактную область Γ5 (для G1) или
непосредственно передачей тепла на Γ2 (для G2 и
G3). Стенка Γ1 камеры рассматривается термоизо-
лированной. Соответствующие геометриям G1, G2
и G3 расчетные сетки показаны на рис. 1 (снизу).

Система уравнений, описывающая теплооб-
мен в жидкостной системе охлаждения, включа-
ет в себя уравнение течения жидкости Навье–
Стокса, уравнение непрерывности и уравнение
теплопроводности. В результате нагрева жидко-
сти меняется ее плотность. Поскольку плотность
изменяется на небольшую величину (в рабочем
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Рис. 1. Геометрии G1, G2 и G3 камеры охлаждения микрозахвата с различным расположением радиатора (сверху) и
соответствующие им расчетные сетки (снизу)

диапазоне температур не более 4 % между жид-
костью во входном отверстии и жидкостью вбли-
зи радиатора) и изменения плотности вдоль ли-
ний потока жидкости незначительны, в работе ис-
пользуется приближение несжимаемой жидкости
с непостоянной плотностью.

Течение несжимаемой жидкости описывается
уравнением Навье–Стокса [48]:

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p + µ∆u + ρg, (1)

где ρ = ρ(T) — плотность среды, зависящая от
температуры T среды; u = (ux, uy) — вектор ско-
рости жидкости; t — время; ∇ — оператор на-
бла; p — давление; µ = µ(T) — динамическая
вязкость, зависящая от температуры; ∆ — опе-
ратор Лапласа; g = (gx, gy) — вектор ускорения
свободного падения.

Уравнение непрерывности имеет вид:

1
K f

∂p
∂t

+∇u = 0, (2)

где K f — объемный модуль упругости жидко-
сти. Отметим, что величина 1/K f мала (для

воды 1/K f ≈ 5 · 10−10 Па−1). Уравнение (2) фи-
зически означает малую искусственную сжима-
емость и обеспечивает высокую устойчивость
численной схемы.

Распространение тепла в жидкости описывает
уравнение теплопроводности [49]:

cpρ

(
∂T
∂t

+ (u · ∇)T
)
= ∇ · (λ∇T), (3)

где T — температура жидкости; cp = cp(T) —
изобарная удельная теплоемкость; λ = λ(T) —
коэффициент теплопроводности.

Распространение тепла в радиаторе описыва-
ется уравнением теплопроводности:

∂Tr

∂t
= χr∆Tr, (4)

где Tr —температура радиатора; χr —коэффициент
температуропроводности радиатора.

Начальные условия соответствуют покоящей-
ся жидкости ux = uy = 0 и равномерному распре-
делению температуры T = T0 и Tr = T0.

Граничные условия на скорость жидкости
(условие прилипания и заданные профиль скоро-
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сти на входном отверстии):

Γ1, Γ2 : ux = 0, uy = 0, uz = 0
Γ3(G1) :

ux = −um

[
1− 4

(
zc − z

R

)2
]

, uz = 0,

Γ3(G2, G3) :

ux = um

[
1− 4

(
yc − y

R

)2
]

, uy = 0,

Γ4(G1) : uz = 0,
Γ4(G2, G3) : uy = 0,

где um —модуль максимальной скорости втекаю-
щей жидкости; zc — координата центра входного
отверстия (для геометрий G2 и G3 положение цен-
тра входного отверстия определяет yc); R — ши-
рина входного отверстия. Профили скорости ux(z)
для G1 и ux(y) для G2 и G3 соответствуют течению
Пуазейля в плоском канале.

Граничные условия для температуры жидко-
сти 1-го рода (через входное отверстие втекает
жидкость с температурой T0):

Γ3 : T = T0.

Для геометрии G1 — 3-го рода (Ньютона–
Рихмана, теплообмен между жидкостью и радиа-
тором пропорционален разности температур жид-
кости T и радиатора Tr):

Γ2(G1) : λ
∂T
∂n

= α(Tr − T), λr
∂Tr

∂n
= α(T − Tr),

где α — коэффициент теплопередачи между
твердым телом и жидкостью; n — нормаль
к поверхности.

Граничные условия для температуры радиато-
ра 2-го рода (закон Фурье) определяют тепловой
поток от элемента Пельтье к радиатору:

Γ5(G1) : −λr
∂Tr

∂n
= qT ,

где λr = χrcprρr — коэффициент теплопроводно-
сти радиатора; cpr — изобарная удельная теплоем-
кость; ρr — объемная плотность; qT — плотность
теплового потока, связанная с величиной рассеи-
ваемой элементом Пельтье тепловой мощностиW
соотношением

qT = W/(LrWr),

где Lr иWr — длина и ширина радиатора.
Для геометрий G2 и G3 граница Γ5 отсутствует

(т.к. находится в другой плоскости) поэтому тепло-
вой поток задается на границе Γ2:

Γ2(G2, G3) : λ
∂T
∂n

= α(Tr − T) + qT ,

с тепловым потоком

qT =
W

2i(Lr + Wr)Hr
,

где i — количество ребер радиатора.

3. Компьютерная модель
Уравнения (1)–(4) записывались в вариацион-

ной форме и решались численно методом КЭ в
пакете численного моделирования FreeFem++ [32].
Дискретизация по времени проводилась по неяв-
ной схеме Эйлера первого порядка.

Для радиатора использовались параметры ла-
тунимаркиЛ96 [50]: плотность ρr = 8850 кг/м3, теп-
лопроводность λr = 245 Вт/(м·К), изобарная удель-
ная теплоемкость cpr = 389 Дж/(кг·К), коэффици-
ент температуропроводности χr = 7.117 · 10−5 м2/с.
Ускорение свободного падения gz = −9.8 м/с2 для
G1 и g = 0 для G2 и G3. Коэффициент теплопереда-
чи α между латунью и водой зависит от разности
температуры между водой и радиатором, геомет-
рии системы, скорости течения жидкости. Точное
определение величины α возможно только с помо-
щью эксперимента, в расчетах использовалось зна-
чение α = 1.5 кВт/(м2·К), соответствующее экспе-
риментальным данным течения воды через латун-
ные трубки [51]. Высота H, длина L иширинаWc ка-
меры охлаждения составляли 8мм. В геометрии G1
высота радиатора Hr = 7 мм, его длина L = 6 мм.
В геометрии G2 размер ребра составлял 7× 7 мм, а
в G3 три ребра имели размер 7× 2.33 мм. Ширина
входного и выходного отверстий R = 1 мм.

Температура жидкости (воды) во входном ка-
нале составляет T0 = 20 ◦С. Физические свойства
воды сильно зависят от температуры, поэтому
необходимо учесть температурную зависимость
для объемной плотности ρ(T), динамической вяз-
кости µ(T), коэффициента теплопроводности λ(T)
и изобарной теплоемкости cp(T). Остальные ве-
личины, входящие в модель, вычисляются по
следующим формулам: кинематическая вязкость
ν(T) = µ(T)/ρ(T), коэффициент температуропро-
водности χ(T) = λ(T)/(ρ(T)cp(T)). При моделиро-
вании физические свойства жидкости рассматри-
вались как конечно-элементныефункции с аппрок-
симациями, представленными в [15].

Для проверки энергетического баланса произ-
водится расчет тепловой мощности, уносимой из
системы жидкостью:

W f =
∫
Γ4

cp · ρ · (T − T0) · (u(Γ) · n) · Hr dΓ.

При постоянном расходе охлаждающей жид-
кости со временем на радиаторе устанавливается
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постоянная температура ∆T = Tr − T0 (рабочий ре-
жим микрозахвата). Период времени τt, за которое
система охлаждения выходит на рабочий режим,
определялся из условия, что выводимая из камеры
через выходное отверстие тепловая мощностьW f
отличается от вводимой элементом ПельтьеW не
более чем на 0.1 %.

Нестационарный расход жидкости задавался
зависимостью амплитуды скорости течения жид-
кости от времени в виде

um = uc + ∆u cos(2π f t),

где uc —средняя скоростьжидкости;∆u—амплиту-
да отклонения скорости жидкости от средней; f —
частота изменения скорости. Заметим, что если ве-
личина ∆u превысит величину uc, то часть периода
нагретая жидкость будет течь в обратном направ-
лении и эффективность охлаждения снизится.

Для определения величины шага по време-
ни и параметров расчетной сетки была проведе-
на серия вычислительных экспериментов для гео-
метрии G1, скоростей uc = 4 см/с и ∆u = 0.5uc, ча-
стоты f = 0.3 Гц и коэффициента теплопередачи
α = 2 кВт/(м2К). Результаты приведены в табл. 1.
Для геометрий G2 и G3 параметры подбирались
аналогичным способом.

Максимальное изменение температуры радиа-
тора Tm = max(Tr − T0) получено за время выхода
системы на рабочий режим t = 60 с. Введены следу-
ющие обозначения: M — номер тестового расчета;
nt — количество шагов по времени за период ко-
лебаний (шаг по времени τ = 1/( f · nt)); S f и Sr —
максимальный размер ребра КЭ в расчетных сетках
камеры и радиатора; tCPU — процессорное время;
εc — относительная погрешность Tm (в сравнении
с тестовым расчетом M = 8). В последующих вы-
числительных экспериментах использовались па-
раметры nt = 32, S f = 100 и Sr = 100.

Таблица 1. Зависимость Tm от параметров расчета

M nt S f , Sr, Tm, tCPU, εc,
мкм мкм ◦С с %

1 8 200 200 7.0084 138.018 0.67
2 16 200 200 7.01325 254.645 0.61
3 32 200 200 7.02238 525.589 0.48
4 64 200 200 7.02671 1006.95 0.42
5 32 200 100 7.02664 579.026 0.42
6 32 100 200 7.04402 1166.59 0.17
7 32 100 100 7.04458 1195.64 0.16
8 128 50 50 7.056 13860.6 0.0

4. Результаты
Для каждой рассматриваемой геометрии про-

водилась серия вычислительных экспериментов
методом ортогонального центрального компози-
ционного планирования (ОЦКП) [46,47] по следую-
щим диапазонам параметров (факторов):

• X1 = uc ∈ [3, 5] см/с (средняя скорость течения
жидкости на входном отверстии);

• X2 = α ∈ [1.5, 2.5] кВт/(м2·К) (коэффициент
теплопередачи);

• X3 = f ∈ [0.15, 0.45] Гц (частота пульсаций
амплитуды жидкости);

• X4 = ∆u ∈ [0.25 · uc, 0.75 · uc] (амплитуда пуль-
саций скорости).

Для естественного значения n-го параметра
Xn центральное значение Xn,c и интервал Xn,l
определялись как:

Xn,c =
max(Xn) + min(Xn)

2
,

Xn,l =
max(Xn)−min(Xn)

2
.

Кодированным значением n-го параметра xn
является линейное аффинное преобразование ин-
тервала [min(Xn), max(Xn)] в интервал [−1, +1]:

xn = (Xn − Xn,c)/Xn,l .

Восстановление естественного значения пара-
метра по кодированному: Xn = Xn,l xn + xn,c.

Определялись следующие выходные парамет-
ры (целевые функции) Ym, m = {1, 2, 3} на j-м пе-
риоде t ∈ [(j− 1)/ f , j/ f ]:

• Y1 = Tm = max(∆T) (максимальное
изменение температуры радиатора
∆T = Tr − T0);

• Y2 = ∆Tm = max(∆T)−min(∆T) (амплитуда
изменения температуры на радиаторе);

• Y3 = τt (промежуток времени, за ко-
торый система охлаждения выходит
на рабочий режим).

Время τt определялось как времяпроцесса, при
котором Tm на j− 1 периоде отличается от Tm на
j-м периоде менее чем на 0.1%.

Матрица вычислительных экспериментов
ОЦКП состоит из матрицы полного факторного
эксперимента (содержит всевозможные комби-
нации факторов на нижнем и верхнем уровнях
xn = ±1; определяет линейный вклад и парные
взаимодействия факторов в целевую функцию) и
расширенной матрицы (содержит центральную
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точку xn = 0 и «звездные» точки xn = 0 для всех
n, кроме n = k, для которой xk = ±λ, где λ =

√
2 —

плечо относительно центральной точки; опреде-
ляет квадратичный вклад факторов в целевую
функцию). Матрица ОЦКП представлена в табл. 2.
Результаты вычислительных экспериментов, со-
ответствующих расширенной матрице, показаны
на рис. 2 (номера линий соответствуют номеру
эксперимента N из табл. 2).

Аппроксимация ОЦКП представляет со-
бой полином второй степени, содержащий
линейные и квадратичные слагаемые, а также
парные взаимодействия:

Ym = b0,m+

+b1,mx1 + b2,mx2 + b3,mx3 + b4,mx4+

+b5,mx1x2 + b6,mx1x3 + b7,mx1x4+

+b8,mx2x3 + b9,mx2x4 + b10,mx3x4+

+b11,m(x2
1 − β) + b12,m(x2

2 − β)+
+b13,m(x2

3 − β) + b14,m(x2
4 − β),

(5)

где β = 4/5, а коэффициенты аппроксимации
представлены в табл. 3.

Относительная погрешность аппроксима-
ции (5) вычислялась для набора факторов из
табл. 2 и определялась по формуле

εr = |1−Ym/ym| · 100%,

где ym —результат вычислительного эксперимента
для параметров (X1, X2, X3, X4), аYm —соответству-
ющая функция отклика для факторов (x1, x2, x3, x4).
Значения погрешностей εr представлены в табл. 3.

На рис. 2 линиями показаны зависимости
∆T(t), полученные численным моделированием,
а символами — аппроксимация (5). Положение
символов определяется координатами (Y3, Y1), т.е.
по оси времени — время выхода на рабочий ре-
жим τt, а по оси температур — максимальная
температура радиатора Tm.

С помощью коэффициентов полинома ОЦКП
можно определить ведущие (значение |bn,m|
для n > 0 является максимальным), значимые
(|bn,m| > ε, где ε = 0.05 — критерий значимости
параметра) и незначимые (|bn,m| < ε) факторы
для целевых функции Ym; их порядок (линейный
n = (1, . . . , 4) или квадратичный n = (11, . . . , 14))
и их парные взаимодействия n = (5, . . . , 10).

Таблица 2. Полная матрица ОЦКП: N = (1, . . . , 9) — номера экспериментов в расширенной части матрицы ОЦКП

N x1 x2 x3 x4 uc, см/с α, кВт/(м2К) f , Гц ∆u, см/с
−1 −1 −1 −1 3 1.5 0.15 0.25
−1 −1 −1 +1 3 1.5 0.15 0.75
−1 −1 +1 −1 3 1.5 0.45 0.25
−1 −1 +1 +1 3 1.5 0.45 0.75
−1 +1 −1 −1 3 2.5 0.15 0.25
−1 +1 −1 +1 3 2.5 0.15 0.75
−1 +1 +1 −1 3 2.5 0.45 0.25
−1 +1 +1 +1 3 2.5 0.45 0.75
+1 −1 −1 −1 5 1.5 0.15 0.25
+1 −1 −1 +1 5 1.5 0.15 0.75
+1 −1 +1 −1 5 1.5 0.45 0.25
+1 −1 +1 +1 5 1.5 0.45 0.75
+1 +1 −1 −1 5 2.5 0.15 0.25
+1 +1 −1 +1 5 2.5 0.15 0.75
+1 +1 +1 −1 5 2.5 0.45 0.25
+1 +1 +1 +1 5 2.5 0.45 0.75

1 −λ 0 0 0 2.59 2 0.3 0.5
2 +λ 0 0 0 5.41 2 0.3 0.5
3 0 −λ 0 0 4 1.29 0.3 0.5
4 0 +λ 0 0 4 2.71 0.3 0.5
5 0 0 −λ 0 4 2 0.0878 0.5
6 0 0 +λ 0 4 2 0.512 0.5
7 0 0 0 −λ 4 2 0.3 0.146
8 0 0 0 +λ 4 2 0.3 0.854
9 0 0 0 0 4 2 0.3 0.5
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Рис. 2. Зависимость температуры ∆T от времени t для геометрии G1 (а), G2 (б) и G3 (в). Номер линии соответствует
строке N из табл. 2; линии — результаты моделирования; символы — аппроксимация (5); сплошные линии и
диски — верхнее значение фактора; пунктирные линии и круги — нижнее значение фактора; черная сплошная
линия соответствует центральной точке
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Таблица 3. Коэффициенты полиномов bi,m (5) и относительная погрешность аппроксимации εr . Ведущие факторы
выделены полужирным шрифтом

100 ·Y1, m = 1 100 ·Y2, m = 2 Y3, m = 3
G1 G2 G3 G1 G2 G3 G1 G2 G3

b0,m 742 500 285 10.6 12.8 24.1 62 46 27
b1,m −22 −24 −28 0 −1.5 −2.4 −2.2 −0.3 0
b2,m −85 −67 −32 1.0 1.6 2.1 −7.2 −4 −2.0
b3,m −9.8 −6.6 −8.5 −6.7 −7.3 −12.7 −9.4 −8.1 −6.8
b4,m 22 14 17 5.5 7.4 13.6 −5.5 −3.1 −1.4
b5,m −1.0 −0.5 −0.2 −0.2 −0.2 0.29 2 −0.7 0.5
b6,m −0.3 1.6 1.2 0.4 1.1 1.58 0.7 −0.4 0.3
b7,m 10 −0.9 −0.5 −0.1 −0.9 −1.0 2 0.4 −0.9
b8,m −0.3 −0.1 −0.4 −0.4 −0.9 −0.8 −1 1.5 −0.3
b9,m −2.5 0.2 −0.6 0.5 0.9 0.9 −0.5 0.1 0.9
b10,m −8.3 −4.7 −5.4 −3.3 −4.4 −7.1 −0.1 2.1 0.6
b11,m 7.3 5 6.3 −0.2 0 −0.3 −2.8 −1.2 −1.3
b12,m 21 17 7.8 −0.4 −0.4 −0.9 1.3 −0.4 −0.5
b13,m 1.0 1.2 3 3.6 3.8 6.0 4.4 3.5 2.4
b14,m 4.3 2.5 2.4 −0.2 0.5 0.6 0.5 −0.4 −0.5
εr, % 0.43 11.6 6.0 0.58 14.2 8.75 0.83 8.66 6.85

Положительное значение bn,m означает, что
увеличение соответствующих параметров ведет к
росту значения функции Ym, а отрицательное — к
уменьшению. Центральная точка xn = 0, n = [1, 4]
определяет среднее значение функции в виде

Ym = b0,m − β(b11,m + b12,m + b13,m + b14,m).

Проведем анализ данных ОЦКП, представлен-
ных в табл. 3, для температуры на радиаторе Tm:

• Tm значительно зависит от выбранной геомет-
рии: для геометрии G1 b0,1 = 7.42 ◦C; для G2 —
5.0 ◦C; для G3 — 2.85 ◦C;

• Ведущим линейным параметром является ко-
эффициент теплопередачи α (максимальное
значение |bn,1|, n > 0 соответствует |b2,1|, ли-
нии 3 и 4 на рис. 2); средняя скорость тече-
ния uc (линии 1 и 2), частота колебаний f (ли-
нии 5 и 6) и амплитуда колебаний ∆u ско-
рости жидкости являются значимыми факто-
рами (|bn,1 / b2,1 > ε, n = 1, 2, 4). С ростом uc,
α и f температура Tm уменьшается (b1,1 < 0,
b2,1 < 0, b3,1 < 0), а с ростом ∆u— увеличивает-
ся (b4,1 > 0). Припереходе от геометрииG1 кG2
и G3 вклад амплитуды скорости uc возрастает
(b1,1 ↗), поскольку тепловая мощность, уноси-
мая жидкостью через границу Γ, определяет-
ся формулой

∫
cpρ∆T(u · n) dΓ где n —нормаль

к границе, а интегрирование ведется в попе-
речном потоку сечении. Поскольку каналы в
геометрии G2 и G3 уже при неизменной ам-
плитуде uc, то на одном и том же расстоянии

от радиатора скорость жидкости будет выше и
жидкость будет забирать больше тепла;

• Значимыми парными взаимодействиями яв-
ляются uc и ∆u в геометрии G1 (положи-
тельными) и f и ∆u в геометриях G1 и
G2 (отрицательными);

• Параметры uc и α вносят положительный квад-
ратичный вклад. Поскольку b1,1 и b2,1 отри-
цательны, а b11,1 и b12,1 положительны, то с
увеличением uc и α изменение функции Tm
происходит с насыщением.

Для амплитуды колебаний температуры ∆Tm
значимыми линейными факторами являются ча-
стота f и амплитуда колебания скорости ∆u, а так-
же их парное взаимодействие. Ведущим положи-
тельным квадратичным фактором является f . При
переходе от геометрии G1 к G3 средняя величи-
на ∆Tm существенно возрастает (b0,2 меняется от
0.11 ◦C до 0.24 ◦C), а максимальное значение по
матрице ОЦКП меняется от 0.3 ◦C до 0.7 ◦C.

Для времени выхода на рабочий режим τt зна-
чимыми линейными факторами являются коэф-
фициент теплопередачи α, частота f и амплитуда
колебания скорости ∆u. При переходе от геомет-
рии G1 к G2 и G3 вклад от α и ∆u становится незна-
чительным. Частота f является значимым поло-
жительным квадратичным фактором. При пере-
ходе от геометрии G1 к G3 время τt существенно
снижается от 62 с до 27 с (b0,3).

Поскольку геометрия G1 является вертикаль-
ным сечением трехмерной камеры охлаждения, а
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геометрии G2 и G3 — вертикальными сечениями,
то можно предположить, что в трехмерной геомет-
рии с радиатором с одним ребром значение Tm бу-
дет лежать между значениями, полученными для
G1 и G2, а для радиатора с тремя ребрами — между
значениями, полученными для G1 и G3.

Аппроксимация (5) имеет погрешность εr <
1 % для геометрии G1 (табл. 3), до 14 % для геомет-
рий G2 и до 9 % для геометрии G3.

5. Заключение
В работе представлен параметрический ана-

лиз двумерной компьютерной модели камеры
жидкостной системы охлаждения микрозахвата
для различных геометрий радиатора при осцил-
лирующем течении охлаждающей жидкости. Ме-
тодом ОЦКП получены зависимости максималь-
ной температуры на радиаторе, амплитуды из-
менения температуры на радиаторе и време-
ни установления рабочего режима от средней
скорости охлаждающей жидкости, коэффициен-
та теплопередачи, частоты осцилляций скорости
жидкости и ее амплитуды.

Получено, что в среднем геометрия G3 по срав-
нению с G2 обеспечивает лучшее охлаждение (в
1.8 раз) и меньшее время выхода на рабочий режим
(в 1.7 раз), но имеет большие колебания темпера-
туры на радиаторе (в 2 раза), что может привести к
преждевременному срыву удерживаемого объекта.

На основании результатов вычислительного
эксперимента показано, что радиатор с одним реб-
ром более предпочтителен для системы охлажде-
ния микрозахвата, а радиатор с тремя ребрами
можно использовать в устройствах менее чувстви-
тельных к колебаниям температуры на радиаторе.
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Two-Dimensional numerical parametric modeling of the
capillary microgripper cooling system with unsteady

fluid flow
Nasibullayev I.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

The paper presents a parametric analysis of a 2D model of a fluid cooling system for the hot side of a Peltier element
of a capillary microgripper. An unsteady flow of coolant in the cooling chamber is considered. The cooling efficiency
is studied for three chamber geometries with different radiator locations: monolithic, located on the Peltier element;
with one or three ribs. Mathematical models are built: fluid flow through the microgripper chamber; heating the
radiator with the hot side of the Peltier element; heat transfer from the radiator to fluid and the removal of the
heated fluid from the chamber. The simulation is carried out in the FreeFem++ program until the average change
in the temperature of the radiator over the period of fluid oscillations reaches saturation (microgripper operating
mode). Using the method of orthogonal central compositional planning, analytical dependences of response functions
(maximum temperature on the radiator, amplitude of temperature change on the radiator, and time to establish the
operating mode) on model factors (average coolant velocity, heat transfer coefficient, frequency and amplitude of fluid
velocity oscillations) are obtained. For each considered geometry and response function, leading and insignificant
factors are determined. A parametric analysis of the influence of the physical parameters of the system on the
operation of the cooling system was carried out. The simulation results show that the geometry that provides a
high degree of cooling and a faster exit to the operating mode (radiator with three fins) has a large amplitude of
temperature fluctuations on the radiator and can be used in technical devices that are less sensitive to temperature
fluctuations on the radiator. The single fin radiator geometry provides the least radiator temperature fluctuation and
can be used to cool capillary microgripper.

Keywords: hydrodynamics, heat transfer, capillary microgripper, fluid cooling system, finite element method, orthogo-
nal central composition plan
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Численный анализ акустического рассеяния
от слоя капель при внешнем воздействии1

Насибуллаева Э.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Исследование акустического рассеяния от препятствий малых размеров имеет важное значение как для изучения
фундаментальной природы данного явления, так и с практической точки зрения, поскольку на явлении рассеяния
основываются многие применения акустических волн. В рамках задачи акустического рассеяния от множества
звукопроницаемых сфер, произвольных образом расположенных в пространстве, при внешнем воздействии,
исследуется рассеяние от слоя капель. Основная цель: определение параметров, при которых система является
чувствительной к изменению радиуса капель. Частный случай слоя сфер малых размеров возможен когда область,
содержащая множество малых неоднородностей, условно является двумерной (одной из трех размерностей можно
пренебречь). Задача решается численно с помощью обобщенной методики расчета, основанной на быстром
методе мультиполей, которая позволяет достичь высокой точности получаемых результатов при минимальных
затратах процессорного времени. Серия вычислительных экспериментов проведена для различных соотношений
физических параметров капли и окружающей среды (плотности и скорости звука) для разного числа сфер и
плотности их расположения в конфигурации. Показано, что система наиболее чувствительна к изменению радиуса
капель в случае, когда упругость вещества внутри капли меньше, чем у внешней среды, а при увеличении числа
сфер в плотных конфигурация, — когда упругость вещества внутри капли много больше, чем у внешней среды.
Получено, что чувствительность к изменению исходных данных падает с увеличением расстояния между центрами
сфер, то есть с уменьшением плотности расположения сфер в конфигурации.

Ключевые слова: акустическое рассеяние, система капель, монопольный источник излучения, среднеквадратичное
отклонение, отклик системы

1. Введение
Исследование акустического рассеяния от пре-

пятствий малых размеров имеет важное значе-
ние как для изучения фундаментальной природы
данного явления, так и с практической точки зре-
ния, поскольку на явлении рассеяния основывают-
ся многие применения акустических волн, такие
как гидролокация [1], зондирование атмосферы и
океана [1–3], создание позиционируемого 3D зву-
ка [4] и т.п. Одной из актуальных подзадач явля-
ется определение давления на некотором расстоя-
нии от рассеивающего слоя, состоящего из малых

1Работа поддержана средствами государственного задания
№ 0246-2019-0052

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Насибуллаева Э.Ш.

звукопроницаемых (волна проходит через поверх-
ность) сфер (капель), при внешнем воздействии.
Подобные подзадачи могут возникать в случаях,
когда область, содержащая множество исследуе-
мых неоднородностей, условно является двумер-
ной (одной из трех размерностей данной области
можно пренебречь).

В работе [5] исследовалось акустическое рассе-
яние от слоя простой конфигурации, содержащего
множество звукопроницаемых сфер, в трехмерном
пространстве при воздействии сферической вол-
ны от монопольного источника излучения с целью
проведения анализа распределения давления на
расстоянии от рассеивающего слоя при различных
соотношениях физических параметров внешней и
внутренней сред, а также плотности расположения
сфер в конфигурации. В настоящей работе изуча-
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ется акустическое рассеяние от слоя капель с це-
лью оценки чувствительности отклика системы на
изменение исходных данных, а именно, радиуса
капель a, при различных соотношениях физиче-
ских параметров капли и окружающей среды (плот-
ность ρ и скорость звука c) для разного числа сфер
и плотности их расположения в конфигурации.

2. Постановка задачи и методика
расчета
Задача рассеяния звука от N звукопроницае-

мых сфер различных радиусов av (v = 1, ..., N) с цен-
трами в координатах r′v в общем случае сводится
к решению уравнения Гельмгольца для комплекс-
ного потенциала ψ(r) в точке вне сфер, имеющей
в декартовой системе координат радиус–вектор r,
с волновым числом k0 [6]

∇2
ψ+ k2

0ψ = 0

и граничными условиями, выражающими ра-
венство потенциала и нормальных составляю-
щих скорости частиц на поверхности v-ой сферы
Sv = {r : |r− r′v| = av}:(

ψ(r)− ψ(v)
int

)∣∣∣
Sv

= 0,

(
1
ρ0

∂ψ

∂r
− 1
ρv

∂ψ
(v)
int

∂r

)∣∣∣∣∣
Sv

= 0, v = 1, ..., N,

где ψ(v)
int — комплексный потенциал внутри v-й

сферы, который также удовлетворяет уравне-
нию Гельмгольца, но с волновым числом kv
для внутренней среды:

∇2
ψ
(v)
int + k2

vψ
(v)
int = 0;

ρ0 — плотность внешней среды; ρv — плотность
среды внутри v-й сферы.

Потенциал внешнего поля представляется в
виде суммы потенциалов падающего поля ψin(r)
и поля рассеяния ψscat(r):

ψ(r) = ψin(r) + ψscat(r),

где ψscat(r) удовлетворяет условию излучения Зом-
мерфельда, соответствующему затухающим на бес-
конечности волнам [7]:

lim
r→∞

r
(

∂ψscat
∂r
− ik0ψscat

)
= 0.

Задача решается численно с помощью обоб-
щенной техники разложения по мультиполям [8],
разработанной изначально для случая звуконепро-
ницаемых сфер (волна не проходит через поверх-
ность) с произвольным акустическим импедансом.
Обобщение данной техники для случая звукопро-
ницаемых сфер в частном случае, когда центры
сфер лежат на одной оси, представлено в рабо-
тах [9, 10], а оптимизация общего алгоритма для
сфер, произвольным образом расположенных в
трехмерном пространстве, приведена в работе [11].
Выбор данной методики разложения по мульти-
полям обусловлен тем, что она позволяет достичь
высокой точности получаемых результатов прими-
нимальных затратах процессорного времени.

Система уравнений в матричном виде, к кото-
рой сводится решение данной задачи, в настоящей
работе не приводится, поскольку она представлена
в предыдущих работах автора [5,12].

Рассмотрим слой, состоящий из N = Ni × Ni
(Ni = 3, 5 или 7) сферических капель радиуса a, из-
начально равномерно распределенных вплоскости
Oyz, перпендикулярной к оси Ox, которая прохо-
дит через источник монопольного излучения Ms
и расчетную точку Mc — точку, симметричную ис-
точнику излучения относительно заданного слоя
(см. рис. 1). Наименьшее расстояние между центра-
ми соседних сфер обозначим через δl.

(а) (б) (в)

Рис. 1. Схема слоя, состоящего изN = 3× 3 (а),N = 5× 5 (б),N = 7× 7 (в) равномерно распределенных сферических
капель. Ms — монопольный источник излучения; Mc — расчетная точка
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3. Численный анализ
При численной реализации техники разложе-

ния помультиполям был разработан программный
код на языке программирования Fortran 90 (GCC)
в среде MSYS2 (MinGW–w64) c подключением биб-
лиотеки LAPACK [13]. Численный анализ проведен
в рамках вычислительного эксперимента, в кото-
ром изучалось влияние исходного фактора (ради-
уса сфер) на значение искомой функции (модуля
нормированного давления |p/pin| в расчетной точ-
ке Mc). Для этого радиусы капель ai (i = 1, . . . , N) за-
давались случайнымобразом в пределах заданного
отклонения ∆ от первоначального (невозмущенно-
го) значения a, то есть ai = a± ∆. Так, например,
при отклонении в 5 % величина ∆ определяется
как ∆ = 0.05a, а в 10 % — ∆ = 0.1a. При численной
реализации в программном коде случайное откло-
нение капель задавалось следующим образом

ai = a + 2∆(δ− 0.5),

где δ—случайная величина, определяемая в диапа-
зоне от 0 и 1 встроенной подпрограммой Fortran 90
random_number(δ). Отметим, что для инициализа-
ции генератора случайных чисел необходимо пред-
варительно запустить подпрограмму random_seed.

Поскольку связь между акустическим
давлением p и потенциалом ψ определяется
следующим соотношением

p = ρ
∂ψ

∂t
= iωρψ,

то значения p и pin выражаются через со-
ответствующие потенциалы с точностью до
постоянной величины iωρ.

На рис. 2–10 представлены изменения моду-
ля нормированного давления |p/pin| в расчетной
точке Mc в зависимости от волнового радиуса k0a
при невозмущенных радиусах сфер a и при случай-
ном отклонении радиусов всех капель от значения
a в пределах 5 и 10 % для конфигураций, содержа-
щих N = Ni × Ni (Ni = 3, 5, 7) сфер, и различных
значений минимального расстояния между цен-
трами соседних сфер δl = 3a, 5a, 10a. Рассмотре-
ны физические параметры сред, соответствующие
каплям воды (ρ = 998 кг/м3, c = 1485 м/с) в воздухе
(ρ = 1.205 кг/м3, c = 343.1 м/с), каплям воды в ди-
хлорэтане (ρ = 1252.6 кг/м3, c = 1034 м/с) и каплям
дихлорэтана в воде.

Из представленных рисунков видно, что при
одних параметрах система чувствительна к изме-
нению начальных данных, а при других — началь-
ное отклонение не приводит к существенным из-
менениям. Поэтому для оценки чувствительности

(а)

(б)

(в)

Рис. 2. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 3× 3 и δl = 3a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %
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(а)

(б)

(в)

Рис. 3. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 3× 3 и δl = 5a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %

(а)

(б)

(в)

Рис. 4. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 3× 3 и δl = 10a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %
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(а)

(б)

(в)

Рис. 5. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 5× 5 и δl = 3a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %

(а)

(б)

(в)

Рис. 6. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 5× 5 и δl = 5a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии линии— случайное
распределение радиусов ai = a± 10 %
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(а)

(б)

(в)

Рис. 7. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 5× 5 и δl = 10a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %

(а)

(б)

(в)

Рис. 8. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 7× 7 и δl = 3a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %
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(а)

(б)

(в)

Рис. 9. Зависимость модуля нормированного давле-
ния |p/pin| от волнового радиуса k0a для кон-
фигурации N = 7× 7 и δl = 5a: капли воды
в воздухе (а); капли воды в дихлорэтане (б);
капли дихлорэтана в воде (в). Сплошные крас-
ные линии — невозмущенные значения ради-
усов ai ≡ a; пунктирные синие линии — слу-
чайное распределение радиусов ai = a± 5 %;
штриховые зеленые линии — случайное рас-
пределение радиусов ai = a± 10 %

(а)

(б)

(в)

Рис. 10. Зависимость модуля нормированного дав-
ления |p/pin| от волнового радиуса k0a для
конфигурации N = 7× 7 и δl = 10a: кап-
ли воды в воздухе (а); капли воды в ди-
хлорэтане (б); капли дихлорэтана в воде (в).
Сплошные красные линии — невозмущенные
значения радиусов ai ≡ a; пунктирные си-
ние линии — случайное распределение ра-
диусов ai = a± 5 %; штриховые зеленые ли-
нии — случайное распределение радиусов
ai = a± 10 %
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отклика системы на относительное изменение ис-
ходных данных были рассчитаны среднеквадрати-
ческие отклонения для радиусов капель a:

σa =

√√√√√ N
∑

i=1
(a− ai)

2

N

и для искомой функции f = |p/pin| :

σp =

√√√√√ n
∑

j=0
( f j − f̃ j)

2

n + 1

при шаге по k0a равном ∆h(k0a) = 0.01, разби-
вающем отрезок k0a = [1, 5] на n частей. Здесь
f j и f̃ j — невозмущенное и возмущенное значе-
ния функции f в точке (k0a)j. Также была рас-
считана максимальная абсолютная погрешность
искомой функции:

εmax = max
j
| f j − f̃ j|.

В табл. 1 представлены средние квадратичные
отклонения для радиусов капель σa и расчетной
функции σp, а также максимальная абсолютная по-
грешность εmax для трех рассмотренных конфигу-
раций (N = Ni × Ni, Ni = 3, 5, 7) с различной плот-
ностью расположения сфер (δl = 3a, 5a, 10a) и слу-
чайным отклонением радиусов от начального в

пределах 5 и 10 %. В данной таблице красным цве-
том выделены значения среднеквадратичных от-
клонений искомой функции σp, превышающих со-
ответствующие отклонения для радиусов капель σa.
Видно, что условие σp > σa выполняется в случае
капель дихлорэтана в воде при плотном располо-
жении сфер в конфигурации (при δl = 3a и 5a), а
при увеличении числа сфер — также и при δl = 10a.
Кроме того, данное условие выполняется и в слу-
чае капель воды в воздухе при увеличении числа
сфер (Ni = 5, 7) в более плотной конфигурации, ко-
гда δl = 3a. Заметим, что при выполнении усло-
вия σp > σa чувствительность к изменению ис-
ходных данных падает с ростом расстояния между
центрами сфер, а увеличение отклонения радиу-
сов капель от начального приводит к увеличению
искомой функции.

4. Заключение
В работе в рамках исследования акустического

рассеяния от множества звукопроницаемых сфер,
произвольныхобразомрасположенныхвпростран-
стве, исследуется рассеяние от слоя капель для
определения параметров, при которых система
чувствительна к изменению исходных данных —
радиуса капель. Проведена серия вычислительных
экспериментов при различных соотношениях фи-
зических параметров капли и окружающей среды
для разного числа сфер и плотности их расположе-
ния в конфигурации. Показано, что

Таблица 1. Влияние отклонения радиусов сфер a на величину нормированного давления |p/pin| в точке Mc : σa и σp —
среднеквадратичные отклонения радиусов капель и искомой функции; εmax — максимальная абсолютная
погрешность искомой функции. Красным цветом выделены значения σp > σa

N ± % σa, ×10−2 δl капли воды в воздухе капли воды в дихлорэтане капли дихлорэтана в воде

σp,×10−2 εmax, ×10−2 σp, ×10−2 εmax, ×10−2 σp, ×10−2 εmax, ×10−2

3
×

3

5 3.70
3a 1.32 2.74 2.00 3.79 4.88 12.35
5a 1.61 3.67 1.01 1.70 4.31 11.49

10a 1.06 3.16 1.17 1.87 2.21 5.79

10 6.20
3a 2.90 7.03 5.18 7.66 16.12 44.10
5a 3.33 8.59 5.85 10.70 8.86 24.76

10a 2.15 4.93 4.05 6.35 6.03 13.50

5
×

5

5 2.45
3a 2.26 5.17 1.49 2.47 5.49 20.99
5a 1.25 4.28 1.47 3.11 2.70 7.12

10a 0.86 2.79 0.89 1.59 1.55 4.17

10 4.52
3a 5.66 13.66 3.33 7.46 7.81 23.24
5a 3.04 8.49 1.07 2.25 5.55 21.72

10a 1.37 4.72 0.46 1.06 2.41 9.63

7
×

7

5 3.04
3a 5.00 13.47 1.97 5.34 7.81 30.97
5a 2.66 7.39 0.73 2.15 3.29 14.85

10a 0.98 3.27 0.43 0.95 1.90 7.40

10 5.40
3a 8.00 23.23 4.73 7.11 17.33 50.05
5a 4.49 12.37 3.66 6.74 9.98 47.12

10a 1.85 5.55 3.10 4.63 5.78 21.73
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• система наиболее чувствительна к измене-
нию радиуса капель в случае, когда отноше-
ние упругостей вещества сферы (χin = ρvc2

v) и
внешней среды (χout = ρ0c2

0) меньше 1, то есть
при χin/χout < 1 (капли дихлорэтана в воде);

• система становится более чувствительной к
изменению исходных данных в случае, когда
χin � χout (капли воды в воздухе) при увеличе-
нии числа сфер в плотных конфигурация;

• при выполнении условия σp > σa чувстви-
тельность к изменению исходных данных
падает с увеличением расстояния между
центрами сфер;

• чем больше отклонение в исходных данных,
тем больше отклонение искомой функции.

Отметим, что хотя данные выводы основа-
ны на исследовании систем с небольшим чис-
лом сфер, логично предположить их справедли-
вость и для конфигураций с большим числом
включений. Однако для подтверждения истин-
ности данного утверждения требуются допол-
нительные исследования, которые планируется
провести в дальнейшем.
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Numerical analysis of acoustic scattering from a layer
of droplets under external action

Nasibullaeva E.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

The study of acoustic scattering from small obstacles is important both for studying the fundamental nature of
this phenomenon and from a practical point of view, since many applications of acoustic waves are based on the
scattering phenomenon. Within the framework of the problem of acoustic scattering from a set of sound-permeable
spheres arbitrarily located in space, under external influence, scattering from a layer of drops is studied. The main
goal is to determine the parameters at which the system is sensitive to changes in the droplet radius. A special
case of a small spheres layer is possible when a region containing many small inhomogeneities is conditionally
two-dimensional one (one of the three dimensions can be neglected). The problem is solved numerically using a
generalized calculation technique based on the fast multipole method, which allows achieving high accuracy of the
results obtained with minimal CPU time. A series of computational experiments was carried out for various ratios of
the physical parameters of the drop and the environment (density and sound speed) for a different number of spheres
and the density of their arrangement in the configuration. It is shown that the system is most sensitive to changes in
the droplet radius in the case when the elasticity of the substance inside the droplet is less than that of the external
environment, and with an increase in the sphere number in dense configurations the system is most sensitive when
the elasticity of the substance inside the droplet is much greater than that of the external environment. It is found
that the sensitivity to changes in the initial data decreases with an increase in the distance between the sphere
centers, that is, with a decrease in the density of the arrangement of the spheres in the configuration.

Keywords: acoustic scattering, system of drops, monopole radiation source, standard deviation, system response
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Использование муравьиного алгоритма для поиска
стратегии поведения группы мобильных роботов

на рабочем поле с препятствиями1

Даринцев О.В., Мигранов А.Б.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Рассматривается более сложный вариант решения проблемы распределения задач в группе мобильных роботов
при наличии препятствий в рабочем пространстве. Работа является продолжением цикла исследований, в которых
базовым алгоритмом решения поставленных задач являлся один из видов муравьиного алгоритма — метод
мультиколониальной муравьиной системы в сочетании с алгоритмом планирования траектории, реализованный
с использованием принципа динамического программирования. Скорректированы постановка задачи, модель
рабочего пространства, цели функционирования роботов и параметры, характеризующие их работу. Проведен
выбор свободных параметров муравьиного алгоритма для выполнения многокритериальной оптимизации и
настройки решения: число итераций, количество межколониальных групп муравьев, вес концентрации феромона
дуг, вес эвристической привлекательности дуг и коэффициент испарения феромона. Представлены результаты
вычислительных экспериментов, проведенных при наличии в рабочем пространстве статических (известных
заранее) и динамических (другие роботы) препятствий. Апробация предложенного алгоритма проводилась на
примере группы, состоящей из трех роботов, выполняющих 10 заданий. Как показано в результатах вычислитель-
ных экспериментов траектории роботов строятся на подмножестве свободных ячеек рабочего пространства и не
пересекают ячейки с препятствиями. При этом конфигурация рабочего поля влияет не только на фактические
маршруты роботов, но и на перераспределение заданий между ними, и число задействованных роботов. До-
полнительно проведена серия вычислительных экспериментов с разными комбинациями значений свободных
параметров для определения оптимальных соотношений и реализации более эффективного муравьиного алго-
ритма. Оптимизация проводилась методом однократной настройки, что позволило найти требуемые значения
свободных параметров. Показано, что выполненная подстройка параметров позволила снизить относительную
погрешность при синтезе оптимального маршрута перемещения группы роботов на 3–6 %.

Ключевые слова: группа роботов, муравьиный алгоритм, распределение задач, планирование траекторий

1. Введение
Во многих зарубежных лабораториях прово-

дятся разработки мобильных роботов в комплек-
се с системами управления и планирования для
выполнения различного типа задач — от быто-
вых до военных [1]. Новые модификации обла-
дают расширенным спектром выполняемых за-
дач, а также наличием более функциональных бло-

1Работа поддержана средствами государственного задания
№ 0246-2018-007.
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© Мигранов А.Б.

ков связи как с диспетчерским пунктом [2], так
и между группой роботов [3], что позволяет со-
здавать на их базе группировки мобильных робо-
тов, ориентированных на решение комплексных,
многоэтапных задач [4,5].

При переходе к управлению группой роботов
первоочередной становится задача оптимального
распределения ресурсов группы с учетом фактиче-
ского перечня задач и обстановки на рабочем поле
(в такой постановке ее можно отнести к проблемам
поиска оптимальных стратегий поведения группы
мобильных роботов), решениюкоторой посвящено
множество работ [3,6,7].
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Ранее, в целом цикле работ, авторами уже рас-
сматривалась возможность применения нейрон-
ных сетей [8], генетических алгоритмов [9] и мура-
вьиного алгоритма [10] для поиска стратегии рас-
пределения задач в группе роботов. Наиболее близ-
кой к полученным решениям является статья [10],
в которой была рассмотрена задача построения оп-
тимальной стратегии управления произвольной
группой мобильных роботов для выполнения про-
извольного числа заданий с учетом нескольких
критериев эффективности. Тогда впервые автора-
ми для решения задачи был использован муравьи-
ный алгоритм — метод мультиколониальной му-
равьиной системы (Ant Multi-Colony Optimization,
AMCO) [11,12], сформулирована многокритериаль-
ная функция оптимизации, с последующей ее ска-
ляризацией. Так как это был первый опыт исполь-
зования муравьиных алгоритмов для решения про-
блемы выбора оптимальной стратегии, то решение
искалось на «пустом» рабочем поле (не учитыва-
лись даже стационарные препятствия), а для ме-
тода АМСО был подобран один набор параметров
без анализа его оптимальности.

Основной целью настоящей работы является
расширение (модификация) муравьиного алгорит-
ма для ситуации с произвольными количествами
задач и роботов, функционирующих на рабочем
поле с естественными преградами, а также анализ
влияния настраиваемых параметров АМСО на ка-
чество полученного решения.

2. Постановка задачи и цели
исследования

Рассматривается рабочее поле размером
N ×M узлов, на котором находится n роботов
и m заданий; координаты роботов — (xi, yi),
i ∈ [1, n], координаты расположения заданий —
(x∗j , y∗j ), j ∈ [1, m]. На поле часть узлов являются
барьерами— в них не могут располагаться задание
или робот, а следовательно, через них не может
быть проложен маршрут робота. В одном узле
одновременно может находиться только один ро-
бот и/или одно задание. Цель функционирования
роботов — выполнение заданий, расположенных
на рабочем поле.

Задача проводимого исследования: с уче-
том заданных характеристик всех объектов и на-
личия препятствий модифицировать алгоритм
поиска оптимального плана распределения за-
дач между имеющимися роботами, отвечающий
требованиям многокритериальной оптимальной
целевой функции.

3. Целевая функция и муравьиный
алгоритм
Оптимизация в работе выполняется с

использованием следующей построенной
целевой функции:

Φ(z̄) =
1
η
·WΣ(z̄) + wτ · tmax(z̄) + WST · Nw(z̄) , (1)

где η — КПД функционирования роботов; wτ —
удельная энергия, необходимая для функциони-
рования группы поддержки в течение всего вре-
мени выполнения операции; tmax — максималь-
ное время, необходимое для выполнения всех за-
даний группой роботов; WST — энергия, затра-
чиваемая на размещение (перемещение) одного
робота в узел рабочего поля; Nw — число задей-
ствованных роботов;WΣ = ∑

i=1,n
(SiwFN

i + τiwMV
i )—

энергия, потребляемая группой роботов при вы-
полнении заданий, находящихся на рабочем по-
ле; Si — расстояние, пройденное i-м роботом; τi —
время, затраченное i-м роботом на выполнение
группы делегированных ему заданий; wFN

i — по-
требление энергии i-м роботом при выполнении
операций; wMV

i — потребление энергии i-м робо-
том при его перемещении.

На базе целевой функции (1) была построена
скалярная функция поиска оптимума:

J : min
z∈Z

(Φ(z̄)).

Более подробное описание целевой функции
и функции поиска оптимума приводится в рабо-
те [10]. В качестве алгоритма поиска решения ис-
пользуется мультиколониальная муравьиная си-
стема (AMCO). Для настройки AMCO используют-
ся следующие свободные параметры: n — количе-
ство итераций; m — количество межколониальных
групп муравьев; α— вес концентрации феромона
дуг; β— вес эвристической привлекательности дуг;
ρ— коэффициент испарения феромона.

4. Модификация работы алгоритма,
учитывающего наличие препят-
ствий на рабочем поле
Для реализации функционала подсистемы по-

строения траекторий роботов с учетом статиче-
ских (преграды на поле) и динамических (другие
роботы) препятствий в АМСО был встроен мо-
дуль планирования траектории [13, 14], в кото-
ром реализован алгоритм планирования траекто-
рии с использованием принципа динамического
программирования Р. Беллмана [15].
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Таблица 1. Параметры роботов и заданий на поле

Роботы
№ 1 2 3
Координаты {2, 10} {5, 10} {8, 10}
Скорость vi, ед.раст./ед.вр. 30 20 25
Расход на перемещение wMV

i , ед.эн./ ед.раст. 30 40 35
Расход на функционирование wFN

i , ед.эн./ед.вр. 120 100 110
Задания

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Координаты {5, 8} {10, 8} {2, 7} {1, 6} {7, 6} {5, 4} {9, 4} {3, 3} {7, 2} {1, 1}

Корректность работы алгоритма проверялась
в ходе вычислительного эксперимента, проводи-
мого для группы, состоящей из трех роботов, ко-
торым было назначено 10 заданий. При этом
роботы и задания размещаются на рабочем по-
ле размером 10 × 10 клеток. Исходные парамет-
ры для рассматриваемого примера приведены
в табл. 1 и 2. Расположение роботов и заданий на
поле представлено на рис. 1.

Результат решения с использованием дорабо-
танного алгоритма AMCO с учетом препятствий
представлен на рис. 2, из которого видно, что тра-
ектории роботов проходят по свободным ячейкам
и не пересекают препятствия.

На рис. 3 показаны перемещения роботов при
тех же исходных параметрах, но с применением
другой конфигурации препятствий на поле. Резуль-
тат демонстрирует, что конфигурация рабочего по-
ля влияет не только на синтезируемые маршруты
роботов, но также на перераспределение заданий
между ними и на число задействованных роботов.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 P1 P2 P3

9
8 З1 З2

7 З3 P1 P1

6 З4 P1 З5 P1

5 P1 P1 P1 P1 P1 P1 P1

4 З6 P1 З7

3 З8 P1

2 З9 P1

1 З10

Рис. 1. Расположение роботов и задач на ра-
бочем поле (черными квадратами вы-
делены узлы, являющиеся статическими
препятствиями на поле)

Таблица 2. Параметры весовой функции

Удельная Энергия
№ КПД энергия, wτ, размещения,WST,

ед.эн./ед.вр. ед.эн.
1 0,9 100 5

В результате можно утверждать, что алго-
ритм с модулем построения траекторий, учиты-
вающий особенности рабочего пространства, явля-
ется более корректным и позволяет также коррект-
но учитывать предлагаемое распределение задач
в группе роботов.

Рис. 2. Результаты расчета квазиоптимальной тра-
ектории перемещения роботов с учетом на-
личия динамических и статических препят-
ствий на поле (квадраты — препятствия, за-
полненные точки — исходное положение ро-
ботов, полые точки — расположение заданий,
сплошные линии — траектория движения ро-
ботов, пунктирные линии — последователь-
ность отработки заданий
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Рис. 3. Перемещение роботов при совпадающих исходных условиях, но при другой конфигурации препятствий

5. Метаоптимизация АМСО

Для настройки AMCO используются 5 основ-
ных свободных параметров, что является неотъ-
емлемым свойством для любого из метаэвристи-
ческих методов оптимизации [16]. Для получе-
ния необходимого результата настройка этих па-
раметров должна проводиться с учетом типа реша-
емой задачи. Анализ поставленной проблемы поз-
волил классифицировать процесс настройки как
задачу метаоптимизации (М-задачу) параметров
роевых алгоритмов [17,18].

Методы настройки параметров предполага-
ют решение задачи метаоптимизации для неко-
торого класса оптимизационных задач, поэтому
найденные на первом этапе оптимальные страте-
гии базового алгоритма (Б-алгоритма) фиксиру-
ются и затем используются для решения других
оптимизационных задач.

Методы решения М-задачи разделяют на две
основных группы [19, 20]: методы настройки па-
раметров и методы управления параметрами
(табл. 3). При выборе метода настройки парамет-
ров основным условием его применения являет-
ся запрет на изменение стратегии решения базо-
вой задачи (Б-задачи). Поэтому эффективность Б-
алгоритма возможно оценить только после завер-
шения процедуры настройки. В случае выбора ме-

тода управления параметрами стратегию решения
Б-задачи может меняться в процессе поиска.

Показанные выше методы настройки парамет-
ров не требуют доработки самого Б-алгоритма,
так как при дальнейшем его использовании поль-
зователь опирается на «оптимальные» парамет-
ры всего класса Б-задач. Такой подход позволяет
избежать потери вычислительных мощностей на
постоянную М-оптимизацию.

С учетом вышеперечисленного было приня-
то решение использовать метод настройки па-
раметров при поиске оптимального результат
М-задачи AMCO.

В вычислительных экспериментах проводи-
лась настройка следующих четырех параметров
базового алгоритма: m — количество межколони-
альных групп муравьев; α— вес концентрации фе-
ромона дуг; β— вес эвристической привлекатель-
ности дуг; ρ— коэффициент испарения феромона.

Параметр n — количество итераций — исклю-
чен из рассмотрения, так как его влияние очевид-
но: чем больше число итераций, тем лучше резуль-
тат расчета, при этом растет время работы алго-
ритма. Ограничение этого параметра задано до-
пускаемым временем работы алгоритма (итерация
Б-алгоритма — не более 10 с).

Для оценки влияния остальных свободных па-
раметров на эффективность мультиколониально-

Таблица 3. Классификация методов М-оптимизации

Метаоптимизация
Настройка параметров Управление параметрами

Однократная Перманентная Адаптация Самоадаптация
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Таблица 4. Типы графов для решения М-задачи

Число Число Размер Доля
№ роботов заданий поля препятствий
1 2 8 5×5 0,1
2 5 20 10×10 0,3
3 5 50 10×10 0,1
4 10 50 20×20 0,2
5 10 90 20×20 0,1

Таблица 5. Диапазоны изменения параметров

№ Параметр min max массив
1 m 10 90 10, 30, 50, 70
2 α 0,5 2,5 0,5, 1,0, 1,5, 2,0, 2,5
3 β 1 9 1,0, 3,0, 5,0, 7,0, 9,0
4 ρ 0 1 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0

го муравьиного алгоритма была проведена серия
вычислительных экспериментов с разными ком-
бинациями значений. Рассмотрены пять графов с
различными параметрами (табл. 4).

Заданы диапазоны изменений и «опор-
ные» точки для каждого из четырех свободных
параметров (табл. 5). Поэтому для представлен-
ных множеств четырех свободных параметров
пространство решения М-задачи включает
500 различных комбинаций.

Для всех комбинаций было проведено по 5 вы-
числительных экспериментов на каждом из 5-и
графов (25 точек), в ходе которых оценивались сум-
марные затраты энергии всего коллектива, необхо-
димые для выполнения поставленных заданий. В
качестве оценки эффективности работы AMCO для
всех 5-и графов предлагается рассмотреть не абсо-
лютное значение энергии, а ее относительную по-
грешность (отклонение, превышение), вызванную
изменением в работе алгоритма при смене пара-
метров. За «опорное» значение для расчета погреш-
ности выбирается минимальное значение затрат
энергии, полученное в 2500 запусков алгоритма.

Далее представлены диаграммы распределе-
ния погрешности решения Б-задачи для каждого
из параметров (рис. 4). На каждой из диаграмм
отображены все полученные в рамках эксперимен-
та значения (12 500 точек).

Проведен анализ полученных результатов, по
результатам которого итерационнымподходомвы-
полнялся выбор оптимальных параметров свобод-
ных параметров AMCO. Очевидно, что наибольшее
влияние на точность решения имеет параметр β,
значит стабильные решения следует искать при
β > 7. Поэтому для следующего шага примем за
оптимальное значение β = 9.
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Рис. 4. Распределение относительной ошибки резуль-
татов решения Б-задачи для различных значе-
ний свободных параметров
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Рис. 5. Распределение относительной ошибки резуль-
татов решения Б-задачи при β = 9

Построим распределения ошибки для остав-
шихся трех параметров при известном значении
четвертого (рис. 5). Диаграммы также построены
по полученным 2500 точкам.

Анализ полученных диаграмм позволил вы-
явить тренд сокращения ошибки при уменьше-
нии параметра α и возрастании параметра m. По-
этому на втором этапе итерации зафиксируем
параметр α, приняв за оптимальные значения
α = 0,5 и β = 9.
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Рис. 6. Распределение относительной ошибки реше-
ния Б-задачи при α = 0,5 и β = 9

Построим распределения ошибки для остав-
шихся двух параметров при заданных значени-
ях второго и четвертого (рис. 6), отражающих
уже по 500 точек.

Полученные диаграммы показывают, что по-
сле фиксации параметра α, исчез тренд уменьше-
ния ошибки с ростом параметра m. Так усреднен-
ная величина ошибки совпадает для трех значений
параметра: 30, 50 и 70 муравьев. При этом исключе-
ние двух параметров позволило выявить оптималь-
ное значение параметра ρ: на диаграмме просле-
живается минимум медианного значения ошибки
при ρ = 0,5.

Поэтому на следующем шаге в качестве
оптимальных значений принимаем ρ = 0,5,
α = 0, 5 и β = 9.

Оценим влияние оставшегося параметра m на
величину относительной ошибки (рис. 7). Пред-
ставленная на рисунке диаграмма содержит 100
экспериментальных точек.

Оценивая минимальное медианное значение,
а также значения верхнего квартиля, можем вы-
брать в качестве оптимального значения для коли-
чества межколониальных групп муравьев m = 30.
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Рис. 7. Распределение относительной ошибки резуль-
татов решения Б-задачи для критерия m при
α = 0,5, β = 9 и ρ = 0,5

Результатом выполнения М-оптимизации ме-
тодом однократной настройки параметров ста-
ло определение следующих значений свободных
параметров AMCO:

• количество итераций n определяется из
условия максимального времени расчета
10 секунд;

• количество межколониальных групп муравьев
m = 30;

• вес концентрации феромона дуг α = 0,5;

• вес эвристической привлекательности дуг
β = 9;

• коэффициент испарения феромона ρ = 0,5.

Использование вышеприведенных значений
данных параметров позволило получить среднюю
величину отклонений при поиске оптимальной
стратегии перемещения группы роботов на поле
с препятствиями не более 3 %, при максимальном
ее значении — 6 %.

6. Заключение
В настоящей статье показан один из вариантов

решения для задачи поиска оптимальной страте-
гии управления произвольной группой мобильных
роботов, сложность которой напрямую зависит от
наличия статических препятствий, динамических
препятствий в виде других роботов, присутствую-
щих в рабочем пространстве. Произвольное чис-
ло поставленных заданий, а также комплексная

оценка оптимальности (нескольких критериев эф-
фективности) потребовали использования специ-
фических приемов и методов модификации ранее
полученного решения с использованием муравьи-
ного алгоритма. Процедура внесения изменений в
алгоритм была реализована в два этапа.

На первом этапе при синтезе траекторий груп-
пы роботов за счет внедрения в алгоритм AMCO
нового модуля, производящего расчет взаимного
перемещения роботов с использованием принци-
па динамического программирования, адекватно
учитывались стационарные (преграды, стены) иди-
намические (другие роботы группы) препятствия.

Второй этап заключался в решении метаопти-
мизационной задачи выбора свободных парамет-
ров AMCO методом однократной настройки пара-
метров, что в итоге позволило уменьшить относи-
тельную погрешность при синтезе оптимальных
маршрутов для группы роботов и сократить сум-
марные энергетические затраты.
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Using an ant algorithm to find a strategy
for the behavior of a group of mobile robots

on a work field with obstacles
Darintsev O.V., Migranov A.B.

Mavlyutov Institute of Mechanics of UFRC RAS, Ufa, Russia

A more complex solution to the problem of the distribution of tasks in a group of mobile robots, in the presence
of obstacles in the workspace, is considered. The work is a continuation of a cycle of research in which the basic
algorithm for solving the tasks was one of the types of ant algorithm — the multicolonial ant system method in
combination with the trajectory planning algorithm implemented using the principle of dynamic programming. The
task statement, the workspace model, the goals of the robots functioning and the parameters characterizing their work
have been adjusted. The choice of free parameters of the ant algorithm for performing multi-criteria optimization and
tuning of the solution is carried out: the number of iterations, the number of intercolonial groups of ants, the weight
of the concentration of the pheromone of arcs, the weight of the heuristic attractiveness of arcs and the pheromone
evaporation coefficient. The results of computational experiments conducted in the presence of static (known in
advance) and dynamic (other robots) obstacles in the workspace are presented. The proposed algorithm was tested
using the example of a group consisting of three robots performing 10 tasks. As shown in the results of computational
experiments, robot trajectories are built on a subset of free cells of the workspace and do not intersect cells with
obstacles. At the same time, the configuration of the work field affects not only the actual routes of robots, but also
the redistribution of tasks between them, and the number of robots involved. Additionally, a series of computational
experiments with different combinations of values of free parameters was carried out to determine the optimal ratios
and implement a more efficient ant algorithm. Optimization was carried out by a single adjustment method, which
allowed us to find the required values of free parameters. It is shown that the adjustment of the parameters made it
possible to reduce the relative error in the synthesis of the optimal route of movement of a group of robots by 3–6 %.

Keywords: group of robots, ant algorithm, distribution of tasks, trajectory planning
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В работе рассмотрено течение термовязкой модельной жидкости в кольцевом канале с заданным температурным
полем. Задача об устойчивости течения термовязкой жидкости решается на основе обобщенного уравнения
спектральным методом разложения по полиномам Чебышева первого рода. Исследуется влияние учета экспонен-
циальной зависимости вязкости жидкости от температуры и геометрии канала на спектральные характеристики
уравнения гидродинамической устойчивости течения несжимаемой жидкости в плоском канале при различных
значениях температуры стенок. Построены спектральные картины собственных значений обобщенного уравнения.
Спектральные характеристики определяют структуру собственных функций и критические параметры течения
термовязкой жидкости, при этом собственные функции демонстрируют поведение возмущений поперечной ско-
рости, их возможный рост или затухание с течением времени. Показано, что структура спектров в значительной
степени зависит как от свойств жидкости, определяемых показателем функциональной зависимости вязкости,
так и от геометрии канала. Установлено, что при малых значениях параметра термовязкости спектр сопоставим
спектру для изотермического течения жидкости в плоском канале, однако при его увеличении число собствен-
ных значений и их плотность возрастают, то есть существует большее количество точек, при которых задача
имеет ненулевые амплитуды возмущений поперечной скорости. Устойчивость течения термовязкой жидкости
зависит от наличия собственного значения с положительной мнимой частью среди всего множества найденных
собственных значений при фиксированных параметрах числа Рейнольдса и волнового числа. Показано, что при
фиксированных значениях числа Рейнольдса и волнового числа с ростом параметра термовязкости течение
может стать неустойчивым.

Ключевые слова: термовязкая жидкость, гидродинамическая устойчивость, спектр собственных значений,
кольцевой канал

1. Введение
В настоящее время накоплен достаточный за-

дел в исследовании устойчивости течений жидко-
сти в плоских каналах, однако при изучении этой
задачи часто пренебрегают воздействием темпе-
ратурного фактора на смену режима течений [1–5].
Течения вязких жидкостей возникают в ряде отрас-
лей промышленности при эксплуатации различ-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект№ 22-21-00915).
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© Низамова А.Д.
© Киреев В.Н.
© Урманчеев С.Ф.

ных технических установок и устройств, а также
при реализации ряда технологических процессов.
В таких случаях существенной является проблема
выявления особенностей такого течения при раз-
личных режимах. С точки зрения энергетической
эффективности важен ламинарный режим, с дру-
гой стороны, при учете эффективности тепломас-
сопереноса — турбулентный. Вязкость жидкости
является важным параметром, который определя-
ет закономерности течения.

В плоском канале теория гидродинамической
устойчивости хорошо исследована, в том числе и
для термовязких жидкостей [6–8]. Известно так-
же, что в соответствии с линейной теорией в ци-
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линдрическом канале течение всегда устойчиво,
что противоречит экспериментальным наблюде-
ниям. В технических устройствах используются и
теплоизолированные поверхности, поэтому изме-
нение коэффициента теплоотдачи является пред-
метом исследования с точки зрения его влияния
на устойчивость течения. В целом ряде теплооб-
менных устройств используется схема, когда внут-
ри трубы устанавливается трубка небольшого диа-
метра, содержащая нагревательный элемент. Ис-
следование влияния геометрии канала на устойчи-
вость течения жидкости является одной из задач
в настоящей работе.

2. Постановка задачи

Рассмотрим течение несжимаемой жидкости
в кольцевом канале с заданными внешним и внут-
ренним радиусами и температурным полем под
действием перепада давления.

Задача гидродинамической устойчивости те-
чения термовязкой жидкости в плоскопарал-
лельном канале с неоднородным температур-
ным полем сводится к обобщенному уравнению
Орра–Зоммерфельда [6–8].

Изменение продольной компоненты ско-
рости по длине канала z рассчитывается
следующим образом:

vr = ϕ(r)eik(z−ct),

где ϕ(r)— амплитуда возмущения поперечной ско-
рости; i — мнимая единица; k — проекция вол-
нового вектора на ось канала (волновое число);
c = w/k — фазовая скорость волны вдоль оси кана-
ла (собственное значение), c = cr + ici;w—частота;
t — время.

Аналогичными к задаче о гидродинамической
устойчивости термовязкой жидкости в плоском
канале преобразованиями получим обобщенное
уравнение об устойчивости течения жидкости в

кольцевом канале для радиальной координаты r:
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со следующими граничными условиями:

ϕ(r1) = ϕ(r2) = 0, ϕ
′(r1) = ϕ

′(r2) = 0,

где s =
r2

r1
— отношение радиусов канала (внеш-

него r2 к внутреннему r1); µ = µ(r) = (
k− 1

2
r)−β —

вязкость; Re — число Рейнольдса;
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; Nu — число Нуссельта; α — ко-

эффициент термовязкости или коэффициент
крутизны вискограммы — это множитель в по-
казателе экспоненты, характеризующий степень
зависимости вязкости от температуры. Величина

ln s +
1

Nu
появляется в точном решении уравнения

теплопроводности с учетом граничных условий
теплообмена в безразмерном виде.

При решении задачи в уравнениях и формулах
параметры представлены в безразмерном виде.

Следует отметить, что вывод представленно-
го выше уравнения осуществлялся при задании
возмущений только на давление и компоненты
вектора скорости.

Для решения задачи об устойчивости тече-
ния жидкости необходимо найти все собственные
значения c, которым соответствуют нетривиаль-
ные собственные функции ϕ(y). Тогда критерием
неустойчивости, очевидно, будет условие ci > 0:
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если существует хотя бы одно собственное значе-
ние c положительной мнимой частью, то течение
является неустойчивым при заданных числе Рей-
нольдса и волновомчисле. Еслиже все собственные
значения имеют неположительную мнимую часть,
то течение устойчивое при заданных параметрах.

Условие ci = 0 дает нейтральную кривую, на
которой возмущения не растут и не затухают. Ми-
нимальное значение числа Рейнольдса на ней-
тральной кривой называется критическим числом
Рейнольдса Recr.

Согласно теории [5] рассматривается устойчи-
вость течений жидкостей относительно возмуще-
ний поперечной скорости, так как они являются
самыми «опасными» для турбулизации течения.

3. Результаты численного исследо-
вания
Численное исследование выполнялось с ис-

пользованием спектрального метода разложения
по полиномам Чебышева первого рода [6].

Спектральные картины собственных значений
течения жидкостей с температурной зависимо-
стьювязкостипрификсированныхпараметрах чис-
ла Рейнольдса Re = 104 и волновом числе k = 1
и параметром термовязкости равным 0,001 пред-
ставлены на рис. 1. Такие картины принято назы-
вать «спектральным галстуком». Анализ получен-
ных результатов показывает, что при малых значе-
ниях параметра термовязкости спектр сопоставим
спектру для изотермического течения жидкости.
Однако при его увеличении количество собствен-
ных значений и их плотность возрастают, то есть
существует большее количество точек, при кото-
рых задача имеет нетривиальное решение. Также
стоит отметить, что при заданных числах Re и k
для малого соотношения радиусов каналов тече-
ние является неустойчивым (рис. 1(а)), однако с
увеличением соотношения s течение приобретает
устойчивость (рис. 1(б),(в)).

Спектры собственных значений течения жид-
кости с параметром термовязкости равным 1 для
нескольких значений s представлены на рис. 2.
По полученным результатам можно сделать вы-
вод о том, что при выполненных предположени-
ях спектр собственных значений для малых па-
раметров s (рис. 2(a)) качественно соответствует
спектру собственных значений изотермического
течения жидкости. Собственные значения стремят-
ся к оси вещественных частей, группируясь в вер-
тикальную ветвь, а при приближении к нулевым
мнимым частям — делятся на отдельные ветви. С
увеличением значений параметра s спектр пре-
терпевает значительные изменения: вертикаль-
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Рис. 1. Спектры собственных значений Re = 104,
k = 1, α = 0.001: а) s = 1.001; б) s = 2; в) s = 8
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Рис. 2. Спектры собственных значений Re = 104,
k = 1, α = 1: а) s = 1.001; б) s = 2; в) s = 8

ная ветвь начинает делиться на несколько отдель-
ных ветвей (рис. 2(б),(в)). Стоит отметить, что
существует собственное значение с мнимой ча-
стью большей нуля (рис. 2(а)), а это соответству-

ет неустойчивости течения при фиксированных
параметрах волнового числа и числа Рейнольдса.
Аналогично результату выше стоит отметить, что
с увеличением параметра s течение приобретает
устойчивость (рис. 2(б),(в)).

4. Заключение
Установлено, что учет зависимости вязкости

от температуры значительно влияет на выводы
относительно гидродинамической устойчивости,
что, безусловно, важно при анализе режимов те-
чения в каналах теплообменников. При одних и
тех же значениях числа Рейнольдса и волнового
числа, описывающих устойчивые режимы течения,
увеличение параметра термовязкости может при-
вести к возникновению неустойчивых режимов.
Следует отметить, что при этом происходит и каче-
ственное изменение структуры спектров собствен-
ных значений. Спектральные характеристики тече-
ния являются важной частью при анализе режимов
течения жидкостей.
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Investigation of the spectral characteristics of
a thermoviscous fluid flow in an annular channel
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The flow of a thermoviscous model fluid in an annular channel with a given temperature field is considered. The
problem of the stability of the flow of a thermoviscous fluid is solved on the basis of the generalized equation by
the spectral method of expansion in Chebyshev polynomials of the first kind. The effect of taking into account the
exponential dependence of the fluid viscosity on temperature and channel geometry on the spectral characteristics of
the equation of hydrodynamic stability of an incompressible fluid flow in a flat channel for various wall temperatures
is studied. Spectral patterns of eigenvalues of the generalized equation are constructed. The spectral characteristics
determine the structure of the eigenfunctions and the critical parameters of the flow of a thermoviscous fluid. In
this case, the eigenfunctions demonstrate the behavior of transverse velocity perturbations, their possible growth or
decay with time. It is shown that the structure of the spectra largely depends both on the properties of the liquid,
determined by the index of the functional dependence of viscosity, and on the geometry of the channel. It has been
established that for small values of the thermoviscosity parameter, the spectrum is comparable to the spectrum for an
isothermal fluid flow in a flat channel, however, as it increases, the number of eigenvalues and their density increase,
that is, there are more points at which the problem has nonzero amplitudes of transverse velocity perturbations.
The stability of a thermoviscous fluid flow depends on the presence of an eigenvalue with a positive imaginary part
among the entire set of found eigenvalues for fixed parameters of the Reynolds number and wave number. It is shown
that, at fixed values of the Reynolds number and wave number, the flow can become unstable with an increase in the
thermoviscosity parameter.

Keywords: thermoviscous liquid, hydrodynamics instability, spectra of eigenvalues, annular channel
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[7] Khabirov S.V., Ünal G. Group analysis of the von
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Динамика давления в трещине гидро-
разрыва при переходных режимах ра-
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РАН
Руководитель — г.н.с., д.ф.-м.н. В.Ш. Шагапов
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В работе получены точные аналитические ре-
шения задачи о распределении давления в верти-
кальной трещине ГРП при переходных режимах
работы скважины. Показано, как по известному
графику изменения давления на скважине с вер-
тикальной трещиной ГРП можно определить из-
менения дебита жидкости и, наоборот, как по из-
вестному изменениюдебита скважиныопределить
изменение давления. При этом дается описание
изменения давления в трещине ГРП.
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исследователь
Руководитель — г.н.с., д.ф.-м.н. О.В. Даринцев
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ных математических моделей новых конструкций
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мобильных роботов, предназначенных для пере-
мещения в ограниченном пространстве; синтез 3D
моделей конструкции; анализ функциональных и
технических характеристик масштабируемого мо-
бильного робота по результатам компьютерных
и полунатурных экспериментов. Разработано но-
вое конструктивное решение на базе результатов
анализа существующих мобильных роботов и вы-
явленных недостатков.
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Руководитель — г.н.с., д.ф.-м.н. В.Ш. Шагапов
3 место

Рассмотрена задача о собственных колебаниях
столба жидкости в насосно-компрессорной трубе,
возникающих после внезапного открытия или за-
крытия вертикальной скважины. Построена теоре-
тическая модель, описывающая динамику столба
жидкости в скважине, сообщающейся с пластом
через проницаемые стенки открытого участка, а
также ГРП трещину. На основе этой модели полу-
чены аналитические решения, описывающие соб-
ственные затухающие колебания давления и скоро-
сти в скважине под влиянием проявления вязкости
вблизи стенки скважины, а также фильтрацион-
ных процессов в призабойной зоне, подверженной
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ГРП. Сравнительный анализ результатов расчета с
имеющимися промысловыми данными показыва-
ет, что частотные характеристики, а также интен-
сивность затухания собственных колебаний дают
достаточно содержательную информацию о кол-
лекторских параметрах призабойной зоны и о ка-
честве ГРП трещин.

2. Семинар Института механики им.
Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН

Исследование взаимодействия трубо-
провода с транспортируемой и окру-
жающей его сплошными средами
Юлмухаметов Артур Ахмарович, инженер-
исследователь
Научный руководитель: д.ф.-м.н., проф. Султана-
ев Я.Т.
Научный консультант: с.н.с., к.ф.-м.н. Шакирья-
нов М.М.

В настоящей работе предложены модели ста-
тического изгиба и нелинейных изгибных колеба-
ний трубопровода, учитывающие взаимодействия
изменений кривизны его осевой линии и внутрен-
него давления. Также построена модель, описыва-
ющая движение двухфазной жидкости с кольцевой
структурной формой течения в поперечных сече-
ниях трубопровода. На основе этих моделей и раз-
работанных программ для ЭВМрешены задачи вза-
имодействия трубопровода с транспортируемой и
окружающей его сплошными средами.

Получены следующие выводы:
1. Построена математическая модель, учитываю-
щая сопротивления транспортируемой газожид-
костной среды с кольцевой структурной формой
течения и окружающей сплошной среды при уско-
ренном движении трубопровода перпендикулярно
его оси вращения. Получены аналитические вы-
ражения для определения внешней и внутренней
присоединенных масс трубопровода, транспорти-
рующего двухфазную среду с кольцевой структур-
ной формой течения. Установлено, что отношение
присоединенных масс с учетом и без учета пере-
текания частиц газожидкостной среды в попереч-
ных сечениях является функцией плотностей сред
и геометрических размеров трубы. Показано, что
отношение частот собственных колебаний трубо-
провода с учетом и без учета эффективной при-
соединенной массы увеличивается с увеличением
плотности жидкой фазы. Определено, что увеличе-
ние амплитуды и частоты переменного давления в
трубе приводят к увеличению амплитуд динами-
ческой части прогиба. Показано, что результаты

численного и приближенного аналитического мо-
делирований находятся в качественном согласии.
2. Разработаны математические модели статиче-
ского изгиба и изгибных колебаний трубопрово-
да с учетом взаимодействия изменений кривизны
его осевой линии и внутреннего давления, упру-
гости и присоединенной массы грунта. Показано,
что с увеличением жесткости грунта происходит
уменьшение прогиба. С ростом внутреннего давле-
ния статический прогиб трубопровода увеличива-
ется. Определеныкритическое значениежесткости
грунта, ниже которого в линейной задаче происхо-
дит неограниченное возрастание прогиба, а также
значение внутреннего перепада давления, выше
которого происходит такое возрастание. Получе-
но аналитическое выражение для определения па-
раметра жесткости грунта по экспериментально
определенным значениям прогиба.
3. Установлено, что частоты изгибных колебаний
трубопровода падают с увеличением внутреннего
давления в трубопроводе. Показано, что с увели-
чением жесткости грунта растет и частота изгиб-
ных колебаний трубы. Определено, что рост присо-
единенной массы грунта приводит к уменьшению
частоты изгибных колебаний трубопровода. Полу-
чены аналитические выражения для определения
параметра жесткости грунта, присоединенной мас-
сы грунта, давления транспортируемой жидкости
по собственным частотам изгибных колебаний тру-
бопровода.
4. Реализована методика решения задач взаимо-
действия трубопровода с внешней и внутренней
средами, которая заключается в последовательном
применении методов Бубнова-Галеркина, Рунге-
Кутта и в анализе результатов решения с помощью
дискретного преобразованияФурье и отображения
Пуанкаре.

3. Конкурс научных работ молодых
ученых УФИЦ РАН

Диагностика определения существова-
ния газогидратных залежей в придон-
ных отложениях водоёмов с примене-
нием волны Стоунли
Каримова Гульназ Римовна, аспирант ИМех
УФИЦ РАН
Руководитель — г.н.с., д.ф.-м.н. В.Ш. Шагапов

Развитие теории исследования волновых про-
цессов в гидратонасыщенных породах является
важным вопросом, который позволит более деталь-
но развить методы обнаружения и освоения по-
добных залежей. Исследование волны Стоунли в
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придонных участках водоемов позволит опреде-
лить плотность содержания газогидратов в пластах
и масштабы таких пластов по акустическим свой-
ствам. Предложена теоретическая модель, осно-
ванная на особенностях распространения волн Сто-
унли на границе раздела воды и пород в придон-
ном слое (песок, насыщенный водой или газогид-
ратом). Найдено аналитические решения в виде
гармонической бегущей волны для давления, сме-
щений, потенциалов для векторов продольной и
поперечной волны, получено дисперсионное урав-
нение для определения скорости волны Стоунли.
Изучено влияние основных параметров (насыщен-
ности, пористости, частот) на характер поведения
волны. Показаны скорости волны Стоунли для раз-
личной насыщенности песка водой, газогидратом.
Представлены зависимости глубины проникнове-
ния звуковой волны, продольных и поперечных
волн в жидкость и в твердую среду от частоты и
насыщенности.

Новые точные решения уравнений га-
зовой динамики с уравнением состоя-
ния специального вида
Сираева Дилара Тахировна, к.ф.-м.н., научный
сотрудник

Нахождение новых точных решений нели-
нейных дифференциальных уравнений являет-
ся нетривиальной задачей. Применение методов
группового анализа позволяет находить точные ре-
шения рассматриваемых уравнений, что обуслав-
ливает актуальность заявленной темы исследова-
ния. Рассматриваются уравнения газовой динами-
ки – система из уравнений Эйлера, неразрывно-
сти и энергии в обезразмеренном виде. Система
замыкается уравнением состояния. Уравнение со-
стояния имеет специальный вид: давление, равное
сумме функций плотности и энтропии. К данной
системе уравнений впервые применяются методы
группового анализа, позволяющие найти новые
точные решения и описать движение частиц в це-
лом.
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Исследование термогидродинамиче-
ских процессов в прискважинной зоне
неоднородных пластов
Исламов Д.Ф.
Башкирский государственный университет, Уфа
(23.03.2022 г.)

Работа посвящена повышению эффективно-
сти термогидродинамических исследований пла-
ста на основе использования математических мо-
делей нестационарной неизотермической филь-
трации жидкости в неоднородных пластах. Про-
веден анализ современных публикаций по теоре-
тическим и экспериментальным исследованиям
термогидродинамических процессов в неоднород-
ных пластах. Развиты аналитические и численные
модели неизотермического движения жидкости в
неоднородном по проницаемости пласте, учитыва-
ющие термодинамические эффекты для переход-
ных режимов после пуска скважины, смены дебита
и прекращения отбора. Исследованы нестационар-
ные температурные поля слоисто-неоднородного
пласта при отборе и после кратковременной за-
качки жидкости с учетом баротермического эф-
фекта, перетоков между слоями и теплопровод-
ности. Созданы симуляторы для расчета нестаци-
онарных полей давления и температуры в неод-
нородных пластах и изучения путей их практиче-
ского использования при планировании и интер-
претации термогидродинамических исследований

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН

пластов с целью определения параметров неодно-
родности в прискважинной зоне. Разработаны ре-
комендации для исследования скважины и обра-
ботки данных с целью определения параметров
неоднородности пласта.

Исследование взаимодействия тру-
бопровода с транспортируемой и
окружающей его сплошными средами

Юлмухаметов А.А.
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ
РАН, Уфа (30.06.2022 г.)

В работе предложены модели статического из-
гиба и нелинейных изгибных колебаний трубопро-
вода, учитывающие взаимодействия изменений
кривизны его осевой линии и внутреннего давле-
ния. Также построена модель, описывающая дви-
жение двухфазной жидкости с кольцевой структур-
ной формой течения в поперечных сечениях тру-
бопровода. На основе этих моделей и разработан-
ных программ для ЭВМ решены задачи взаимодей-
ствия трубопровода с транспортируемой и окружа-
ющей его сплошными средами. Построена мате-
матическая модель, учитывающая сопротивления
транспортируемой газожидкостной среды с коль-
цевой структурной формой течения и окружающей
сплошной среды при ускоренном движении трубо-
провода перпендикулярно оси его вращения. Полу-
чены аналитические выражения для определения
внешней и внутренней присоединенных масс тру-
бопровода, транспортирующего двухфазную среду
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с кольцевой структурной формой течения. Уста-
новлено, что отношение присоединенных масс с
учетом и без учета перетекания частиц газожид-
костной среды в поперечных сечениях является
функцией плотностей сред и геометрических раз-
меров трубы. Показано, что отношение частот соб-
ственных колебаний трубопровода с учетом и без
учета эффективной присоединенной массы увели-
чивается с ростом плотности жидкой фазы. Опре-
делено, что увеличение амплитуды и частоты пере-
менного давления в трубе приводит к увеличению
амплитуд динамической части прогиба. Показа-
но, что результаты численного и приближенного
аналитического моделирований находятся в каче-
ственном согласии. Разработаны математические
модели статического изгиба и изгибных колебаний
трубопровода с учетом взаимодействия измене-
ний кривизны его осевой линии и внутреннего дав-
ления, упругости и присоединенной массы грун-
та. Показано, что с увеличением жесткости грунта
происходит уменьшение прогиба. С ростом внут-
реннего давления статический прогиб трубопрово-
да увеличивается. Определены критическое значе-
ние жесткости грунта, ниже которого в линейной
задаче происходит неограниченное возрастание
прогиба, а также значение внутреннего перепада
давления, выше которого происходит такое воз-
растание. Получено аналитическое выражение для
определения параметра жесткости грунта по экс-
периментально определенным значениям проги-
ба. Установлено, что частоты изгибных колебаний
трубопровода падают с увеличением внутреннего
давления в трубопроводе. Показано, что с увели-
чением жесткости грунта растет и частота изгиб-
ных колебаний трубы. Определено, что рост присо-
единенной массы грунта приводит к уменьшению
частоты изгибных колебаний трубопровода. Полу-
чены аналитические выражения для определения
параметра жесткости грунта, присоединенной мас-
сы грунта, давления транспортируемой жидкости
по собственным частотам изгибных колебаний тру-
бопровода. Реализована методика решения задач
взаимодействия трубопровода с внешней и внут-
ренней средами, которая заключается в последова-
тельном применении методов Бубнова–Галеркина,
Рунге–Кутта и в анализе результатов решения с
помощью дискретного преобразования Фурье и
отображения Пуанкаре.

Свободные колебания с изменяемой
частотой. Динамический гаситель с
изменяемой жесткостью. Полностью
уравновешенный одноцилиндровый
двухтактный двигатель с постоянной
угловой скоростью вращения
Зотов А.Н.
Уфимский государственный нефтяной технический
университет, Уфа (20.10.2022 г.)

Первая часть докладапосвященапроблеме уве-
личения амплитуды свободных колебаний при од-
новременном уменьшении их частоты. Получены
свободные колебания с увеличивающейся со вре-
менем амплитудой, частота колебаний при этом
уменьшается. На данный момент объяснение та-
кое: колебания можно разложить в ряд Фурье. А
для гармонических колебаний энергия пропорцио-
нальна произведениюквадрата частотына квадрат
амплитуды. Увеличение амплитуды в данном слу-
чае можно объяснить уменьшением частоты. По-
казаны трудности экспериментальной проверки
данного факта.

Вторая часть доклада посвящена проблеме из-
менения жесткости дополнительной пружины при
изменении частоты возмущающей силы при дина-
мическом гашении колебаний. Это достигнуто при
помощи системы, в которой пневмопружина пере-
мещается между направляющими расчетной фор-
мы. Изменяя соответствующим образом давление
в пневмопружине при одних и тех же направляю-
щих, можно изменять должным образомжесткость
дополнительной пружины.

Третья часть доклада посвящена двухтактно-
му одноцилиндровому двигателю. В рассматрива-
емом двигателе стойку и кривошип, кривошип и
шатун соединяют упругие шарниры с заданной ха-
рактеристикой. Параметры упругих шарниров по-
добраны так, что боковая сила, действующая на
поршень, равнанулюприлюбомугле поворота кри-
вошипа. Угловая скорость кривошипа при этом по-
стоянна. Кроме того, за счет противовесов на кри-
вошипе и шатуне получено полное уравновешива-
ние двухтактного одноцилиндрового двигателя.
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Семинар по материалам отчета
по государственному заданию
№ 0246-2019-0052 за 2022 год
(15.12.2022 г.)

к.ф.-м.н. Ахметов А.Т.
Лаборатория «Экспериментальная гидродинамика»
ИМех УФИЦ РАН, Уфа

д.ф.-м.н., проф. Урманчеев С.Ф.
Лаборатория «Механика многофазных систем»
ИМех УФИЦ РАН, Уфа

д.т.н. Даринцев О.В.
Лаборатория «Робототехника и управление в тех-
нических системах» ИМех УФИЦ РАН, Уфа

к.ф.-м.н. Шакирьянов М.М.
Лаборатория «Механика твердого тела» ИМех
УФИЦ РАН, Уфа

д.ф.-м.н. Хабиров С.В.
Лаборатория «Дифференциальные уравнения» ИМех
УФИЦ РАН, Уфа

В качестве объектов исследования были рас-
смотрены: подмодели цепочки вложенных подал-
гебр размерностей от 1 до 4, описывающие кони-
ческие движения газа; термовязкие жидкости с
различными зависимостями вязкости от темпе-
ратуры; дисперсные системы при акустических
воздействиях; закрученные потоки газовых сме-
сей в вихревых трубах; магматические расплавы
при интенсивном теплообмене с вмещающими
горными породами; вскипающие флюиды в про-
цессе истечения и слабые ударные волны в слое
водной пены; волны давления в цилиндрическом
канале, заполненном жидкостью, содержащий пу-
зырьковый кластер; тепловые поля гидратонасы-
щенного пласта, взаимодействующего с теплоно-
сителем и граница фронта разложения газового
гидрата; акустические волны в слое пузырьковой
жидкости; дисперсные и микродисперсные систе-
мы; насыпные среды, состоящие из песка, насы-
щенного нефтью; изменение структуры насыпных
сред под воздействием ударных волн; вязкоупру-
гие среды с различными реологическими свойства-
ми в ячейке Хеле–Шоу.

Цели исследований: построение инвариант-
ных и частично инвариантных подмоделей цепоч-
ки вложенных подалгебр, описывающих кониче-
ские движения газа; исследование инвариантных
решений с линейным полем скоростей уравнений
газовой динамики для двух уравнений состояния
и их обобщение; установление влияния интенсив-
ности теплообмена на распределение гидродина-
мических параметров потока в кольцевом кана-

ле, связанных с образованием и эволюцией вяз-
кого барьера; изучение воздействия температур-
ных полей на устойчивость установившихся тече-
ний термовязких жидкостей в кольцевом канале
при различных значениях параметра термовязко-
сти; анализ влияния характера распределения и
звукопроницаемости частиц дисперсной фазы на
дифракцию и затухание акустических волн; изу-
чение параметров выходящего газа и распреде-
ления дисперсной фазы в потоке в зависимости
от геометрических характеристик вихревой тру-
бы; построение математической модели диффе-
ренциации магматического расплава, исследова-
ние влияния интенсивности теплообмена на осо-
бенности осаждения частиц более плотной фазы
при течении базальтовой магмы в системе трещин
земной коры; изучение особенностей процесса ис-
течения из тонкого сопла водного флюида со сверх-
критическими параметрами с учетом простран-
ственной динамики эволюцииформирующейся па-
рожидкостной струи; исследование динамики сла-
бой волны сжатия в слое пены с учетом ее упруго-
вязко-пластических свойств; определение крите-
риев усиления и ослабления импульсных сигналов
при прохождении через пузырьковые завесы ко-
нечных размеров; построение математической мо-
дели разложения гидратного пласта при тепловом
воздействии для анализа энергоэффективности до-
бычи метана; исследование влияния пузырьковой
«завесы» в жидкости на интенсивность волн давле-
ния; выявление закономерностей неустойчивого
вытеснения нефти водой в ячейке Хеле–Шоу, ис-
пользование зондирующих импульсов для анализа
изменений свойств насыпной среды под воздей-
ствием ударного импульса, «паспортизация» рео-
логических характеристик вязкоупругих сред.

При решении поставленных задач применя-
лись методы группового анализа дифференциаль-
ных уравнений; алгоритм расчёта рассеяния зву-
ка на системе сфер с использованием уравнения
Гельмгольца для комплексного потенциала; спек-
тральные методы с использованием полиномов Че-
бышева; численные алгоритмы термогидродина-
мики, основанные наметоде контрольного объёма;
методы быстрого преобразования Фурье. Числен-
ная реализация алгоритмов проведена с помощью
компьютерных программ.

Экспериментальные исследования распро-
странения волн в насыщенных пористых сре-
дах проводились на установке «Ударная труба
ИМех», а микрореологические эксперименты —
в ячейках Хеле–Шоу.
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