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Групповая классификация цепочки нелинейных
волновых уравнений третьего порядка

Бабков О.К., Мухаметова Г.З.

Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа

В работе приводятся результаты вычисления алгебр точечных симметрий для нелинейных волновых уравнений
третьего порядка, связанных в цепочку преобразованиями Бэклунда. Методом Ли–Овсянникова [1–3] найдены
основные алгебры точечных симметрий указанных уравнений, выявлены все возможные случаи их расширения
и вычислены таблицы коммутаторов найденных алгебр.

Ключевые слова: цепочка дифференциальных уравнений, групповая классификация, допустимый оператор,
алгебра Ли, таблица коммутаторов

Всюду и далее K(s) — некоторая достаточно
гладкая функция одной переменной, отличная от
линейной.

Рассматривается цепочка из четырех
уравнений:

utt =
∂3

∂x3 K(u), u = u(t, x),

vtt =
∂2

∂x2 K(vx), v = v(t, x),

wtt =
∂

∂x
K(wxx), w = w(t, x),

ztt = K(zxxx), z = z(t, x),

связанных преобразованиями Бэклунда zx = w,
wx = v, vx = u, и проводится групповая классифи-
кация для каждого из этих четырех уравнений. Сле-
дует признать, что основным стимулом к решению
данной задачи послужила приведенная в [4] груп-
повая классификация цепочки нелинейных волно-
вых уравнений второго порядка.

Отметим, что для случая линейной функ-
ции K(s) все уравнения цепочки превращаются
в одно и то же линейное уравнение utt = λuxxx
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(λ = const 6= 0) с бесконечномерной алгеброй до-
пустимых операторов:

〈∂t, ∂x, u∂u, 3t∂t + 2x∂x, h(t, x)∂u〉,
htt(t, x) = λhxxx(t, x).

Теорема 1. Уравнение

utt =
∂3

∂x3 K(u), u = u(t, x)

при произвольной непостоянной функции
K =K(u) допускает 3-мерную алгебру операторов
L3 = 〈∂t, ∂x, 3t∂t + 2x∂x〉. Таблица коммутаторов:

X1 X2 X3
X1 2X1
X2 3X2
X3 −2X1 −3X2

Расширение этой алгебры возможно только в
следующих случаях:

1. K(u) = K1(au + b)λ, a 6= 0, λ 6= 0, 1,−1/2,−3,

utt = K1
∂3

∂x3 (au + b)λ:

X4 = −t∂t + d
2
λ− 1

(
u +

b
a

)
∂u;
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X1 X2 X3 X4
X1 2X1
X2 3X2 −X2
X3 −2X1 −3X2
X4 X2

2. K(u) = K1(au + b)−
1
2 , utt = K1

∂3

∂x3
1√

au + b
:

X4 = −t∂t −
4
3

(
u +

b
a

)
∂u,

X5 = x2∂x − 4x
(

u +
b
a

)
∂u;

X1 X2 X3 X4 X5
X1 2X1 X3+3X4
X2 3X2 −X2
X3 −2X1 −3X2 2X5
X4 X2
X5 −X3−3X4 −2X5

3. K(u) = K1(au + b)−3, utt = K1
∂3

∂x3 (au + b)−3:

X4 = −t∂t −
4
3

(
u +

b
a

)
∂u,

X5 = t2∂t + t
(

u +
b
a

)
∂u;

X1 X2 X3 X4 X5
X1 2X1
X2 3X2 −X2 −2X4
X3 −2X1 −3X2 3X5
X4 X2 −X5
X5 2X4 −3X5 X5

4. K(z) = K1eλz, utt = K1
∂3

∂x3 eλu:

X4 = t∂t −
2
λ

∂u;

X1 X2 X3 X4
X1 2X1
X2 3X2 X2
X3 −2X1 −3X2
X4 −X2

5. K(z) = K1 ln(au + b), utt = K1
∂3

∂x3 ln(au + b):

X4 = x∂x − 3
(

u +
b
a

)
∂u;

X1 X2 X3 X4
X1 2X1 X1
X2 3X2
X3 −2X1 −3X2
X4 −X1

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L3 нет.

Теорема 2. Уравнение

vtt =
∂2

∂x2 K(vx), v = v(t, x)

при произвольной нелинейной функции K = K(z)
допускает 5-мерную алгебру операторов

L5 = 〈t∂v, ∂t, ∂x, ∂v, 3t∂t + 2x∂x + 2v∂v〉.

Таблица коммутаторов этой алгебры имеет вид:

X1 X2 X3 X4 X5
X1 −X4 −X1
X2 X4 3X2
X3 2X4
X4 2X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4

Расширение этой алгебры возможно в следую-
щих случаях:

1. K(z) = K1(az + b)λ, a 6= 0, λ 6= 1,−3,

vtt = K1
∂2

∂x3 (avx + b)λ:

X6 = a(λ− 1)t∂t − 2(av + bx)∂v;

X1 X2 X3
X1 −X4
X2 X4
X3
X4
X5 X1 −3X2 −2X3
X6 a(λ+ 1)X1 −a(λ− 1)X2 2bX4

X4 X5 X6
X1 −X1 −a(λ+ 1)X1
X2 3X2 a(λ− 1)X2
X3 2X4 −2bX4
X4 2X4 −2aX4
X5 −2X4
X6 2aX4

2. K(z) = K1(az + b)−3, vtt = K1
∂2

∂x3 (avx + b)−3:

X6 = 4ax∂x + (av− 3bx)∂v,

X7 = at2∂t + t(av + bx)∂v;
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X1 X2 X3 X4
X1 −X4
X2 X4
X3
X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4
X6 −2aX1 4aX2 2bX4 2aX4
X7

1
2 X6 −bX1 −aX1

X5 X6 X7
X1 −X1 2aX1
X2 3X2 −4aX2 − 1

2 X6
X3 2X4 −2bX4 bX1
X4 2X4 −2aX4 aX1
X5 3X7
X6 −4aX7
X7 −3X7 4aX7

3. K(z) = K1eλz, vtt = K1
∂2

∂x3 eλvx :

X6 = λt∂t − 2x∂v;

X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 −X4 −X1 λX1
X2 X4 3X2 −λX2
X3 2X4 2X4
X4 2X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4
X6 −λX1 λX2 −2X4

4. K(z) = K1 ln(az + b), vtt = K1
∂2

∂x3 ln(avx + b):

X6 = at∂t + ax∂x − bx∂v.

X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 −X4 −X1 −aX1
X2 X4 3X2 aX2
X3 2X4 aX3 − bX44
X4 2X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4
X6 aX1 −aX2 −aX3 + bX4

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L5 нет.

Теорема 3. Уравнение

wtt =
∂

∂x
K(wxx), w=w(t, x),

при произвольной нелинейной функции K = K(z)
допускает 7-мерную алгебру операторов

L7 = 〈∂t, ∂x, ∂w, tx∂w, t∂w, x∂w, 3t∂t + 2x∂x + 4w∂v〉.

Таблица коммутаторов:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
X1 X6 X3 3X1
X2 X5 X3 2X2
X3 4X3
X4 −X6 −X5 −X4
X5 −X3 X5
X6 −X3 2X6
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4 −X5 −2X6

Расширение этой алгебры возможно в следую-
щих случаях:

1. K(z) = K1(az + b)λ, a 6= 0, λ 6= 0, 1,−3,

wtt = K1
∂

∂x
(awxx + b)λ:

X8 = (2λ+ 1)t∂t + 2x∂x −
2b
a

x2∂w;

X1 X2 X3 X4
X1 X6
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4

X8 −(2λ+ 1)X1 −2X2 +
4b
a

X6 (2λ+ 3)X4

X5 X6 X7 X8
X1 X3 3X1 (2λ+ 1)X1

X2 X3 2X2 2X2 −
4b
a

X6

X3 4X3
X4 −X4 −(2λ+ 3)X4
X5 X5 −(2λ+ 1)X5
X6 2X6 −2X6
X7 −X5 −2X6
X8 (2λ+ 1)X5 2X6

2. K(z)=K1(az+b)−3, wtt =K1
∂

∂x
(awxx+b)−3:

X8 = −5t∂t + 2x∂x −
2b
a

x2∂w,

X9 = 4t2∂t + 2t
(

2w +
b
a

x2
)

∂w;
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X1 X2 X3 X4 X5
X1 X6 X3
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4 −X5

X8 5X1 −2X2 +
4b
a

X6 −3X4 −5X5

X9 −X7 + X8 −4b
a

X4 −4X5

X6 X7 X8 X9
X1 3X1 −5X1 X7 − X8

X2 X3 2X2 2X2 −
4b
a

X6
4b
a

X4

X3 4X3 4X5
X4 −X4 3X4
X5 X5 5X5
X6 2X6 −2X6 4X4
X7 −2X6 3X9
X8 2X6 −5X9
X9 −4X4 −3X9 5X9

3. K(z) = K1eλz, wtt = K1
∂

∂x
eλwxx :

X8 = −λt∂t + x2∂w.

X1 X2 X3 X4
X1 X6
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4
X8 λX1 −2X6 −λX4

X5 X6 X7 X8
X1 X3 3X1 −λX1
X2 X3 2X2 2X6
X3 4X3
X4 −X4 λX4
X5 X5 λX5
X6 2X6
X7 −X5 −2X6
X8 −λX5

4. K(z)=K1 ln(az + b), wtt =K1
∂

∂x
ln(awxx + b):

X8 = t∂t + 2x∂x −
2b
a

x2∂w.

X1 X2 X3 X4
X1 X6
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4

X8 −X1 −2X2 +
2b
a

X6 3X4

X5 X6 X7 X8
X1 X3 3X1 X1

X2 X3 2X2 2X2 −
2b
a

X6

X3 4X3
X4 −X4 −3X4
X5 X5 −X5
X6 2X6 −2X6
X7 −X5 −2X6
X8 X5 2X6

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L7 нет.

Теорема 4. Уравнение

ztt = K(zxxx), z = z(t, x)

при произвольной непостоянной функции
K = K(z) допускает 9-мерную алгебру операторов

L9 = 〈∂t, ∂x, ∂z, x∂z, x2∂z, t∂z, tx∂z, tx2∂z, 3t∂t + 2x∂x + 6z∂z〉.

X1 X2 X3 X4 X5
X1
X2 X3 2X4
X3
X4 −X3
X5 −2X4
X6 −X3
X7 −X4 −X6
X8 −X5 −2X7
X9 −3X1 −2X2 −6X3 −4X4 −2X5

X6 X7 X8 X9
X1 X3 X4 X5 3X1
X2 X6 2X7 2X2
X3 6X3
X4 4X4
X5 2X5
X6 3X6
X7 X7
X8 −X8
X9 −3X6 −X7 X8

Расширение этой алгебры возможно в следую-
щих случаях:
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1. K(z) = K1(az + b)λ + K0, λ 6= 0, 1,−3,−1
2
,

a 6= 0, ztt = K1(azxxx + b)λ + K0:

X10 = (λ− 1)t∂t −
(
λK0t2 − b

3a
x3 − 2az

)
∂z;

2. K(z) = K1(az + b)−1/2 + K0, ztt = K1(azxxx+
+b)−1/2 + K0:

X10 = −3ax∂x +

(
3
2

aK0t2 + bx3 − 3az
)

∂z,

X11 = x2∂x −
(

K0xt2 +
b

6a
x4 − 2xz

)
∂z;

3. K(z)=K1(az+b)−3+K0, ztt =K1(azxxx+b)−3+K0:

X10 = −8a x∂x + (9aK0t2 + bx3 − 18az)∂z,

X11 = t2∂t +

(
K0

2
t3 +

b
6a

tx3 + tz
)

∂z;

4. K(z) = K1eλz + K0, ztt = K1eλzxxx + K0:

X10 = 3λt∂t +
(

3λK0t2 − x3
)

∂z;

5. K(z) = K1 ln(az + b) + K0, ztt = K1 ln(azxxx+
+b) + K0:

X10 = −2ax∂x + (3aK1t2 + bx3)∂z.

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L9 нет.

В последней теореме приведена только табли-
ца коммутаторов основной алгебры допустимых
операторов, остальные же таблицы коммутаторов
не приводятся ввиду их значительного размера.
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Group classification of third order nonlinear wave
equations chain’s
Babkov O.K., Mukhametova G.Z.

Ufa State Aviation Technical University, Ufa, Russia

The paper presents the results of point symmetrys Lie algebras for third-order nonlinear wave equations calculating
linked into a chain by B?cklund transformations. Calculations are carried out by using Lie-Ovsyannikov method of
group analysis . The basic algebras of point symmetries of the indicated equations are found, all possible cases of
their extension are revealed, and the commutator tables of algebras found are calculated.
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