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В статье рассматривается система дифференциальных уравнений газовой динамики, которая замыкается уравне-
нием состояния общего вида. Данная система описывает модель невязкого нетеплопроводного газа, движущегося
в отсутствии внешних силовых полей и внешних источников энергии. Система инвариантна относительной
11-параметрической группы с соответствующей ей 11-мерной алгеброй Ли. Уравнения газовой динамики, урав-
нения движения и базисные операторы алгебры Ли записываются в декартовой, цилиндрической и сферической
системах координат. Детально проиллюстрированы шаги, выполняемые при смене системы координат.

Ключевые слова: уравнения газовой динамики, цилиндрическая система координат, сферическая система коор-
динат, операторы 11-мерной алгебры Ли

1. Введение
Рассматриваются уравнения газовой

динамики [1]:

D~u + ρ−1∇p = 0, Dρ+ ρdiv~u = 0,

Dp + ρa2 (ρ, p)div~u = 0,
(1)

где D = ∂t + (~u · ∇) — оператор полного диффе-
ренцирования; t — время; ∇ = ∂~x — градиент по
пространственным независимым переменным ~x;
~u — вектор скорости; ρ — плотность; p — давле-
ние. В системе (1) первое уравнение есть уравнение
сохранения импульса, второе — уравнение сохра-
нения массы, третье — уравнение для давления,
записанное вместо уравнения сохранения энергии.
Скорость звука a (ρ, p) вычисляется по уравнению

1Работа поддержана грантом РФФИ (№ 18-29-10071) и ча-
стично средствами государственного бюджета по госзаданию
(№ 0246-2019-0052).
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состояния общего вида

p = f (ρ, S) (2)

по формуле a2 = fρ (ρ, S), где S — энтропия. Систе-
ма (1) замыкается уравнением состояния (2).

Уравнения газовой динамики (1) методами
группового анализа впервые начал изучать выдаю-
щийся ученый XX в. Овсянников Л.В. Им же была
объявлена программа «Подмодели», основные кон-
цепции которой изложены в [2].

Уравнения идеальной газовой динамики (1) с
уравнением состояния общего вида (2) допускают
11-мерную алгебру Ли L11 с базисными оператора-
ми дифференцирования первого порядка.

Для нахождения решений системы уравнений
газовой динамики (1), (2) необходимо вычислять
инварианты подалгебр алгебры Ли L11. Инвари-
ант—функция, зануляющаяся при действии опера-
торов подалгебры [3]. Система (1), (2), записанная
в инвариантах — инвариантная подмодель.

Для удобства вычисления инвариантов подал-
гебры, содержащие один оператор вращения, пред-
ставляются в цилиндрической системе координат
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C, а подалгебры, содержащие три оператора вра-
щения, представляются в сферической системе
координат S [4, С. 139–140].

2. Уравнения газовой динамики
в декартовой системе координат
В декартовой системе координат D векторы

перемещения и скорости имеют вид:

~x = x~i + y~j + z~k, ∇ =~i∂x +~j∂y +~k∂z,

~u = u~i + v~j + w~k,

где~i,~j,~k — ортонормированный базис.
Распишем уравнения (1) покоординатно

в D [5]:

ut + uux + vuy + wuz + ρ−1 px = 0,

vt + uvx + vvy + wvz + ρ−1 py = 0,

wt + uwx + vwy + wwz + ρ−1 pz = 0,

ρt + uρx + vρy + wρz + ρ
(
ux + vy + wz

)
= 0,

pt+upx+vpy+wpz+ρa2(ρ, p)(ux + vy + wz) = 0.

3. Уравнения газовой динамики в ци-
линдрической системе координат
В цилиндрической системе координат C ко-

ординаты точки преобразуются по следующему
правилу [4]

x = x, y = r cos θ, z = r sin θ, (3)

где r, θ— полярные координаты точки. Тогда связь
между (x, r, θ) и (x, y, z) записывается формулами

r =
√

y2 + z2, θ = arctg
z
y

. (4)

Найдем базис системы C. Для этого вектор
~x = (x, y, z) разложим по ортонормированному ба-
зису декартовой системы координат с учетом (3):

~x = x~i + y~j + z~k = x~i + r cos θ~j + r sin θ~k.

Возьмем производные от ~x по координатам систе-
мы C, то есть по (x, r, θ):

∂~x
∂x

=~i = ~ex,

∂~x
∂r

= cos θ~j + sin θ~k = ~er,

∂~x
∂θ

= r
(
− sin θ~j + cos θ~k

)
= r~eθ,

(5)

где векторы ~ex, ~er, ~eθ — базисные в системе
координат C.

Определим вид оператора ∇ в новом базисе.
Для этого операторы дифференцирования из D
запишем в C, используя связь (4) :

∂x = ∂x, ∂y = cos θ∂r − r−1 sin θ∂θ,

∂z = sin θ∂r + r−1 cos θ∂θ.
(6)

Тогда, с учетом (6), оператор∇ примет вид:

∇ =~i∂x +~j∂y +~k∂z = ~ex∂x +~er∂r + r−1~eθ∂θ. (7)

Запишем вектор скорости ~u в новом и старом
базисах:

~u = u~i + v~j + w~k = U~ex + V~er + W~eθ, (8)

где U, V, W — координаты вектора ~u в системе C.
Из (7) и (8) получаем выражение ~u · ∇ в системе C:

~u · ∇ = U∂x + V∂r + r−1W∂θ. (9)

Для нахождения выражения∇ · ~u в системе C по-
надобятся значения производных от базисных век-
торов~ex,~er,~eθ:

∂x~ex = 0, ∂r~ex = 0, ∂θ~ex = 0,

∂x~er = 0, ∂r~er = 0, ∂θ~er = ~eθ,

∂x~eθ = 0, ∂r~eθ = 0, ∂θ~eθ = −~er.

(10)

Теперь запишем дивергенцию в C:

div~u = ∇ · ~u = Ux + Vr + r−1V + r−1Wθ. (11)

Подставим (8), (9) и (11) в систему (1), учи-
тывая (10). Из первого уравнения (1) получим
равенство

Ut~ex + Vt~er + Wt~eθ + UUx~ex + VUr~ex +
WUθ

r
~ex+

+UVx~er + VVr~er +
WVθ

r
~er + UWx~eθ+

+VWr~eθ +
WWθ

r
~eθ −

W2

r
~er +

VW
r

~eθ+

+ρ−1
(

px~ex + pr~er +
pθ
r
~eθ
)
= 0.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ба-
зисных векторах, получим систему из трех уравне-
ний и два уравнения на функции ρ и p [5]:

Ut + UUx + VUr +
WUθ

r
+

px

ρ
= 0,

Vt + UVx + VVr +
WVθ

r
+

pr

ρ
=

W2

r
,

Wt + UWx + VWr +
WWθ

r
+

pθ
rρ

= −VW
r

,

ρt + Uρx + Vρr +
Wρθ

r
+ ρ

(
Ux+Vr+

Wθ

r

)
=−ρV

r
,

pt + Upx + Vpr +
W pθ

r
+

+ρa2
(

Ux + Vr +
Wθ

r

)
= −ρa2V

r
.
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4. Уравнения газовой динамики в
сферической системе координат
Теперь определим вид (1) в сферической систе-

ме координат S. В S координаты точки преобразу-
ются по следующему правилу [4,6]

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, (12)

где r, θ, ϕ— сферические координаты. Связь между
(r, θ,ϕ) и (x, y, z) осуществляется по формулам

r =
√

x2 + y2 + z2, θ = arctg

√
x2 + y2

z
,

ϕ = arctg
y
x

.
(13)

Найдем базис для системы S. Для этого век-
тор ~x разложим по ортонормированному базису
декартовой системы координат с учетом (13):

~x = x~i + y~j + z~k =

= r sin θ cosϕ~i + r sin θ sinϕ~j + r cos θ~k.

Значение производных от ~x по координатам систе-
мы S определяется формулами

∂~x
∂r

= sin θ cosϕ~i + sin θ sinϕ~j + cos θ~k = ~er,

∂~x
∂θ

= r
(

cos θ cosϕ~i + cos θ sinϕ~j− sin θ~k
)
= r~eθ,

∂~x
∂ϕ

= r sin θ
(
− sinϕ~i + cosϕ~j

)
= r sin θ~eϕ,

(14)

где~er,~eθ,~eϕ образуют базис в S.
Найдем вид оператора∇ в новом базисе. Для

этого необходимо операторы дифференцирования
из D записать в S, используя (13):

∂x = sin θ cosϕ∂r + r−1 cos θ cosϕ∂θ−
− (r sin θ)−1 sinϕ∂ϕ,

∂y = sin θ sinϕ∂r + r−1 sinϕ cos θ∂θ+

+ (r sin θ)−1 cosϕ∂ϕ,

∂z = cos θ∂r − r−1 sin θ∂θ.

(15)

Тогда, с учетом (15), оператор∇ примет вид:

∇ =~i∂x +~j∂y +~k∂z = ~er∂r + r−1~eθ∂θ+

+ (r sin θ)−1~eϕ∂ϕ.
(16)

Разложим вектор скорости ~u в новом и старом
базисах:

~u = u~i + v~j + w~k = U~er + V~eθ + W~eϕ, (17)

где U, V, W — координаты вектора ~u в системе S.
Используя (16) и (17) получим выражение ~u · ∇ в
системе S:

~u · ∇ = U∂r + r−1V∂θ + (r sin θ)−1 W∂ϕ. (18)

Для нахождения выражения∇ · ~u в системе S
понадобятся значения производных от базисных
векторов~er,~eθ,~eϕ:

∂r~er = 0, ∂θ~er = ~eθ, ∂ϕ~er = sin θ~eϕ,
∂r~eθ = 0, ∂θ~eθ = −~er, ∂ϕ~eθ = cos θ~eϕ,

∂r~eϕ = 0, ∂θ~eϕ = 0,
∂ϕ~eϕ = − sin θ~er − cos θ~eθ.

(19)

Теперь запишем дивергенцию в S:

div~u = ∇ · ~u =

= Ur +
Vθ
r

+
Wϕ

r sin θ
+

2U
r

+
ctg θV

r
.

(20)

Подставим (17), (18) и (20) в систему (1), учиты-
вая (19). Приравнивая коэффициенты при одина-
ковых базисных векторах, получим систему [7]:

Ut+UUr+
VUθ

r
+

WUϕ

r sin θ
+

pr

ρ
=

V2+ W2

r
,

Vt + UVr +
VVθ

r
+

WVϕ
r sin θ

+
pθ
rρ

=

= −UV − ctg θW2

r
,

Wt + UWr +
VWθ

r
+

WWϕ

r sin θ
+

pϕ
rρ sin θ

=

= −W
r
(U + ctg θV),

ρt + Uρr +
Vρθ

r
+

Wρϕ

r sin θ
+

ρ

(
Ur +

Vθ
r

+
Wϕ

r sin θ

)
= −ρ2U + ctg θV

r
,

pt + Upr +
Vpθ

r
+

W pϕ
r sin θ

+

+ρa2
(

Ur +
Vθ
r

+
Wϕ

r sin θ

)
=

= −ρa2 (2U + ctg θV)

r
.

(21)

5. Уравнение движения частиц в
цилиндрической и сферической
системах координат
Положение частицы определяется ее ско-

ростью и зависит от времени и начального
положения [1]:

d~x
dt

= ~u (t,~x) , ~x|t=t0 =~ξ, (22)
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где t, ~ξ — лагранжевы переменные; t, ~x — эйле-
ровы переменные. Связь между эйлеровыми и
лагранжевыми переменными дается соотношени-
ем ~x = ~x

(
t,~ξ
)
как решение задачи (22).

Определим вид (22) в цилиндрической и сфе-
рической системах координат. Для цилиндриче-
ской системы координат справедлива замена пе-
ременных (3). Ортонормированный базис задан
соотношением (5). Тогда ~x = x~ex + r~er. Запишем ~u
в базисе цилиндрической и декартовой системах
координат:

~u = u~i + v~j + w~k = U~ex + V~er + W~eθ. (23)

Следовательно, справедлива цепочка равенств

~u =
d~x
dt

= ẋ~ex + ṙ~er + rθ̇~eθ = U~ex + V~er + W~eθ.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ба-
зисных векторах, получим уравнения движения в
цилиндрической системе координат:

ẋ = U, x|t=t0 = x0,
ṙ = V, r|t=t0 = r0,

rθ̇ = W, θ|t=t0 = θ0,

где x0, r0, θ0 вычисляются по формулам (4).
Связь декартовых и сферических координат

осуществляется по формулам (13), а базис системы
имеет вид (14). Следовательно, ~x = r~er. Вектор ~u
запишем в базисе сферической и декартовой си-
стемах координат:

~u = u~i + v~j + w~k = U~er + V~eθ + W~eϕ. (24)

Тогда справедлива цепочка равенств

~u =
d~x
dt

= ṙ~er + rϕ̇ sin θ~eϕ + rθ̇~eθ =
= U~er + V~eθ + W~eϕ.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ба-
зисных векторах, получим уравнения движения в
сферической системе координат:

ṙ = U, r|t=t0 = r0,

rθ̇ = V, θ|t=t0 = θ0,
rϕ̇ sin θ = W, ϕ|t=t0 = ϕ0,

где r0, θ0, ϕ0 вычисляются по формулам (13).

6. Базисные операторы алгебры
Ли L11

Замена координат x = x(x, u), u = u(x, u) в ин-
финитезимальном операторе X = ξ∂x + η∂u имеет
вид [8]:

X = Xx(x, u)∂x + Xu(x, u)∂u. (25)

Базисные операторы алгебры Ли L11 в декартовой
системе координат таковы:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = t∂x + ∂u,
X5 = t∂y + ∂v, X6 = t∂z + ∂w,
X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v,
X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,
X9 = x∂y − y∂x + u∂v − v∂u,

X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z,

где X1, X2, X3 — операторы переноса по осям коор-
динатOx,Oy,Oz соответственно; X4, X5, X6 — опе-
раторы преобразования Галилея; X7, X8, X9 — опе-
раторы вращения; X10 —оператор переноса по вре-
мени; X11 — оператор равномерного растяжения.

При расчете операторов в C нужны форму-
лы связи координат вектора скорости ~u в D и C.
Для этого необходимо в уравнение (23) подста-
витьформулы (5) и приравнять коэффициентыпри
базисных векторах~i,~j,~k. Получаются следующие
формулы связи:

u = U,
v = V cos θ−W sin θ,
w = V sin θ+ W cos θ.

Из этих равенств следуют соотношения для коор-
динат вектора скорости в C. Выразим их еще и в D:

U = u,

V = v cos θ+ w sin θ =
vy + wz√

y2 + z2
,

W = w cos θ− v sin θ =
−vz + wz√

y2 + z2
.

(26)

Приведем пример вычисления базисного опе-
ратора алгебры Ли L11 в C:

X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v. (27)

По формуле (25) требуется оператором (27) пооче-
редно подействовать на x, r, θ (3), (4) иU, V,W (26)
в D:

X7 = r cos θ
(

sin θ∂r +
cos θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W)

)
−

−r sin θ
(

cos θ∂r −
sin θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W)

)
+

+ (V cos θ−W sin θ) (sin θ∂V + cos θ∂W)−
− (V sin θ+ W cos θ) (cos θ∂V − sin θ∂W) =

= ∂θ + W∂V −V∂W + V∂W −W∂V = ∂θ.

Базисные операторы L11 в цилиндрической си-
стеме координат имеют вид:

X1 = ∂x, X2 = cos θ∂r −
sin θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W) ,
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X3 = sin θ∂r +
cos θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W),

X4 = t∂x + ∂U ,

X5=cos θ [t∂r+∂V ]−t
sin θ

r

[
∂θ+W∂V−

(
V− r

t

)
∂W

]
,

X6=sin θ[t∂r+∂V ]+t
cos θ

r

[
∂θ+W∂V−

(
V− r

t

)
∂W

]
,

X7 = ∂θ,

X8 = sin θ(r∂x − x∂r + V∂U −U∂V)+

+ cos θ
[
W∂U −U∂W −

x
r
(∂θ + W∂V −V∂W)

]
,

X9 = cos θ[x∂r − r∂x + U∂V −V∂U ]+

+ sin θ
[
W∂U −U∂W −

x
r
(∂θ + W∂V −V∂W)

]
,

X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + r∂r.

При расчете операторов в S нужны формулы
связи координат вектора скорости ~u в D и S. Для
этого необходимо в уравнение (23) подставить фор-
мулы (14) и приравнять коэффициенты при базис-
ных векторах~i,~j,~k. Получаются следующие форму-
лы связи:

u = U sin θ cosϕ+ V cos θ cosϕ−W sinϕ,
v = U sin θ sinϕ+ V cos θ sinϕ+ W cosϕ,

w = U cos θ−V sin θ.

Из этих равенств следуют соотношения для коор-
динат вектора скорости в C:

U = u sin θ cosϕ+ v sin θ sinϕ+ w cos θ,
V = u cos θ cosϕ+ v cos θ sinϕ− w sin θ,

W = v cosϕ− u sinϕ.
(28)

При расчете базисных операторов L11 в S по
формуле (25) нужно дифференцировать (28) как
сложные функции с учетом (12), (13). Тогда базис-
ные операторы L11 в сферической системе коорди-
нат примут вид:

X1 = cosϕ sin θ
[

∂r +
ctg θ

r
(∂θ + V∂U −U∂V)

]
+

+
sinϕ

r

[
U∂W−W∂U−

1
sin θ

∂ϕ−ctg θ(V∂W−W∂V)

]
,

X2 = sinϕ sin θ
[

∂r +
ctg θ

r
(∂θ + V∂U −U∂V)

]
−

−cosϕ
r

[
U∂W−W∂U−

1
sin θ

∂ϕ+ctg θ(V∂W−W∂V)

]
,

X3 = cos θ∂r −
sin θ

r
(∂θ + V∂U −U∂V),

X4 = cosϕ sin θ
[

t ctg θ
r

(∂θ + V∂U −U∂V) + t∂r+

+∂U + ctg θ∂V

]
+

t sinϕ
r

[
U∂W −W∂U −

1
sin θ

∂ϕ+

+ ctg θ(V∂W −W∂V) +
r
t

∂W

]
,

X5 = sinϕ sin θ
[

t ctg θ
r

(∂θ + V∂U −U∂V) + t∂r+

+∂U + ctg θ∂V

]
− t cosϕ

r

[
U∂W −W∂U −

1
sin θ

∂ϕ+

+ ctg θ(V∂W −W∂V) +
r
t

∂W

]
,

X6 = cos θ [t∂r+∂U ]−
t sin θ

r

[
∂θ+V∂U−U∂V+

r
t

∂V

]
,

X7 = − sinϕ∂θ +
cosϕ
sin θ

[V∂W −W∂V − cos θ∂ϕ] ,

X8 = cosϕ∂θ +
sinϕ
sin θ

[V∂W −W∂V − cos θ∂ϕ] ,

X9 = ∂ϕ, X10 = ∂t, X11 = r∂r + t∂t.

7. Заключение
Уравнения газовой динамики удобно исполь-

зовать в различных системах координат. Если в по-
далгебре есть один оператор вращения, то следует
выбрать цилиндрическую систему координат. Ес-
ли подалгебра содержит три оператора вращения,
то уравнения газовой динамики представляются в
сферической системе координат. Упрощение под-
модели рассматриваемой системы уравнений ино-
гда может достигаться с помощью введения допол-
нительной замены [5].
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In this paper, the gas dynamics equations are considered. The system is closed by a general equation of state.
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