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Математическая модель вытеснения нефти водой
в плоском канале1

Низамова А.Д., Валиев А.А.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Неустойчивое вытеснение несмешивающихся жидкостей в плоском канале является актуальным исследовани-
ем как в теоретических, так и в практических приложениях. В настоящей работе рассмотрен плоский канал,
заполненный несжимаемой жидкостью. С течением времени в канал нагнетается другая жидкость. Жидкости
являются не смешивающимися. В работе строится математическая модель процесса вытеснения нефти водой в
плоском канале, позволяющая провести дальнейшие численные исследования и выполнить сравнение резуль-
татов с полученными экспериментальными данными на примере ячейки Хеле–Шоу. Математическая модель
для многофазного, многокомпонентного течения состоит из уравнений Навье–Стокса, уравнений сохранения
массы, импульса и энергии. Современные методы моделирования динамики «вязких пальцев» основаны главным
образом на численных методах решения систем дифференциальных уравнений, использующих в качестве пара-
метров градиент давления, вязкость и капиллярные силы. Влияние этих параметров должно быть определено
экспериментально. Для решения задачи применяется квазигидродинамический подход, основанный на добав-
лении некоторого малого параметра и позволяющий описать устойчивые схемы с центральными разностями.
Сложность решения таких задач заключается в размерах рассматриваемых моделей, которые на практике имеют
широкий диапазон применения от микро-масштабных до порядков одного сантиметра. Комплексное иссле-
дование позволит оценить и проанализировать весь процесс в целом, а также установить параметры течения
для повышения эффективности вытеснения и увеличения нефтеотдачи, поскольку в численном моделировании
процесса проще создать множество независимых экспериментов с одинаковыми начальными данными в отличие
от экспериментального исследования.

Ключевые слова: несмешивающиеся жидкости, неустойчивость, вытеснение, микромодель, ячейка Хеле–Шоу

1. Введение
Неустойчивое вытеснение является актуаль-

ной задачей нефтегазовой промышленности и про-
является при вытеснении более вязкого флюида
менее вязким. Например, вытеснение нефти в пла-
сте водой и различными агентами, вязкость кото-
рых значительно меньше вязкости нефти, приво-
дящее к заводнённости пласта со временем.

Основы современного состояния исследо-
ваний в теории фильтрации несмешивающих-
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ся жидкостей были заложены еще в работах
Лейбензона Л.С. и Маскета М. [1, 2]. В данных ра-
ботах были впервые решены плоско-параллельная
и плоско-радиальная задачи поршневого вы-
теснения вязкой жидкости из пористой среды.
Задачи такого рода получили свое дальнейшее
развитие в работах Щелкачева В.Н., Чарного И.А.,
Полубариновой-Кочиной П.Я., Пирвердяна А.М.,
Баренблата Г.И., Николаевского В.Н. и других.

Моделью вытеснения несмешивающихся жид-
костей является модель Бакли–Леверетта, которая
в настоящее время наиболее часто используется в
теории фильтрации двухфазных жидкостей. Мате-
матическая модель данного процесса состоит из
обобщенного закона Дарси и законов сохранения
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масс обеих несмешивающихся фаз. Первый из этих
законов подразумевает зависимость фазовых про-
ницаемостей от объемных долей каждой из несме-
шивающихся жидкостей в поровом пространстве.
Получаемая в результате система уравнений реша-
ется с учетом начальных и граничных условий, на-
лагаемых на функции распределения насыщенно-
стейидавлений вфазах. Допущение, принимаемое
в модели Бакли–Леверетта, об отсутствии капил-
лярного скачка давления на границе подвижных
фаз позволяет упростить исходную систему уравне-
ний. Однако, такое упрощение приводит к необхо-
димости введения фронта разрыва насыщенности,
впервые описанного Бакли и Левереттом [3].

Модель Рапопорта–Лиса является более пол-
ной моделью несмешивающейся фильтрации [4].
МатематическаямодельРапопорта–Лиса содержит
дополнительное уравнение, которое определяет
скачок давления на границе фаз. Учет влияния ка-
пиллярных сил позволяет описать так называемую
стабилизированную зону, возникающую вблизи
границы раздела фаз. Протяженность этой зоны
обратно пропорциональна скорости вытеснения.
Такой подход справедлив для малых скоростей вы-
теснения. В рамках модели Рапопорта–Лиса был
получен ряд важнейших результатов, касающих-
ся изменения нефтенасыщенности коллекторов в
процессе их обводнения.

При описании двухфазной фильтрации в ре-
альных средах также важным является вопрос
устойчивости фронта вытеснения к малым возму-
щениям. Экспериментальные исследования, про-
веденные Саффманом, Тейлором [5] и другими, по-
казали, что развитие возмущений плоского фрон-
та вытеснения в пористой среде при нарушении
устойчивости происходит в виде неограниченно
разрастающихся языков вытесняющей жидкости.
Эксперименты на насыпных пористых средах [6]
показали, что нарушение устойчивости происхо-
дит при отношении вязкости взаимодействую-
щих жидкостей, превышающем критическое зна-
чение 10–15. В то же время, при малых скоростях
вытеснения, возмущения затухают даже при от-
ношениях вязкостей, больших критического. Ма-
тематическая модель развития языков вытесняю-
щей жидкости была предложена Баренблаттом [7].
Предполагается, что этот процесс может быть
описан при помощи уравнений модели Бакли–
Леверетта с относительными фазовыми проница-
емостями, линейно зависящими от соответствую-
щих насыщенностей.

К современному исследованию неустойчивого
вытеснения несмешивающихся жидкостей в
плоском канале также посвящены работы [8,9].

А процесс развития вытеснения, который был
изучен экспериментально, подробно описан
в работах [10,11].

В настоящей работе рассмотрен плоский ка-
нал, заполненный несжимаемой жидкостью. С те-
чением времени в канал нагнетается другая жид-
кость. Жидкости являются несмешивающимися. В
работе строится математическая модель процесса
вытеснения нефти водой в плоском канале, кото-
рая позволит провести дальнейшие численные ис-
следования и выполнить сравнение результатов с
полученными экспериментальными данными на
примере ячейки Хеле–Шоу [12]. Сложность описа-
ния математической модели заключается в широ-
ком диапазоне рассматриваемых пространств от
микро-масштабов до порядка одного сантиметра.

2. Постановка задачи

Рассмотрим плоский канал, заполненный
несжимаемой жидкостью. С течением времени
в канал нагнетается другая жидкость. Жидко-
сти являются несмешивающимися. Канал имеет
прямоугольную форму со следующими размера-
ми: ширина b = 20 мм, длина l = 35 мм, толщина
h = 0, 02 мм, отверстия входа и выхода жидкости
с диаметрами d = 1 мм, расположенные на цен-
тральной линии канала (рис. 1). Ось абсцисс раз-
мещена также на центральной линии канала, а ось
ординат — на левой границе канала. Направление
течения — горизонтальное. В процессе вытесне-
ния образуется зона совместного движения двух
жидкостей.

Для решения задачи применяется квазигидро-
динамический подход, основанный на добавлении
малого параметра τ и позволяющий описать устой-
чивые схемы с центральными разностями.

Математическая модель для однофазного, од-
нокомпонентного течения состоит из уравнений
Навье-Стокса, уравнения сохранения массы, им-

Рис. 1. Схема плоского канала
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пульса и энергии:



∂ρ

∂t
+ divjm = 0,

∂ρu
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)]
divq=

= div(Π · u),

где ρ — плотность; t — время; jm = ρ(u − w) —
поток массы; w =

τ

ρ
(ρ(u · ∇)u +∇p) — квазигид-

родинамическая скорость; u — скорость течения;
Π = ΠNS + ρu⊗ w — тензор напряжения; ΠNS —
тензор напряженияНавье–Стокса; e—энергия; p—
давление; q — количество тепла.

Эта модель также используется при рассмотре-
нии изотермического односкоростного, двухфаз-
ного течения с несмешивающимися жидкостями:



∂ρ

∂t
+ divjm = 0,

∂Cα
∂t

+ div(jmC) = div(M∇µ),

(∂u)
∂t

+ div(jm ⊗ u−Π) = 0,

где Cα =
ρα

ρ
— концентрация фазы α; ρα =

dmα

dVα
—

плотность фазы α; dm =
2
∑
α=1

dmα — масса

смеси; Vα — объем фазы; C =
2
∑
α=1

Cα = 1;

M = M0C(1− C) — масса компонент; M0 —

начальная масса компонент; µ =
∂ψ0

∂C
− λ1

ρ
div(ρ);

ψ(ρ, C,∇C) = ψ0(ρ, C) +
λ1

2
|∇C|2 — энергия

Гельмгольца; ψ0 = Cψ1 + (1 − C)ψ2 + ψsep — раз-
деляющая энергия; ψ1 = ψ2 = C2

α ln ρ; слагаемое
ψsep — несмешиваемость фаз; λ — некоторая
постоянная величина, определяемая с помощью
дополнительных условий.

Стоит отметить, что в данном случае, в от-
личие от однокомпонентного, изменятся следу-
ющие величины: w =

τ

ρ
(ρ(u · ∇)u +∇p + divQ);

Π = ΠNS − pI + Q + ρu ⊗ w; pI — шаровая дав-

ления; p = ρ2 ∂ψ0

∂ρ
; Q = −ρλ1∇C ⊗ ∇C — тензор

Кортвега(силы поверхностного натяжения между
фазами).

3. Заключение
Полученная система уравнений будет в даль-

нейшем решаться разностными методами. Полу-
ченные численные результаты будут сравниваться
с экспериментальнымидля дальнейшего анализа и
выявления оптимальных условий для повышения
эффективности нефтеотдачи.

Комплексное исследование позволит оценить
и проанализировать весь процесс в целом, а так-
же установить параметры течения для повышения
эффективности вытеснения и увеличения нефтеот-
дачи, поскольку в численном моделировании про-
цесса проще создать множество независимых экс-
периментов с одинаковыми начальными данными
в отличие от экспериментального исследования.
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Mathematical model of oil displacement by water in
a plane channel
Nizamova A.D., Valiev A.A.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Unstable displacement of immiscible liquids in a plane channel is a topical research in both theoretical and practical
applications. In this paper, we consider a plane channel filled with an incompressible fluid. Over time, another fluid is
injected into the channel. The fluids are immiscible. The paper builds a mathematical model of the process of oil
displacement by water in a plane channel, which allows further numerical studies and comparison of the results with
the obtained experimental data using the example of the Hele-Show cell. The mathematical model for a multiphase,
multicomponent flow consists of the Navier-Stokes equations, the equations of conservation of mass, momentum and
energy. Modern methods for modeling the dynamics of "viscous fingers" are based mainly on numerical methods for
solving systems of differential equations using the pressure gradient, viscosity and capillary forces as parameters.
The influence of these parameters must be determined experimentally. To solve the problem, a quasi-hydrodynamic
approach is used, based on the addition of a certain small parameter and allowing one to describe stable schemes
with central differences. The complexity of solving such problems lies in the size of the considered models, which in
practice have a wide range of applications from micro-scale to orders of one centimeter. A comprehensive study will
allow us to evaluate and analyze the entire process as a whole, as well as to establish flow parameters to improve
the efficiency of displacement and increase oil recovery, since in the numerical modeling of the process it is easier to
create many independent experiments with the same initial data, in contrast to the experimental study.

Keywords: immiscible liquids, instability, displacement, micromodel, Hele-Show cell
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