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Изгибные поперечные колебания однородных
тонких упругих стержней и балок, подверженных
продольному натяжению, с учетом вращательного
движения при изгибе описываются дифференци-
альным уравнением в частных производных чет-
вертого порядка [1, с. 317]

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑡𝑡 + α2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − β2𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − γ2𝑢𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (1)

где α2 = 𝐸 𝐽/ρ𝑆, β2 = 𝑟2, γ2 = 𝐼/ρ, 𝑆 – площадь
поперечного сечения балки, 𝐸 – модуль упругости
материала, 𝐽 = 𝑟2𝑆 – момент инерции сечения от-
носительно своей горизонтальной оси, 𝑟 – радиус
инерции относительно линий, проходящей через
ось и перпендикулярной к плоскости изгиба, ρ –
линейная плотность балки, 𝑇 – сила натяжения,
приложенная к концам балки, 𝐹 (𝑥, 𝑡) – непрерыв-
ная внешняя сила, рассчитанная на единицу дли-
ны балки, 𝑢(𝑥, 𝑡) – смещение точек балки в момент
времени 𝑡.

Отметим, что многие задачи о колебаниях
стержней и балок имеют важное значение в строи-
тельной механике, теории устойчивости вращаю-
щихся валов и вибрации кораблей [2], [3].

Для определения колебания (смещения) 𝑢(𝑥, 𝑡)
точек балки длины 𝑙 нужно задать граничные усло-
вия на концах 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙. Вид граничных условий
зависит от способа закрепления соответствующе-
го конца. Если оба конца подперты, т.е. свободно
могут вращаться вокруг точки закрепления, то в
этом случае граничные условия имеют вид

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇.
(2)

В случае балки с наглухо закрепленными концами
имеем условия

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇.
(3)

Если оба конца свободны, то имеем следующие гра-
ничные условия:

𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0, β2𝑢𝑡𝑡𝑥(0, 𝑡)− α2𝑢𝑥𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0,

𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, β2𝑢𝑡𝑡𝑥(𝑙, 𝑡)− α2𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, (4)

0 6 𝑡 6 𝑇.
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Если один конец жестко закреплен, а другой свобо-
ден, то имеем

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,

β2𝑢𝑡𝑡𝑥(𝑙, 𝑡)− α2𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇. (5)

Возможны и другие многочисленные случаи зада-
ния граничных условий.

Начальные условия такие же, как и в случае
уравнения струны:

𝑢(𝑥, 𝑡)
⃒⃒
⃒
𝑡=0

= ϕ(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)
⃒⃒
⃒
𝑡=0

= ψ(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙.

(6)
Уравнение (1) рассмотрим в области

𝐷 = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < 𝑇} ,
где 𝑙 и 𝑇 – заданные положительные числа, и по-
ставим следующие задачи

Начально-граничные задачи. Найти в опре-
деленной области𝐷 функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) со следующими
свойствами:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2
𝑥,𝑡 (𝐷), (7)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, (8)

удовлетворяет начальным условиям (6) и одному из
граничных условий (2) – (5), где 𝐹 (𝑥, 𝑡), ϕ(𝑥) и ψ(𝑥) –
заданные достаточно гладкие функции.

Отметим, что эти задачи изучены нами в ра-
ботах [4 – 6] для уравнения (1), когда β = 0 и γ = 0.

В данной работе доказаны теоремы един-
ственности решений поставленных начально-
граничных задач. В случае, когда концы балки мо-
гут свободно вращаться вокруг точки закрепления,
решение задачи построено в явном виде как сумма
ряда Фурье и установлена устойчивость решения
от начальных данных и правой части.
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