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Аналитический обзор трудов конференции
«Многофазные системы:

модели, эксперимент, приложения»
Урманчеев С.Ф.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Представленный аналитический обзор включает краткое описание трудов, присланных на конференцию «Много-
фазные системы: модели, эксперимент, приложения». Обзор состоит из семи тематических разделов, соответ-
ствующих направлениям исследований работ, представленных авторами. В перечень разделов, традиционно
присутствующих на конференциях по многофазным системам, добавлен раздел «Микрогидродинамика и модели
медико-биологических исследований», который отражает одну из наиболее интенсивно развивающихся областей
науки и, в то же время, тесно связан с идеями и методами механики многофазных сред. Работы, представляющие
такие новые направления, как исследования газовых гидратов и гидроразрыва пласта, вошли в раздел «Теория
и практика многофазной фильтрации». В обзоре рассмотрено более шестидесяти работ, в которых достигнуты
наиболее яркие результаты, и в наибольшей степени соответствующих духу конференции. Однако, отметим, что
общее число присланных работ превышает сто двадцать.
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Представленные на конференцию «Многофаз-
ные системы» тезисы научных работ охватывают
довольно широкий спектр исследований по раз-
личным вопросам теории, экспериментальных ис-
следований и приложений механики многофазных
сред. Разнообразие тем планировавшихся выступ-
лений связано, прежде всего, с кругом научных
интересов академика Роберта Искандеровича Ниг-
матулина, в честь юбилея которого и готовилось
проведение конференции.

По существу затронутых проблем большин-
ство докладов можно отнести к следующим
направлениям:

1. Многофазные потоки: турбулентность и кави-
тация в технологических процессах, установ-
ках и аппаратах;

2. Волновые процессы в дисперсных и пористых
средах;
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3. Динамика капель, одиночных пузырьков, пу-
зырьковых кластеров при акустическом и виб-
рационном воздействии;

4. Теория и практика многофазной фильтрации;
5. Теплообмен при течении неоднородных жид-
костей, конвекция, и гидродинамическая
устойчивость;

6. Микрогидродинамика и модели медико-
биологических исследований;

7. Аналитические и численные методы в механи-
ке сплошных сред.

1. Многофазные потоки: турбулент-
ность и кавитация в технологиче-
ских процессах, установках и аппа-
ратах
Фундаментальные исследования в области тур-

булентных течений многофазных потоков на ос-
нове метода фазовых полей были представлены
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в работе Э.Е. Сона [1]. В ней приведён сравнитель-
ный анализ различных моделей турбулентности и
предложены алгоритмы для их численной реали-
зации. В экспериментальной части исследований
обнаружен эффект левитации капель над нагретой
поверхностью, для математического описания ко-
торого построена модель межфазных процессов с
учётом неконгруэнтного равновесия межфазной
границы. Проведённые экспериментальные и тео-
ретические исследования привели к созданию кор-
ректной методики расчётов горения в рабочих ка-
налах ЖРД и ПВРД.

В механике многофазных сред огромную роль
играют особенности взаимодействия дисперсных
частиц с поверхностью. При этом, как правило, ча-
стицы считаются сферическими, а их отражение
от поверхности определяется на основе коэффици-
ентов восстановления для скорости центра масс.
Реальные частицы часто имеют призматическую
форму или плоские грани, что может быть связа-
но с кристаллической структурой материала, по-
этому при их моделировании следует учитывать
случайную ориентацию относительно поверхно-
сти в момент удара. В работе С.В. Панфилова и
Ю.М. Циркунова [2] построена математическая мо-
дель для изучения рассеяния несферических ча-
стиц при отскоке, влияния параметров отраже-
ния на коэффициенты восстановления компонент
скорости центра масс частиц. Авторами были по-
строены пространственные индикатрисы рассея-
ния, а анализ результатов численного моделиро-
вания выявил существенную роль повторных уда-
ров при отражении несферических частиц, при-
чём потери кинетической энергии для несфериче-
ских частиц оказались существенно меньше, чем
для сферических.

Работа С.А. Груздя и М.А. Корепанова [3] по-
священа важной задаче оптимизации состава ра-
кетного топлива и геометрии сопла. Разработанная
математическая модель процесса горения топлива
предназначена для исследования течения много-
фазного потока с целью минимизации спонтан-
ного осаждения оксида алюминия на стенках соп-
ла. Результаты расчётов позволяют точно опреде-
лить начало спонтанной конденсации и вычислить
размеры сверхкритических кластеров частиц ок-
сида алюминия, которые приводят к нештатным
режимам горения.

Для измерения параметров пото-
ков газожидкостных смесей в работе
И.А. Давлетшина,А.Н. Михеева и их соавторов [4]
представлена эталонная расходомерная установка
и описаны принципиальные подходы при её разра-
ботке. В экспериментальной работе И.И. Гогонина,

А.И. Катаева и В.И. Сосунова [5] установлены
неустойчивые режимы дистилляционной колонны
криогенной установки и проведены исследования
процесса захлёбывания. Результаты эксперимен-
тов были описаны зависимостями в безразмерных
координатах.

Снижению уровня кавитации в рабочих частях
гидротурбин и трубопроводных системах, содер-
жащих газожидкостные смеси, посвящены работы
Г.Р. Аветисяна [6] и его сотрудников [7]. Их идея
состоит в применении многорежимных стабилиза-
торов давления и расхода жидкости. Следует отме-
тить, что рабочие схемы защищены патентами.

Численное исследование особенностей истече-
ния струи водяного пара из сосуда высокого дав-
ления и процесса формирования струи выполнено
в работе Р.Х. Болотновой и Э.А. Нурисламовой [8].
Ими установлено, что причиной возникнове-
ния пульсаций в струйном течении, наблюдае-
мых в экспериментах других авторов, является
образование тороидальных вихрей вблизи оси
симметрии струи.

Задача, связанная с технологиями
разделения суспензий, рассмотрена в ра-
боте Р.Р. Юлмухаметовой, А.А. Мусина и
Л.А. Ковалёвой [9]. Математическая модель
процесса гравитационного осаждения постро-
ена в одножидкостном приближении с учётом
межчастичного взаимодействия. Результаты
исследования зависимости величины осевше-
го слоя от физических параметров суспензии
были сопоставлены с экспериментальными
данными авторов.

Численное исследование структуры турбу-
лентного газожидкостного потока в вертикальных
трубах представлено в работе Т.В. Богатко,
П.Д. Лобанова, М.А. Пахомова и П.К. Даса
(P.K. Das) [10]. В ней обсуждаются результаты
расчётов распределения воздушных пузырьков по
сечению трубы, выполненные по различным моде-
лям, созданным ранее. На основании сделанных
оценок предложена новая модель, учитывающая
достоинства предыдущих. В ней полидисперсность
двухфазного течения описывается методом дельта-
аппроксимации с учётом процесса дробления и
коалесценции пузырьков. При этом используется
эйлерово описание с учётом обратного влияния
пузырьков на осреднённые характеристики и
турбулентность несущей фазы. В итоге резуль-
таты расчётов продемонстрировали хорошее
совпадение с экспериментальными данными.
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2. Волновые процессы в дисперсных
и пористых средах
Вопросы идентификации результатов акусти-

ческого зондирования нефтяного пласта требу-
ют решения задач о взаимодействии акустиче-
ских волн с различного рода неоднородностя-
ми. В этой связи в работе А.А. Губайдуллина,
О.Ю. Болдыревой и Д.Н. Дудко [11] приведены ре-
зультаты математического моделирования распро-
странения волн в высокопроницаемом слое пори-
стой среды, содержащем цилиндрическую полость
заполненнуюжидкостью. Построены закономерно-
сти изменения скорости распространения сигнала
и декремента затухания в зависимости от парамет-
ров высокопористого слоя.

Моделированию эффекта акустической
ловушки для коагуляции и очистки резер-
вуаров от дисперсных частиц посвящена
работа Д.А. Губайдуллина, П.П. Осипова и
Р.Р. Насырова [12]. Установлено, что макси-
мальная скорость дрейфа частиц достигается на
границе между образующимися в резонаторе
вихрями Шлихтинга и Рэлея.

Были представлены работы по изучению эф-
фектов воздействия ударных волн на пористые сре-
ды и пены. К этой категории работ следует отнести
экспериментальное исследование А.Т. Ахметова,
М.А. Азаматова и А.Ф. Мухаметзянова [13], связан-
ное с эволюцией воздушной ударной волны, при
её переотражении от границ насыпной пористой
среды. Отмечается различие в показаниях датчи-
ков в случаях пористой среды насыщенной жидко-
стью с микропузырьками и дегазированной жид-
костью. Обнаружено, что наиболее сильное изме-
нение структуры импульсов, проходящих через на-
сыпную среду падающей и переотраженной волн,
наблюдается именно в сухих насыпках.

В работе К.И. Башировой и К.И. Михайленко
[14] представлены результаты численного иссле-
дования эволюции ударных волн в слое лёгких
упругих гранулированных частиц. В случае отраже-
ния от наиболее лёгких гранул волна приобретает
двухпиковую конфигурацию. По мнению авторов
подобное поведение можно объяснить подвижно-
стью гранулированной среды.

Изучение демпфирующих свойств водной пе-
ны в условиях ударного нагружения выполнено
в работе Р.Х. Болотновой и Э.Ф. Гайнуллиной [15].
Термодинамические свойства газовой фазы опи-
сывалось уравнением состояния Пенга–Робинсона,
а водной фазы — уравнением Ми–Грюнайзена. В
математической модели процесса были учтены ди-
намическая вязкость, межфазный теплообмен, си-
нерезис пены и ряд других физических факторов.

Установлено, что учёт такого явления как синере-
зис сопровождается уменьшением влияния дисси-
пативных процессов и усиливает амплитуду удар-
ной волны. Получено хорошее соответствие резуль-
татов расчётов с экспериментальными данными.

Несколько очень интересных работ были
посвящены воздействию вибраций на двухфаз-
ные системы. Так, в работе Т.П. Любимовой и
О.О. Фатталова [16] изучалось поведение сфериче-
ских дисперсных частиц различной плотности, по-
мещённых в водный раствор глицерина и подверг-
нутых горизонтальным вибрациям. Установлено,
что при некоторых значениях амплитуды скорости
вибраций частицы формируют устойчивые перио-
дические структуры в виде линейных цепочек или
слоёв. А при высоких амплитудах скорости вибра-
ций, напротив, происходило полное разделение
фаз: все частицы собирались у одной из боковых
стенок кюветы. В другой работе Т.П. Любимовой
и её коллег [17] представлены исследования дина-
мики кавитационных пузырьков вблизи твёрдых
поверхностей с различными свойствами смачива-
ния при воздействии ультразвука. В проведённых
экспериментах было обнаружено, что динамика
пузырьков вблизи твёрдой поверхности зависит
от степени смачиваемости поверхности и от кон-
центрации газа, растворенного в жидкости, напри-
мер, гидрофобная поверхность тефлона способна
удерживать большее число парогазовых пузырь-
ков, которые остаются у поверхности даже после
отключения ультразвука.

Особенности влияния вибраций на тепловую
конвекцию в двухслойной системе, состоящей из
слоя жидкости и пористой среды, насыщенной
той же жидкостью, были исследованы в работе
Е.А. Колчановой [18]. Численное моделирование
задачи термовибрационной конвекции позволило
установить, что в двухслойной системе конвекция
может возникнуть либо в виде длинноволновых
валов, охватывающих все слои, либо в виде корот-
коволновых валов, локализующихся только в слое
жидкости над порами. Кроме того. показано, что
в условиях невесомости с ростом угла ориентации
оси вибрации должен происходить резкий переход
от длинноволновой термовибрационной конвек-
ции к коротковолновой. При продольной вибрации
отмечено проникновение осреднённого течения в
пористый слой.

В работе Н.В. Колчанова и Е.А. Колчановой
[19] при изучении тепловой конвекции в анало-
гичной двухслойной пористой системе с ростом
относительного числа Рэлея обнаружены осцилля-
ционные режимы из-за дополнительных конвек-
тивных валов, образующихся сначала в верхнем
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тонком слое жидкости, а затем и в пористой зоне
вблизи нижней горячей границы системы. Вслед-
ствие этого и тепловой поток вовлекается в ре-
жим пульсаций с амплитудой, доходящей до 40%
от среднего значения.

3. Динамика капель, одиночных пу-
зырьков, пузырьковых кластеров
при акустическом и вибрационном
воздействии
На конференциях «Многофазные системы»,

проводимых в г. Уфе, неизменный интерес вызы-
вали и вызывают работы по исследованию коллап-
са пузырьков при воздействии интенсивных аку-
стических полей. На седьмой по счёту конферен-
ции в этом направлении были представлены ис-
следования А.А. Аганина и его коллег. Так, в ра-
боте А.А. Аганина и Т.Ф. Халитовой [20] приведён
краткий анализ работ по явлению сверхсильного
сжатия пузырьков в различных жидкостях и выяв-
лены механизмы усиления ударной волны, одним
из которых является медленный рост возмущений
на поверхности пузырька. К таким жидкостям от-
носится, например, ацетон и другие органические
жидкости. В работе на основе численного моде-
лирования проведён анализ процесса схождения
пузырька в ацетоне и тетрадекане. Установлено,
что нарушение сферичности ударных волн в пу-
зырьках возникает из-за наличиямалойначальной
несферичности, которая задавалась в виде чётных
сферических гармоник.

В работе Д.Ю. Топоркова [21] предложена мо-
дификация широкодиапазонного уравнения состо-
яния Нигматулина–Болотновой для проведения
численных расчётов динамики пузырьков при тем-
пературах ниже 663◦K с учётом изменения термо-
динамических параметров, реализующихся в мета-
стабильной области при высокоскоростном адиа-
батическом сжатии пара.

Хорошее соответствие данным эксперимен-
та Лаутерборна и Курца (W. Lauterborn, T. Kurz,
2010) удалось получить в расчётах А.А. Аганина и
И.Н. Мустафина [22], выполненных по модели па-
рового пузырька с учётом фазовых превращений.

Взаимодействие акустических волн, наклонно
падающих на поверхность жидкости, содержащей
слой из многофракционных пузырьков, рассмот-
рено в работе Р.Н. Гафиятова [23]. Автором уста-
новлено, что увеличение угла падения приводит
к уменьшению коэффициента прохождения и уве-
личению коэффициента отражения во всем диапа-
зоне частот. В работе также представлен обзор ли-
тературы по различным моделям, описывающим
распространение волн акустического диапазона в

слоистых пузырьковых системах.
В работе У.О. Агишевой и М.Н. Галимзянова

[24] рассмотрено распространениемалых возмуще-
ний в парогазовой смеси. В результате численного
исследования получены линии границ устойчиво-
сти паровоздушных пузырьков в пространстве па-
раметров для различных значений давления.

С применением сингулярного метода
В.Л. Натягановым и С.А. Масловым [25] най-
дены решения ряда задач электрогидродинамики
для сферических капель с поверхностным зарядом
простого или двойного электрического слоя. Затем
эти сингулярные решения методом осреднения по
ансамблю возможных конфигураций были обоб-
щены на однородные суспензии и получены их
интегральные характеристики (такие, как эффек-
тивные значения вязкости, электропроводности и
диэлектрической проницаемости).

Экспериментальному изучению динамическо-
го взаимодействия капель с поверхностью жидко-
сти посвящено множество работ. В научной лите-
ратуре описаны довольно детальные и тонкие экс-
перименты, выполненные, в частности, в Инсти-
туте проблем механики РАН им. А.Ю. Ишлинского
под руководством Ю.Д. Чашечкина. Данные экс-
перименты получили достаточно подробное тео-
ретическое обоснование. В этой связи нельзя не
отметить работу А.Г. Терентьева [26], в которой
предложена оригинальнаяматематическаямодель,
описывающая основные события, сопровождаю-
щие падение капли на поверхность жидкости и
дальнейший её распад.

Взаимодействие двух пузырьков различно-
го радиуса в жидкости с заданной плотностью и
вязкостью рассмотрена в работе А.Г. Петрова и
Ш.В. Сандуляну [27]. В результате осреднения урав-
нений динамики пузырьков получено уравнение
для зазора между пузырьками, а их притяжение
или отталкивание связано со знаком осреднён-
ной силы. Показано, что при отношении радиусов
1 6 R2/R1 < 2.8пузырьки всегда сливаются для лю-
бого безразмерного параметра вязкости. А в рабо-
те Ш.В. Сандуляну [28] вычислены силы вязкого и
невязкого взаимодействия двух пузырьков, пуль-
сирующих в жидкости.

4. Теория и практика многофазной
фильтрации
Вопросы многофазной фильтрации и матема-

тического моделирования разработки нефтяных
месторождений оказались в центре внимания наи-
большего числа исследователей, приславших свои
работы на конференцию.

Методика построения и адаптации цифровой
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3D модели месторождения представлена в рабо-
те В.А. Байкова и его коллег [29]. Безусловным до-
стоинством этой работы является то, что пара-
метры модели согласованы с фактическими дан-
ными эксплуатации скважин и исходной геолого-
геофизической информацией. При записи замы-
кающих условий в системе уравнений фильтра-
ции учитывалась необходимость синхронной кор-
ректировки параметров петрофизической, гео-
логической и гидродинамической подмоделей с
учётом истории разработки. Распознавание фа-
ций проводилась методами машинного обуче-
ния, что способствовало повышению точности
прогнозируемых параметров.

При решении проблем разработки низко-
проницаемых трещиноватых битуминозных пла-
стов с возможной генерацией жидких углеводо-
родов в работе М.Н. Кравченко, Н.Н. Диевой и
Е.М. Вожегова [30] создана гидроперколяционная
математическая модель фильтрации с учётом хи-
мических реакций между скелетом и активными
реагентами, а также перетоком подвижных углево-
дородов из матрицы в поровое пространство. Вы-
числительные эксперименты авторов продемон-
стрировали способность математической модели
прогнозировать нефтеотдачу реальных месторож-
дений при использовании термохимических мето-
дов их разработки с учётом совокупного влияния
физико-химических процессов.

Для эффективного управления процессами
извлечения нефти применяют потокоотклоняю-
щие технологии с использованием полимерных и
полимер-дисперсных растворов. В очень интерес-
ной работе К.М. Фёдорова, А.П. Шевелёва и дру-
гих авторов [31] получено решение обратной за-
дачи фильтрации полимерных оторочек, на основе
которого построен алгоритм интерпретации экс-
периментальных данных. В результате, на осно-
вании экспериментальных исследований, автора-
ми были определены константа адсорбции Ген-
ри, недоступный объём пор для полимера, филь-
трационный коэффициент и ряд других важных
фильтрационных параметров.

Экспериментальное исследование закономер-
ностей процесса кольматации частиц суспензии
на модельных образцах насыпной пористой среды
было выполнено в работе С.В. Димова [32].

Во многих задачах механики многофазных
сред, например, при исследовании фильтрации в
пористых средах возникает необходимость зада-
ния свойств среды. Так как физические параметры
реальных пород распределены случайным обра-
зом, то, естественно, следует поставить задачу о
её моделировании с помощью случайной плотной

упаковкой сферических тел, что и было сделано в
работе А.В. Мишина [33].

В работе А.А. Валиева [34] проведено экспери-
ментальное исследование развития неустойчиво-
сти Тэйлора–Сэффмана при вытеснении более вяз-
кого флюида из пористой среды различными флю-
идами меньшей вязкости. Установлено, что при
вытеснении дистиллированной водой и газом «вяз-
кие пальцы» имеют сильно ветвящуюся структу-
ру и центроориентированность. А при вытесне-
нии раствором ПАВ — более широкий охват во
входной зоне и, соответственно, меньшую оста-
точную нефтенасыщенность до прорыва, что свя-
зано с большим объёмом каждого «пальца». Ис-
следование, связанное с процессом «доотмыва»
высоковязкого флюида после прорыва вытесня-
ющего агента проведено в работе А.А. Валиева и
А.Д. Низамовой [35].

Пример визуализации вытеснения неф-
ти предложен в работе А.И. Муллаянова и
Ю.А. Питюк [36]. Модель пористой среды состояла
из двух прозрачных пластинок, пространство
между которыми было заполнено стеклянными
шариками. Оценка водонасыщенности в процессе
вытеснения была проведена на основе результатов
цифровой обработки изображений.

Во избежание негативного влияния водоне-
фтяных эмульсий в процессе добычи нефти груп-
пой авторов под руководством Л.А. Ковалёвой [37]
выполнено исследование по воздействию неодно-
родного переменного низкочастотного электриче-
ского поля на систему типа «вода вмасле». Для этой
цели была изготовлена оптически прозрачная экс-
периментальная ячейка, позволяющая визуализи-
ровать коалесценцию микрокапель воды в эмуль-
сии. В ходе экспериментов получены сведения о
разделении эмульсии в зависимости от амплитуды
и частоты электрического поля.

В работе А.И. Филиппова [38] в задаче об упру-
гом режиме фильтрации вытеснения пластовой
нефти представлена новая формула для коэффи-
циента, характеризующего упругие фильтрацион-
ные свойства жидкой фазы в пористой среде. При-
менение полученной формулы, по мнению авто-
ра, позволит получать решения в задачах филь-
трации в низкопроницаемых коллекторах, имею-
щие прозрачную физическую интерпретацию при
предельных значениях пористости. Асимптотиче-
ское представление решения задачи о распреде-
лении давления в нефтегазовом пласте, содержа-
щем участки с перфорацией, рассмотрено в работе
А.И. Филиппова и П.Н. Михайлова [39].

Значительное внимание было уделено разви-
тию численных и аналитических методов решения



138 Многофазные системы

задач фильтрации для их применения в корпора-
тивных симуляторах. Так, в работе А.В. Жонина и
Ю.В. Мартыновой [40] предложен подход к гидро-
динамическомумоделированию с использованием
тороидальной сетки для задач выбора систем раз-
работки. В итоге, при решении задач оптимизации
систем разработки месторождений, авторам уда-
лось повысить точность, добиться существенного
ускорения времени расчётов и корректной работы
экономических опций.

Для оптимизации численного решения задач
фильтрации с точки зрения соотношения точ-
ности и вычислительных затрат Т.Н. Киреевым
и Г.Т. Булгаковой [41] предложен метод се-
ток Вороного в комбинации с двухточечной
аппроксимацией потока.

Математическая модель фильтрации с дроб-
ными производными по пространственным
переменным предложена Н.С. Белевцовым и
С.Ю. Лукащуком [42] для исследования течения
флюидов в сложных неоднородных нефтегазо-
носных пластах с естественной и техногенной
трещиноватостью. При этом авторами использо-
валось дробно-дифференциальное обобщение
закона Дарси с потенциалом Рисса. Ими показано,
что для некоторых частных случаев исходную
задачу путём разделения переменных можно
свести к задаче типа Штурма–Лиувилля для
дробно-дифференциального обобщения моди-
фицированного уравнения Бесселя и получить
автомодельные решения.

Исследования фильтрационных процессов ак-
туальны не только в связи с разработкой нефтя-
ных и газовых месторождений, но и при реше-
нии природоохранных проблем. Например, рабо-
та Э.Н. Береславского и Б.А. Мкртчяна [43] посвя-
щена изучению режима грунтовых вод в каналах,
заполненных водой, с учётом фильтрации, как че-
рез дно, так и через откосы. Во внимание было
принято также испарение со свободной поверх-
ности. При исследовании течения была сформу-
лирована смешанная краевая многопараметриче-
ская задача теории аналитических функций, ре-
шение которой было получено с помощью метода
П.Я. Полубариновой-Кочиной. Для заданных гра-
ничных условий для задачи подземной гидроме-
ханики разработан алгоритм расчёта размеров зо-
ны насыщения, а также искомого фильтрацион-
ного расхода. Решение авторам удалось получить
в замкнутой форме.

В работе С.И. Перегудина, Э.С. Перегудиной и
Е.С. Холодовой [44] поставлена задача о волновом
взаимодействии потока жидкости с сыпучим дном
и в предположении малых амплитуд получено её

аналитическое решение. Определены условия вол-
нообразования на сыпучей поверхности.

Исследования процессов фильтрации затра-
гивает и тематику, связанную с газовыми гид-
ратами. Как объект исследования они обладают
уникальными свойствами, дающими возможность
широкого их применения в топливной энерге-
тике. Природные отложения гидрата метана мо-
гут стать предметом разработки углеводородно-
го сырья уже в ближайшем будущем. При этом
газовые гидраты можно не только добывать, но
и производить с целью хранения природного
газа. В работе Н.Г. Мусакаева, М.К. Хасанова и
А.А. Губайдуллина [45] установлены принципиаль-
но важные для практики критерии образования
газовых гидратов в объёмной области при нагнета-
нии газа впористыйколлектор, насыщенный газом
и водой. Во-первых, коэффициент пьезопроводно-
сти пласта должен быть больше его коэффициента
температуропроводности, а во-вторых, давление,
под которым газ закачивается в пористый коллек-
тор, должно быть выше, чем равновесное давле-
ние гидратообразования при температуре пласта
в исходном состоянии. Иначе гидратообразование
будет происходить на фронтальной поверхности.

Численному моделированию процесса обра-
зования гидрата при продувке холодного газа че-
рез слой снега посвящена работа С.В. Беловой,
А.С. Чиглинцевой и О.В. Дударевой [46]. На осно-
вании расчётных данных по одномерной равновес-
ной модели авторами отмечается, что с уменьше-
нием проницаемости массива образование гидра-
та происходитинтенсивнее, понижение температу-
ры снежного массива приводит к интенсификации
перехода снега в гидратное состояние.

Разработка газогидратных месторождений
и использование газовых гидратов сопряже-
ны с вопросами пожаро- и взрывобезопас-
ности. Поэтому работы И.К. Гималтдинова и
М.В. Столповского [47, 48], посвящённые моде-
лированию горения газовых гидратов, также
представляют практический интерес.

В технологиях добычи нефти гидравлический
разрыв пласта занимает особое место и активно
применяется на практике. Естественно, что ряд ра-
бот, представленных на конференции, был посвя-
щён различным аспектам изучения особенностей
развития трещин в пористых средах. В последнее
время ( в свете значительных достижений в числен-
ном моделировании гидроразрыва) появился инте-
рес к лабораторным исследованиям этого процес-
са. Изучению гидроразрыва на модельной установ-
ке посвящена работа Г.В. Белякова, А.А. Таировой
и других авторов [49]. На основе сравнения экс-
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периментальных наблюдений с проницаемыми и
непроницаемыми пористыми средами авторами
сделан вывод об отсутствии влияния фильтрации
жидкости на процесс образования и распростране-
ния трещины. Кроме этого, ими получена зависи-
мость проницаемости среды от давления, имити-
рующего в установке горное давление.

Известно, что в коллекторах с малой про-
ницаемостью и большой вязкостью нефти про-
должительность нестационарных процессов пе-
рераспределения давления может быть одного
порядка с характерным временем фильтрации
между скважинами. Это обстоятельство привело
к необходимости развития теории нестационар-
ной фильтрации в пластах с трещинами гидро-
разрыва, которая и была представлена в работе
И.Л. Хабибуллина и А.А. Хисамова [50]. Решения
рассмотренных краевых задач были получены ме-
тодом преобразований Лапласа.

Ряд задач по моделированию фильтрации в
трещинах гидроразрыва пласта был рассмотрен в
работах В.Ш. Шагапова и его коллег [51–53]. Так, на
основе предложенного метода последовательной
смены стационарных состояний получены форму-
лы для изменения давления в трещине и объёмно-
го расхода флюида на единицу высоты трещины
при переменных режимах работы скважины.

Замечательный пример приложения идей ме-
ханики многофазных сред в решении проблем био-
технологии приведён в работе А.А. Саламатина и
А.Г. Егорова [54]. Имирассмотрен технологический
процесс извлечения ценных биологически актив-
ных соединений из молотого растительного сырья,
называемый сверхкритической флюидной экстрак-
цией, и разработана математическая модель для
интерпретации данных эксперимента и прогнози-
рования стоимости конечного продукта с учётом
полидисперсности молотого сырья.

5. Теплообмен при течении неодно-
родных жидкостей, конвекция, и
гидродинамическая устойчивость
Во многих задачах гидродинамики многофаз-

ных течений ключевым фактором в развитии ди-
намических процессов является теплообмен. Есте-
ственно, что вопросам, связанным с изучением
взаимодействия гидродинамических параметров
потока с температурными полями, уделено долж-
ное внимание и в работе конференции.

М.А. Пахомовым и В.И. Тереховым [55] было
представлено обширное исследование, посвящён-
ное численному моделированию двухфазного тур-
булентного пристенного потока в системах тепло-
защиты энергетических установок. С помощьюраз-

работанного алгоритма решения задачи в трёхмер-
ной области была изучена структура течения и теп-
ловая эффективность газокапельной завесы при её
вдуве через наклонные цилиндрические отверстия
в рабочий канал. В математической модели пере-
нос компонент рейнольдсовых напряжений произ-
водился с учётом двухфазности течения. Автора-
ми показано, что при добавлении капель в поток
пристенного охладителя происходит значительное
увеличение эффективности тепловой завесы: она
возрастает практически в два раза по сравнению
с однофазным течением, что даёт основание счи-
тать такие завесы перспективными с точки зрения
их применения на практике.

В периоды протаивания мёрзлых грунтов
для их стабилизации используются охлаждающие
устройства — термостабилизаторы. Но в этих слу-
чаях в пористой среде возникают градиенты тем-
пературы, вызывающие конвективное течение.
Оценке влияния конвективного теплопереноса
на процесс охлаждения водонасыщенной пори-
стой среды посвящена работа О.А. Симонова и
Л.Н. Филимоновой [56]. Определён критерий, при
котором вклад конвекции в переносе тепла может
стать преобладающим. Авторами учтена особен-
ность изменения плотности воды, обусловленная
наличием максимума в окрестности +4◦С.

В работах А.Ф. Пашали и В.Г. Михайлова [57]
разработаны методы расчёта гидравлического со-
противления участка трубопровода с учётом вли-
яния теплопереноса и структуры течения смеси
вода–нефть, что имеет большое значение при
проведении гидравлических расчётов промысло-
вых трубопроводных систем, проложенных на
реальном рельефе.

Определение критерия устойчивости тече-
ния жидкостей, в которых вязкость испытывает
существенное изменение в рабочем диапазоне
температур, выполнено в работе А.Д. Низамовой,
В.Н. Киреева и С.Ф. Урманчеева [58]. Установ-
лено снижение критического числа Рейнольд-
са при увеличении параметра термовязкости —
показателя степени в экспоненциальной зави-
симости вязкости от температуры и, соответ-
ственно, увеличение области неустойчивых режи-
мов течения жидкости в каналах с достаточно
интенсивным теплообменом.

6. Микрогидродинамика и модели
медико-биологических исследова-
ний
Формирование современных представле-

ний о развитии гидродинамики существенным
образом связано с проблемами микрогидро-
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динамики, в частности, при создании микро-
жидкостных устройств. В работе Г.В. Барткуса и
В.В. Кузнецова [59] отмечается, что именно эти
устройства являются мощным инструментом для
развития эффективных и ресурсосберегающих
технологических процессов. Их исследование
направленонаизучение детальной структурыдвух-
фазного газожидкостного течения в микроканале,
для определения его локальных характеристик ме-
тодом LIF (Laser-Indused Fluorescense), в результате
чего была выявлена зависимость толщины пленки
жидкости от расхода газовой и жидкой фаз.

При рассмотрении ламинарных и турбулент-
ных течений в ячейке Хеле–Шоу в длинноволно-
вом приближении в работе В.Ю. Ляпидевского и
А.А. Чеснокова [60] была решена задача о фор-
мировании слоя смешения и турбулентной струи
в микроканалах.

Работа В.Я. Рудяка и Д.С. Третьякова [61] по-
священа экспериментальному исследованию вяз-
кости и реологических свойств наножидкостей,
их теплопроводности и электропроводности. Ав-
торы обнаружили, что при увеличении кон-
центрации частиц наножидкости приобретают
свойства псевдопластической или вязкопласти-
ческой жидкости. Уменьшение размера частиц
также способствует проявлению неньютоновских
свойств наножидкостей. Кроме того, показано,
что на реологию наножидкостей с углеродны-
ми нанотрубками существенно влияет темпера-
тура, причём с увеличением температуры растет
параметр консистентности.

В работе, представленной группой авторов под
руководством Д.Б. Хисматуллина [62], предприня-
та попытка определения миграционного потенци-
ала раковых клеток. С этой целью была разработа-
на и изготовлена миграционная ячейка, в которой
удалось установить ряд закономерностей, связан-
ных с активностью раковых клеток и зафиксиро-
вать их миграцию по направлению градиента кон-
центрации хемоаттрактанта в микроканалах.

Исследования в области медико-биологичес-
ких проблем, связанных с системой кровеносных
сосудов и капилляров, также является перспектив-
ной сферой приложения механики многофазных
систем. Об этом свидетельствует работа коллекти-
ва под руководством А.П. Чупахина [63] по матема-
тическому моделированию течения крови в сосу-
дах головного мозга при наличии аномалий типа
церебральных аневризм. Рассмотрены конфигура-
ции кровеносного сосуда с различными парамет-
рами аневризмы. Модель предусматривает анализ
полной энергии гидроупругой системы, складыва-
ющейся из энергии потока крови, упругой энер-

гии стенки сосуда и энергии её изгиба. На основе
численного анализа с использованием промыш-
ленного пакета ANSYS CFX получены диаграммы,
связывающие давление и скорость потока в мо-
дельной гидроупругой системе. Впервые результа-
ты вычислительного эксперимента удалось совме-
стить с данными наблюдений внутрисосудистого
мониторинга кровотока, проводимого авторами
совместно с нейрохирургами Национального ме-
дицинского исследовательского центра им. акаде-
мика Е.Н. Мешалкина (Новосибирск).

7. Аналитические и численные мето-
ды в механике сплошных сред
Развитие методов решения дифференциаль-

ных уравнений является одной из основных за-
дачмеханики.Мощныминструментомпостроения
частных решений является симметрийный ана-
лиз. В этом направлении С.В. Хабировым [64] бы-
ла представлена работа по изучению инвариант-
ных решений с линейным полем скоростей для
идеальной газовой динамики. У полученных ре-
шений изучено движение звуковых поверхностей
в зависимости от уравнений состояния и выве-
дены уравнения для звуковых характеристик. В
работе Ю.В. Юлмухаметовой [65] построено точ-
ное решение, описывающее прямолинейный раз-
лёт частиц газа и найдены моменты коллапса ча-
стиц этого газа. Для системы уравнений газовой
динамики с уравнением состояния одноатомно-
го газа Р.Ф. Никаноровой [66] определены усло-
вия, при которых можно построить инвариантные
подмодели ранга 1, представляющие собой систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений.
Д.Т. Сираевой [67] построены инвариантные под-
модели ранга 1, представляющие собой системы
обыкновенных дифференциальных уравнений для
уравнений гидродинамического типа.

Аналитическое исследование стационарных
неоднородных экзотермических течений приведе-
но в работе А.Н. Богданова [68]. Оно предполагает
использование асимптотических разложений по
малому параметру. Автором установлено: чтобы
избежать явлений, связанных с тепловым кризи-
сом при одномерном течении воздуха, изменение
безразмерной скорости потока должно находиться
в пределах 0.58 6 u 6 1.

Концепция метода сглаженных частиц послу-
жила дляО.П. Стояновскойи её коллег [69] основой
при создании нового эффективного метода рас-
чёта интенсивного межфазного взаимодействия
в двухфазной полидисперсной среде для много-
жидкостной гидродинамики сглаженных частиц.
Авторы на конкретных примерах продемонстриро-
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вали, что метод позволяет получать высокую точ-
ность результатов моделирования сшагами по про-
странству и по времени, независимыми от малых
параметров задачи.

Перечисленные работы отнюдь не исчерпы-
вают всего перечня тезисов, присланных на кон-
ференцию «Многофазные системы: модели, экс-
перимент, приложения». В настоящий обзор бы-
ли включены, прежде всего, работы, непосред-
ственно относящиеся к проблемам механики
многофазных сред.
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Исследование процесса скопления пузырьков газа в области источника тепла представляет собой, с физической
точки зрения, достаточно интересную задачу, приводящую к важным выводам для практических приложений.
Особенность рассматриваемого процесса состоит в том, что в переменном температурном поле происходит
изменение поверхностного натяжения пузырька, которое, в свою очередь, приводит к возникновению течения в
пограничном слое жидкости. В мировой научной литературе обнаружение и описание эффекта миграции газовых
пузырьков в направлении температурного градиента обычно связывается с экспериментальной работой Янга,
Гольдстейна и Блока (1959). Не умаляя ее значения, отметим, что впервые эффект был предсказан в теоретиче-
ской работе Федосова (1956) как результат решения задачи о возникновении микропотока жидкости вблизи
межфазных границ плоской и сферической форм при наличии градиента температуры. В обеих работах суще-
ственным фактором при объяснении описываемого явления являлась зависимость поверхностного натяжения от
температуры. Спустя некоторое время, по истечении которого была осознана необходимость учета миграции
не только пузырьков, но и капель в неоднородных температурных полях в космических технологиях, медико–
биологических и иных приложениях, возник значительный поток публикаций по данной проблематике, а данное
явление получило название термокапиллярного дрейфа (thermocapillary migration). Настоящий обзор посвящен
анализу основных, по мнению авторов статьи, результатов экспериментальных, теоретических и прикладных
исследований по установлению механизма дрейфа пузырьков и капель в градиентных температурных полях. В
большинстве работ предполагается отсутствие зависимости физических свойств жидкости, кроме поверхностно-
го натяжения, от температуры. Существует лишь несколько работ, рассматривающих влияние температурной
зависимости коэффициента вязкости, что дает новый импульс к продолжению исследований и развитию теории
эффекта с учетом термореологических свойств рабочих сред.

Ключевые слова: ньютоновская жидкость, пузырек, капля, термокапиллярный дрейф, скорость дрейфа кап-
ли/пузырька, градиент температуры, поверхностное натяжение

1. Введение
Термокапиллярный дрейф (thermocapillary

migration) — это способность капель, нераствори-
мых в окружающей жидкости, или газовых пузырь-
ков, которые находятся в неравномерно нагретой
жидкости, самопроизвольно перемещаться в бо-
лее горячую область. Данное движение обуслов-
лено возникающими на поверхности капли или
пузырька касательными термокапиллярными си-
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© Урманчеев С.Ф.

лами, которые заставляют окружающую каплю или
пузырек жидкость обтекать его по направлению
градиента поверхностного натяжения (от тепло-
го к холодному полюсу). В результате появляется
приложенная к капле или пузырьку реактивная си-
ла, толкающая его в противоположном направле-
нии. Термокапиллярный дрейф является следстви-
ем конвективного течения Марангони, возникаю-
щего в жидких средах вблизи поверхности разде-
ла фаз под действием тангенциальных капилляр-
ных сил в случае неоднородности поверхностного
натяжения из-за неравномерного распределения
температуры.
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Интерес к данному явлению вызван, в первую
очередь, важными приложениями в различных
областях науки и технологических процессах в
космосе, где преобладает конвекция Марангони.
Например:
• разработка в области космических технологий
и системжизнеобеспечения орбитальных стан-
ций, поскольку в условиях невесомости кон-
векция Марангони является основной причи-
ной движения пузырьков и капель;

• интенсификация технологических процессов
(в том числе протекающих в условиях невесо-
мости), где гравитационные механизмы кон-
вективного движения ослаблены или отсут-
ствуют, таких как, выращивание монокристал-
лов, изготовление однородных полупроводни-
ковых структур, сплавов многокомпонентных
металлов, композитов и пр.;

• применение в технологических процессах для
дегазации при целенаправленном подогре-
ве, а также использование в экологии для
очистки поверхности воды от загрязнений
нефтепродуктами;

• изучение движения бактерий и клеточных
микрообъектов в биологии.

2. Постановка задачи
При решении задачи термокапиллярного

дрейфа пузырька или капли рассматривается га-
зовый пузырек или капля жидкости первоначаль-
но сферической формы с динамически свобод-
ной (межфазной) границей в неограниченном объ-
еме несжимаемой ньютоновской жидкости. Как
правило, при постановке задачи предполагается
следующее:
• присутствует внешний градиент температур
∇T ≡ gradT постоянный на бесконечности
(gradT|∞ = const);

• капля является нерастворимой в жидкости;

• на межфазной поверхности отсутствует обмен
веществом с окружающей средой;

• направление градиента температуры парал-
лельно вектору ускорения силы тяжести (при
наличии гравитационной силы);

• зависимость всех физических свойств жидко-
сти, кроме поверхностного натяжения, от тем-
пературы отсутствует;

• коэффициент поверхностного натяже-
ния σ = σ(T) линейно изменяется с
температурой T

σ = σ0 + σ
′
T(T − T0),

где σ0 —коэффициент поверхностного натяже-
ния при температуре T0; σ′T = dσ/dT = const,
а его градиент является отрицательным
(σ′T < 0), что справедливо для большинства
однокомпонентных жидкостей.

Начало сферической системы координат
(r, θ,ϕ) выбирается в центре сферы (пузырька
или капли) радиуса a. Постоянный градиент
температуры направлен вдоль полярной оси
z = r cos θ; скорость жидкости u считается по-
ложительной, если ее направление совпадает с
направлением полярной оси. При формулировке
граничных условий обычно переходят к системе
координат, движущейся вместе с центром тяжести
падающей сферы. В этой системе отсчета сфера
считается неподвижной, а внешняя жидкость —
находящейся в движении (как целое) в сторону,
противоположную направлению фактического
движения этой сферы со скоростью −u.

Основными безразмерными параметрами, ха-
рактеризующими состояние и движение капли или
пузырька, являются число Рейнольдса Re, тепло-
вые числа Марангони Ma (аналог числа Пекле Pe
для данного вида задач) и Прандтля Pr и капилляр-
ное число Ca:

Re =
uaρ
µ

, Ma =
a2

µχ
σ
′
T∇T, Pr =

µ

ρχ
, Ca =

µu
σ

.

Здесь ρ— плотность среды; µ— динамическая вяз-
кость среды; χ — коэффициент температуропро-
водности среды.

Малые числа Рейнольдса (Re� 1) соответству-
ют медленному дрейфу сферы, что возможно для
пузырьков или капель малого радиуса (a < 1 мм)
и/или большой динамической вязкости окружа-
ющей жидкости. В этом случае рассматриваются
уравнения движения в стоксовом приближении
(пренебрегают членом (u · ∇)u). При таких разме-
рах сферы обычно капиллярное число Ca� 1, сле-
довательно, ее поверхность можно считать неде-
формируемой. При больших значениях Re, когда
вклад инерции в движение становится значитель-
ным, капиллярное число Ca также растет, что при-
водит к необходимости учета деформации поверх-
ности. При малых числах Марангони Ma возмож-
ность возникновения в жидкости конвективных
движений в результате термокапиллярного меха-
низма мала, поэтому конвективным переносом
тепла пренебрегают. При малых числах Re для ма-
лости чисел Ma обычно дополнительно требует-
ся, чтобы числа Прандтля Pr также были малы,
что соответствует значительной теплопроводно-
сти жидкости.
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3. Теоретические методы определе-
ния скорости термокапиллярного
дрейфа пузырьков/капель
Скорость движения твердого шара в однород-

ной по темперауре жидкости при Re � 1 опреде-
ляется формулой Стокса [1]:

u =
2ga2(ρ̃− ρ)

9µ
, (1)

где g — ускорение свободного падения. Здесь и
далее знак «˜» над параметром будет относиться к
среде внутри сферы.

Скорость движения жидкой сферической кап-
ли в однородной по температуре жидкости опре-
деляется формулой Адамара–Рыбчинского [2, 3]:

u =
2ga2(ρ̃− ρ)

3µ
µ+ µ̃

2µ+ 3µ̃
. (2)

Первой теоретической работой по термока-
пиллярному движению капель в вязкой жидкости
является исследование медленного движения сфе-
рической капли при постоянном градиенте темпе-
ратуры в отсутствии силы гравитации, опублико-
ванное в 1956 году Федосовым [4]. Получено следу-
ющее выражение для скорости перемещения кап-
ли при условии, что σ′T не зависит от температуры:

u =
2
3
σ′T |gradT|a

2µ+ 3µ̃
. (3)

Работа Янга, Гольстейна и Блока [5] посвящена
исследованию движения пузырьков при постоян-
ном вертикальном градиенте температуры в жид-
кости. Представлены результаты экспериментов
медленного движения (число Рейнольдса Re = 0)
маленьких пузырков в чистых жидкостях и выведе-
но следующее соотношение для скорости всплытия
недеформируемого пузырька при наличии силы
тяжести:

u =
2

6µ+9µ̃

[
σ
′
Ta

3λgradT
2λ+λ̃

− (ρ−ρ̃)ga2 µ+µ̃

µ

]
, (4)

где λ— теплопроводность среды. Заметим, что в
отсутствии силы тяжести и для одинаковых теп-
лопроводностей имеет место выражение (3), а в
случае постоянного поля температур в поле силы
тяжести—формула Адамара–Рыбчинского (2) (см.,
например, [6]). Cоотношение (4) позволяет опре-
делить отношения параметров внутри и вне пу-
зырька, при которых пузырек в жидкости остается
в покое (т.е. сила тяжести и сила сопротивления,
вызванная градиентом температур, уравновешива-
ют друг друга), что наблюдалось в экспериментах
работы [5].

В работе [7] теоретически исследовано влия-
ние неравномерного поверхностного натяжения
наповерхностипузырька, вызванногонеравномер-
ным распределением температуры в жидкости, на
его движение. Установлено, что в чистой жидко-
сти (без растворенных поверхностно–активных ве-
ществ) изменениеповерхностногонатяжениямало
влияет на движение маленьких пузырьков. В дан-
ной работе учли теплопередачу в поверхностный
слой пузырька (или капли) в отличие от работы [5],
которая дает незначительный эффект при рассмат-
риваемых ограничениях задачи, поэтому выводы
(в т.ч. формула (4)) работы [5] являются коррект-
ными. Аналогично предыдущим исследованиям в
работах [8–10] получено соотношение для скорости
дрейфа при отсутствии массовых сил:

u =
2aλ

(2µ+ 3µ̃)(2λ+ λ̃)
σ
′
TgradT. (5)

В работе Братухина [11], в отличие от преды-
дущих работ, теоретически изучалось движение
капли вязкой жидкости в другой жидкости при по-
стоянном градиенте температуры в отсутствии си-
лы тяжести при малых числах Re. Решение задачи
определялось с помощью разложения по степеням
числа Re. В нулевом приближении по числу Рей-
нольдса получено выражение для скорости дрейфа
капли в виде (5). Также исследовалась форма кап-
ли при движении в приближении малого отклоне-
нияформыповерхности от сферической. Показано,
что если плотность жидкости (газа) внутри капли
(пузырька) меньше плотности окружающей жид-
кости ρ̃ < ρ, то капля (пузырек) стремится сплюс-
нуться, при этом за пузырьком образуется лока-
лизованный стационарный вихрь. В случае ρ̃ > ρ

капля стремится вытянуться вдоль направления
потока. Подобное изменение формы пузырька или
капли наблюдалось экспериментально (см. обзор
экспериментальных результатов, например, в кни-
ге Левича [6]). Томпсон и др. в работе [12] расши-
рили решение [11] до бо́льших чисел Re, проведя
разложение по степеням чисел Марангони (Пек-
ле) Ma = PrRe до второго порядка, однако их ре-
шение для поля температуры уже во втором по-
рядке не удовлетворяет граничным условиям на
бесконечности.

Баласубраманиам и Чай [13] исследовали тер-
мокапиллярный дрейф капли для малых чисел Ма-
рангони в отсутствии силы тяжести и получили,
что решения для поля скорости и скорости дрейфа
такие же, как и в работах [5,11] в приближении ма-
лых чисел Re. Это расширяет область применимо-
сти данныхформул для произвольных чисел Re при
условии, что число Ma остается малым, т.е. в рабо-
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те пренебрегают конвективным переносом тепла.
Аналогично предыдущим исследованиям [11, 12]
малых отклонений формы капли от сферической
было установлено, что форма зависит от плотно-
стей жидкости внутри и вне капли, однако пока-
зано, что инерция не влияет на поле потока. Хай-
Харири и др. [14] с помощью трехмерного числен-
ного моделирования исследовали термокапилляр-
ный дрейф деформируемых вязких капель под воз-
действием постоянного градиента температуры во
второй жидкой среде для конечных значений Re
и Ma. Предполагалось, что жидкости имеют посто-
янные свойства, за исключением поверхностного
натяжения, которое изменялось линейно в зави-
симости от температуры. Как и в предыдущих ис-
следованиях обнаружено, что капли остаются осе-
симметричными, но деформируются в сплюснутые
или вытянутые сфероиды в зависимости от соот-
ношения плотностей внутренней и внешней жид-
кости. Кроме того, установлено, что деформации
формы капли из-за инерционных эффектов, хотя и
имеют небольшую величину, замедляют движение
капли, а также, что влияние инерции на подвиж-
ность вязких капель слабее, чем в случае газовых
пузырьков.

Для газовых пузырьков в жидкости, когда вяз-
костью и теплопроводностью газа можно прене-
бречь, т.к. µ̃ � µ и λ̃ � λ, из формулы (5) получа-
ется следующее выражение для скорости дрейфа
пузырька:

u =
a

2µ
σ
′
TgradT, (6)

что для реальных газов приводит к ошибке не бо-
лее, чем в несколько процентов [15]. Отметим, что
формулу (6) можно представить в виде:

u
u1

=
1
2
Ma, (7)

где u1 = χ/a —масштаб скорости.
Креспо и др. в работе [16] проанализировали

термокапиллярное движение пузырьков при боль-
ших числах Рейнольдса и произвольных числах Ма-
рангони. Для малых чисел Ma решение найдено в
виде асимптотического разложения по степеням
числа Марангони и выражение для скорости (6)
получено с поправкой, которая появляется только
при 2-й степени числа Ma:

u
u0

=
1
2
− 49

2880
Ma2 + . . . ,

где u0 = aσ′TgradT/µ— масштаб (единица) скоро-
сти. Аналогичные предыдущей работе результаты
были получены в [17] с использованием немного

другого подхода и с другой корректировкой число-
вого коэффициента. Получено следующее выраже-
ние для скорости дрейфа:

u
u0

=

(
1
3
− ln 3

8

)
− 0.1369ε ln ε+ 0.6578ε,

где ε = Ma−1/2 — параметр разложения.
Антановский и Копбосынов [18] рассмотрели

нестационарное движение капли вязкой жидко-
сти при постоянном на бесконечности градиенте
температур, аналитически решив задачу разгона
капли термокапиллярными и архимедовыми си-
лами путем разложения до первого порядка в ряд
по числам Марангони. Поле температуры и вызы-
ваемое им распределение коэффициента поверх-
ностного натяжения вдоль поверхности капли по-
лучилось не зависящим от движения жидкости. В
стационарном приближении выражение для скоро-
сти термокапиллярного дрейфа капли имеет вид,
аналогичный работе [11]. В работе Дилла и Баласуб-
раманиама [19] задача изолированной несмешива-
ющейся капли, медленно дрейфующей из-за неста-
ционарных термокапиллярных напряжений, реша-
лась с помощью преобразования Лапласа. Все фи-
зические свойства, кроме поверхностного натяже-
ния, предполагаются постояннымидля двух ньюто-
новских жидкостей; сила тяжести, а также конвек-
тивный перенос импульса и энергии отсутствова-
ли, т.е. задача решалась в пределе Re = 0 и Ma = 0.
Аналогичная задача решалась Галиндо и др. [20],
но с учетом влияния силы тяжести на каплю.

В работе Редникова и Рязанцева [21] исследо-
валось термокапиллярное движение капли одной
вязкой жидкости в другой при облучении капли с
одной стороны однородным по сечению плоскопа-
раллельным лучом света в отсутствии гравитации.
При решении задачи предполагалось, что излуче-
ние полностью поглощается на поверхности кап-
ли, окружающая каплю среда прозрачна, движение
капли является установившимся медленным вдоль
направления падающего излучения (малые чис-
ла Re) и конвективные эффекты незначительны
(малые числа Ma), кроме того, поверхность кап-
ли сохраняет сферическую форму. Все физические
характеристики жидкостей принимаются постоян-
ными, кроме поверхностного натяжения, которое
является линейной функцией температуры. Полу-
чена следующая формула скорости дрейфа капли:

u =
Ia

3(2µ+ 3µ̃)(2λ+ λ̃)
σ
′
T ,

где I — интенсивность падающего излучения. Из
последней формулы следует, что, поскольку для
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большинства жидкостей σ′T < 0, то капля будет
дрейфовать навстречу лучу.

Во всех рассмотренных выше работах предпо-
лагалось, что все физические характеристики жид-
костейпостоянны за исключениемповерхностного
натяжения, которое принималось линейной функ-
цией температуры. Гупало и др. в работе [22] про-
вели обобщение задачи о движении сферической
частицы (капли или пузырька) в вязкой жидкости
приналичии внешнегопостоянного градиента тем-
пературы для случая произвольной нелинейной
зависимости коэффициента поверхностного натя-
жения от температуры в предположении малости
чисел Re и Pe. Для скорости дрейфа капли получено
следующее выражение:

u(x) = − 3aλgradT
2(2µ+ 3µ̃)(2λ+ λ̃)

×

×
1∫
−1

σ
′
T(x, s)(1− s2)ds,

(8)

где x — координата на оси Ox (ось симметрии,
проходящая через центр капли параллельно внеш-
нему градиенту температуры, с началом отсче-
та в центра капли). В случае линейной зависимо-
сти поверхностного натяжения от температуры
получается формула (5). В частном случае квад-
ратичной зависимости поверхностного натяже-
ния от температуры (σ = σ0 + σ′′T(T − T0)

2/2, где
σ′′T = d2

σ/dT2 = const), характерной для водных
растворов высокомолекулярных спиртов, некото-
рых металлических сплавов и нематических кри-
сталлов, формула (8) принимает вид:

u(x) =
2σ′′Taλ(gradT)2(x∗ − x)

2(2µ+ 3µ̃)(2λ+ λ̃)
,

где x∗ = x0 + (T0 − T(x0))/(gradT). Из последней
формулы получается, что, вследствие нелинейной
зависимости σ(T), могут существовать состояния
равновесия (x = x∗ — плоскость равновесия, т.к. в
этой точке скорость дрейфа u = u(x∗) = 0), когда
центр масс капли покоится, а жидкость внутри и
вне движется стационарным образом. При этом в
случае σ′′T > 0 плоскость равновесия будет плоско-
стью притяжения, а равновесие — устойчивым; в
случае σ′′T < 0 плоскость равновесия будет плоско-
стью отталкивания, а равновесие — неустойчивым.
В работе [22] также проведен анализ изменения
формы капли, который показал, что при малых
числах Вебера (We = ρau2/σ0) в состоянии равно-
весия для σ′′T > 0 капля принимает вид эллипсоида
вращения, сплюснутого в направлении градиента
температуры, а в противоположном случае — рас-
тянутого в этом направлении.

Трипати и др. [23] изучали дрейф пузырька,
обусловленный плавучестью и термокапиллярно-
стью в трубе с неравномерно нагретыми стенками,
содержащей так называемую «самовосстанавли-
вающуюся жидкость» (self-rewetting fluid), в кото-
рой имеет место параболическая зависимость по-
верхностного натяжения от температуры T с четко
определенным минимумом:

σ = σ0 − β1(T − T1) + β2(T − T1)
2,

где введы обозначения β1 ≡ −σ′T |T1 и β2 ≡ σ′′T |T1 /2;
T1 — температура на дне трубы (z = 0). Температу-
ра меняется линейно в вертикальном направлении
z с постоянным градиентом γ = gradT:

T = T1 + γz.

Выведена следующая формула дрейфа пузырька:

u =
ρa2g
3µ

(
1 +

3
2
γβ1

ρag

[
1− 2β2

β1
(T∞(0)− T1)

])
,

где T∞(0) — температура на дне трубы вдали от
центра пузырька.

Баласубраманиам и Субраманиан в работе [24]
провели обобщение исследований своей рабо-
ты [17] для газовых пузырьков, на случай устойчи-
вого термокапиллярного движения сферической
капли в однородном градиенте температур для
больших чисел Марангони ( числа Рейнольдса так-
же должны быть большими). Скорость дрейфа кап-
ли определена равной

u =
4h(δ)Ma

λ(2 + 3µ̃/µ)2(1 + δ)2 ,

где δ =
√
κ̃/κ/(λ̃/λ), κ— коэффициент температу-

ропроводности среды; h(δ)— численная функция,
методика для вычисления которой представлена в
работе [24] (в табл. 1 представлены некоторые ее
значения). Показано, что для повышения темпера-
туры капли с постоянной скоростью при ее дрейфе
в более теплое окружение необходимо такое ко-
личество энергии внутри капли, которое создает
большой градиент температуры между поверхно-
стью капли и ее внутренней частью. Изменение
температуры по поверхности капли также большое
и приводит с ростом числаМарангони к линейному
увеличению скорости дрейфа капли.

Занг и др. [25] исследовали дрейф капли в рав-
номерном вертикальном градиенте температур
при совместном действии силы гравитации и тер-
мокапиллярной силы при малых значениях чис-
ла Ma и показали, что включение инерции имеет
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Таблица 1. Численные значения функции h(δ) [24]

δ h(δ)
0 0.00568
0.25 0.00611
0.5 0.00642
1 0.00683
5 0.00775
10 0.00798
∞ 0.00826

решающее значение в разработке асимптотическо-
го решения для температурного поля. Получено вы-
ражение для скорости дрейфа в результате асимп-
тотического разложения по числу Re:

u = u0 + u1Re+ o(Re),

где u0 определяется по формуле (4), а u1 —
с помощью

u1 =
Pr− 1− G(1 + µ̃/µ)(2 + λ̃/λ)

2(2 + 3µ̃/µ)(2 + λ̃/λ)
ga(ρ̃− ρ)

3σ′T |gradT| ,

где Pr = µ/(ρλ)— число Прандтля.
Чудхури и Райа Сехар [26] решали задачу тер-

мокапиллярного дрейфа вязкой капли в неодно-
родном поле температур, рассмотрев в частности
случаи равномерного/сдвигового потока при рав-
номерном распределении температуры/наличии
источника тепла. Тепловая задача решалась с уче-
том непрерывности полей температуры и пото-
ка; гидродинамическая задача была связана с теп-
ловой через термокапиллярные эффекты в гра-
ничных условиях. Отличительной особенностью
от предыдущих исследований здесь является вы-
ражение формул для сопротивления и крутяще-
го момента на капле в форме законов Факсена
(Faxén’s laws).

В отличие от авторов предыдущих работ, где
вязкость окружающей среды считалась постоянной
величиной, в работах [27,28] данная характеристи-
ка рассматривалась переменной. Баласубрамани-
ам [27] аналитически исследовал дрейф сфериче-
ского пузырька, вызванный как термокапилляр-
ной силой, так и силой плавучести, в случае, ко-
гда поверхностное натяжение и вязкость линейно
зависят от температуры, при больших числах Re
и постоянном градиенте температуры (сонаправ-
ленном или противоположно направленном силе
тяжести). Получено, что в случае, когда вязкость
является постоянной величиной (µ = const), а

число Бонда

Bo =
(ρ− ρ̃)ga

(−σ′T)gradT

отлично от нуля, скорость дрейфа пузырька опре-
деляется как

v∞0 =
1
3
− 1

8
ln 3± 1

9
Bo.

В последней формуле знак «+» используется, когда
ρ, ρ̃ и g таковы, что сила плавучести увеличивает
движение пузырька, а знак «–» в противном случае.
Когда вязкость линейно зависит от температуры:

µ(T) = µ0(T0) + µ
′
T(T − T0),

где µ0 — вязкость невозмущенной жидкости в
плоскости, перпендикулярной направлению дви-
жения, в которой находится центр пузырька (за-
висит от времени, т.к. температура в «контроль-
ном» месте для вязкости постоянно изменяет-
ся), и µ′T = dµ/dT ≡ const (обычно отрицательна
для жидкостей), то в квазистатическом приближе-
нии скорость дрейфа пузырька будет определяться
следующей формулой:

v∞0 =

1
3
− 1

8
ln 3± 1

9
Bo

1 +
3
2

K
agradT
µ0

µ
′
T

,

где K — константа, вычисленная численно при рас-
чете скорости рассеяния энергии вязкими силами,
которая получилась равной значению −0.326.

Премлата и др. [28] численно исследовали ди-
намику поднимающего пузырька в неограничен-
ной неподвижной вязко-стратифицированной сре-
де в случае, когда вязкость линейно возрастает в
вертикальном направлении, с помощью открытого
исходного кода для решения уравнений методом
конечного объема Gerris [29]. Для отслеживания
границы между двумя жидкостями использовался
методVolume of Fluid (VOF) с динамической адапта-
цией сетки, основанной на величине завихренно-
сти и положении границы раздела. Проведено срав-
нение численного метода при определении формы
пузырька и линий тока с экспериментальными ре-
зультатами Бхаги и Вебера [30]. Обнаружено, что
в среде с линейно возрастающей вязкостью при
определенных значениях параметров пузырь под-
вергается большой деформации, образуя удлинен-
ную юбку, которая стремится физически отделить
область следа от остальной окружающей жидкости.
Эта своеобразная динамика объясняется перено-
сом менее вязкой жидкости вслед за пузырьком,
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когда он поднимается. Таким образом создается
все больший контраст вязкости между жидкостью,
занятой в области следа, и окружающейжидкостью.
В среде с постоянной вязкостью такая динамика
не наблюдается.

Более подробно динамика всплытия пузырь-
ков в средах со стратифицированной вязкостью
представлена в обзорной работе Саху [31].

Отметим часть исследований, изучающих дви-
жение сферической частицы в вязкой жидкости, в
которой перепад температуры возникает между
поверхностью частицы и жидкости вдали от нее
за счет происходящей на поверхности химической
реакции, сопровождающейся выделением или по-
глощением тепла. Так, в работе Головина и Фоми-
ных [32] получено обобщение формулы Адамара–
Рыбчинского для силы сопротивления частицы
(твердой или жидкой капли) в случае ее стационар-
ного движения в несжимаемой жидкости, вязкость
которой экспоненциально зависит от температуры.
При этом предполагалось, что силы гравитации от-
сутствуют и теплопроводность поверхности выше
окружающей жидкости, что позволяло считать ее
изотермической. В работе Головина и др. [33] по-
казано, что учет баланса нормальных компонент
напряжений на поверхности раздела фаз приводит
к изменению формы капли при ее движении за
счет хемотермокапиллярного эффекта в нулевом
приближении по числу Рейнольдса.

В работе Малай [34] в стоксовом приближении
приводится теоретическое описание движения
равномерно нагретой сферической капли под дей-
ствием силы тяжести. Получены выражения, обоб-
щающие формулы Стокса и Адамара–Рыбчинского
на случай стационарного движения равномерно
нагретой твердой сферической частицы или кап-
ли в несжимаемой жидкости в поле силы тяжести
при произвольных перепадах температуры между
поверхностью частицы и областью вдали от нее. В
отличие от [32] данные выражения получены с уче-
том произвольной зависимости вязкости от темпе-
ратуры, представленной в виде экспоненциально-
степенного ряда:

µ = µ∞

(
1 +

∞

∑
n=1

Fn
γn

yn

)
exp(−Aγ/y),

где µ∞ = µ(T∞), T∞ — температура жидкости вда-
ли от частицы; Fn и A — постоянные, зависящие
от физических характеристик окружающей среды;
γ = (Ts−T∞)/t∞ —безразмерныйпараметр, харак-
теризующий перепад температуры между поверх-
ностью частицыи областью вдали от нее; Ts —сред-
няя температура поверхности; y = r/a — безраз-
мерная радиальная координата. Выведенная ско-

рость падения равномерно нагретой сферической
капли (аналог формулы Адамара–Рыбчинского)
воль оси z декартовой системы координат имеет
следующий вид:

u =
2
9

a2 ρ̃− ρ
µ∞ fµ

gnz,

где nz — единичный вектор, направленный вдоль
оси z; fµ—параметр, зависящийот вязкости, вывод
которого подробно представлен в работе [34]. В по-
следующих работах последняя формула была обоб-
щена на случаи неравномерно распределенных ис-
точников тепла [35] и обтекания капли в вязкой
неизотермической газообразной среде, внутри ко-
торой действуют равномерно распределенные ис-
точники (стоки) тепла постоянной мощности [36].

4. Численные методы расчета
скорости термокапиллярного
дрейфа пузырьков/капель
Как правило, аналитические решения дрейфа

капель/пузырьков в неоднородном поле темпера-
тур ограничиваются исследованиями задачи при
малых числах Re и/или Ma, поскольку при бо́льших
значениях данных параметров система уравнений
становится сильно нелинейной. В связи с этим в по-
следние два десятилетия множество исследований
посвящено численным методам решения данной
задачи. Так, в работе Уэлча [37] при исследовании
влияния деформации пузырьков на их термока-
пиллярный дрейф в условиях микрогравитации ис-
пользуется метод конечных объемов с возможно-
стью отслеживания границы раздела на движущей-
ся неструктурированной сетке. Показано, что при
росте капиллярного числа Ca, когда деформация
пузырьков также растет, скорость дрейфа пузырь-
ков непрерывно уменьшается, не достигая некото-
рого стационарного значения. Данный результат
отличается от результата работы [14], где получено,
что при деформации пузырька происходит умень-
шение стационарного значения скорости дрейфа.

Йин и др. [38] численно изучали термокапил-
лярный дрейф недеформируемых капель с по-
мощью конечно-разностной схемы отслеживания
фронта для различных значений Re и Ma, а также
отношений плотностей и удельных теплопровод-
ностей капель к сплошной среде. Получено, что
большие значения чисел Ма могут существенно
изменить распределение температуры на грани-
це раздела капли, что приводит к волнообразному
изменению скорости дрейфа капли; число Re внеш-
ней среды оказывает непосредственное влияние
на процесс дрейфа, но практически не влияет на
конечную скорость; число Re капли существенно
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влияет как на скорость, так и на процесс дрейфа.
Обсуждалось также влияние начальных условий
на теплокапиллярный дрейф. В последующей ра-
боте [39] проведено исследование термокапилляр-
ного дрейфа с большими числами Марангони (до
400) в отсутствии сил гравитации с помощьюновой
численной схемы для моделирования в длинных
резервуарах в очень короткой вычислительной об-
ласти. Получено, что большие числа Ma приводят
к более сложному процессу дрейфа капли и более
продолжительному установлению окончательной
стабильной скорости дрейфа. В данной статье так-
же проведено сравнение результатов расчета с экс-
периментами [40], которое показало хорошее ка-
чественное соответствие. Наблюдалось различие
между скоростью дрейфа в теоретическом анали-
зе, численном моделировании и космических экс-
периментах, что объяснялось разной продолжи-
тельностью установления устойчивого значения
данной скорости.

Брэди и др. [41] провели численное модели-
рование термокапиллярного дрейфа трехмерной
и осесимметричной капель в замкнутом аппара-
те (с холодной нижней и горячей верхней стен-
ками) с помощью уточненного сеточного метод
набора уровней (level-set grid method) для отсле-
живания границы раздела и учета малых дефор-
маций. Результаты сравниваются с теоретически
предсказанными скоростями термокапиллярного
дрейфа капель и измеренными скоростями дрей-
фа в экспериментах с микрогравитацией [40, 42].
Показано, что при больших числах Ma начальные
условия сильно влияют на решение задачи; квази-
стационарное поведение капли также существен-
но зависит от геометрии области (трехмерная или
осесимметричная).

В работе Ма и Боте [43] разработан числен-
ный метод прямого моделирования тепловых эф-
фектов Марангони на динамически деформируе-
мой границе раздела двухфазных несжимаемых
жидкостей на основе метода объема жидкости с
особым упором на численную обработку градиен-
та температуры поверхности. Рассмотрены термо-
капиллярный дрейф капли в окружающей среде
с линейным градиентом температуры, термока-
пиллярная конвекция в слое жидкости при линей-
ном градиенте температуры вдоль границы разде-
ла и конвекция Марангони из-за нестабильности
Бенара–Марангони.

Алхендал и др. в работе [44] численно моде-
лировали термокапиллярный дрейф изначально
сферических пузырьков, обусловленный постоян-
ным градиентом температуры в жидкой ограни-
ченной среде, для малых и средних (а в работе [45]

и для больших) чисел Рейнольдса и Марангони с
использованием трехмерной модели. Для отсле-
живания границы раздела жидкость–газ приме-
нялся метод VOF с использованием схемы геомет-
рической реконструкции, основанной на методе
кусочно–линейного расчета границы раздела [46],
для захвата границы раздела пузырьков. Резуль-
таты показали, что масштабированная скорость
пузырьков уменьшается с увеличением числа Ма-
рангони, что согласуется с результатами косми-
ческих экспериментов Канга и др. [47]. Кроме то-
го, на основе данных, полученных в численном
исследовании [45], было разработано выражение
для прогнозированиямасштабированной скорости
дрейфа пузырька.

В работе Самареха и др. [48] представлена чис-
ленная методика расчета термокапиллярного дви-
жения сферической деформируемой капли одной
жидкости в другой с переменным поверхностным
натяжением на основе параллельного трехмерного
метода VOF. Численные результаты сравнивались
с данными экспериментов, проведенных в отсут-
ствии гравитации [40]. Имеющееся расхождение
данных экспериментов и численного моделиро-
вания объяснялось следующим образом. Числен-
ные результаты являются чувствительными к на-
чальным данным, однако, из-за невозможности
измерения реального начального распределения
температуры внутри капли при моделировании ис-
пользовались идеализированные случаи линейно-
го распределения температуры или равномерного
профиля температуры внутри капли.

В работе Ву [49] исследовался нестационар-
ный процесс дрейфа термокапиллярных капель
при больших числах Рейнольдса и Марангони пу-
тем выявления неконсервативного интегрального
теплового потока через поверхность. В последую-
щей работе [50] добавлен также источник тепла в
каплю, чтобы сохранить интегральный тепловой
поток через поверхность как консервативный, по-
этому термокапиллярный дрейф капли при боль-
ших числах Рейнольдса и Марангони может дости-
гать квазистационарного процесса. В работе [51]
исследовался общий стационарный баланс импуль-
са и энергии при термокапиллярном дрейфе капли
при малых числах Рейнольдса и больших числах
Марангони, чтобы подтвердить квазистационар-
ное предположение о системе. Предполагалось, что
капля имеет небольшое осесимметричное откло-
нение от сферической формы. Сравнение с иссле-
дованиями [49] показало, что термокапиллярный
дрейф капли при больших числах Ма находится в
нестационарном состоянии для системы при лю-
бом числе Re. Качественное различие между ко-
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нечным термокапиллярным дрейфом капли при
малых числах Ма и миграцией при больших числах
Ма обусловлено эволюцией режима и интенсивно-
стью теплообмена в системе.

В работе Чжана и др. [52] проводились числен-
ные исследования термокапиллярных движений
капель и пузырьков под воздействием падающего
однородного теплового потока. Численная модель
основана на нестационарной двумерной осесим-
метричной модели и методе установки уровня (a
level set method). Обнаружено, что капля/пузырек
может самопроизвольно перемещаться под дей-
ствием теплового излучения из-за теплового ка-
пиллярного эффекта, движущую силу которого вы-
зывает перепад давления в средней области кап-
ли/пузырька. При низких числах Re скорость дрей-
фа зависит только от соотношений динамической
вязкости и теплопроводности, а при высоких чис-
лах — от соотношений плотности и теплоемко-
сти. При всех числах Рейнольдса с увеличением
разницы между динамической вязкостью или теп-
лопроводностью непрерывной и дискретной фаз
скорость дрейфа растет.

В работе Абу-аль-Сауда и др. [53] описана но-
вая численная схема для моделирования поверх-
ностного натяжения границы раздела капли, пред-
ставленного функцией установки уровня (a level-
set function), которая сохраняет импульс жидко-
сти и точно восстанавливает равновесие Лапла-
са. Утверждается, что переменное поверхностное
натяжение естественным образом учитывается в
схеме и получаются точные решения для термо-
капиллярных течений. Применение к распаду Ма-
рангони осесимметричной капли показывает, что
метод устойчив также в случае искажения формы
границы раздела.

5. Экспериментальные работы по
исследованию дрейфа пузырьков/
капель
Первой работой, в которой былипредставлены

результаты эксперимента по термокапиллярному
дрейфу пузырька, является работа Янга и др. [5].
Обнаружено, что сферические пузырьки малого
размера в чистой жидкости при наличии грави-
тационных сил могут оставаться неподвижными
или перемещаться вниз за счет достаточно силь-
ного отрицательного температурного градиента в
вертикальном направлении.

В работе Братухина и др. [54] проведено экспе-
риментальное исследование гравитационной теп-
ловой конвекции и термокапиллярного дрейфа
воздушных пузырьков в воде при температуре око-
ло 4◦C в вертикальной щели, подогреваемой сбо-

ку. Оценки, сделанные по результатам измерения
скорости конвекции, показали, что при gradT <
15 град/см искажения скорости термокапиллярно-
го дрейфа за счет действия поперечных сил лежат в
пределах погрешности эксперимента. Кроме того,
для предотвращения искажений результатов экс-
периментов, вызванных загрязнением воды, изме-
рения проводились в динамическом режиме, ко-
гда время образования пузырька не превышало
десятых долей секунды. Таким образом, в данных
областях параметров конвекция не оказывала су-
щественного влияния на дрейф. Эксперименталь-
но установлено, что в диапазоне параметров, где
побочные эффекты исключены, для оценки ско-
рости дрейфа возможно применение формулы (7)
для дрейфа пузырька в отсутствии силы тяжести
без учета внутреннего движения и в линейном по
числу Марангони приближении.

В работе Братухина и Зуева [55] теоретически
и экспериментально изучено движение воздушно-
го пузырька, обусловленное термокапиллярным
эффектом, в горизонтальной ячейке Хеле-Шоу, ко-
торая значительно ослабляет влияние побочных
эффектов, вызванных силой тяжести (сила Архи-
меда и гравитационная тепловая конвекция). По-
казано, что в однородном градиенте температу-
ры скорость термокапиллярного дрейфа пузырька
остается постоянной и определяется его диамет-
ром, величиной градиента температуры и физико–
химическими свойствами окружающей жидкости.
Определено наличие трех характерных областей
зависимости скорости термокапиллярного дрейфа
пузырька от его радиуса и формы пузырька, кото-
рые соответствуют различным значения отноше-
ния радиуса пузырька a к толщине слоя жидкости h:
при 2a < h пузырьки сферические и их скорость
растет с увеличением a; при 2a ≈ h пузырьки име-
ют форму круглого цилиндра, а их скорость резко
уменьшается с увеличением радиуса; при 2a � h
скорость дрейфа цилиндрических пузырьков воз-
растает по линейному закону.

В работе Баласубраманиама и др. [56] экспе-
риментально исследовалось движение одиночных
капель и пузырьков в силиконовом масле при на-
личии температурного градиента для небольших
чисел Марангони в условиях малой гравитации.
Они обнаружили, что в случае газовых пузырьков
нормированная скорость уменьшается с увеличе-
нием числа Марангони и в пределе больших Ma
приближается к теоретической асимптоте. Предва-
рительные эксперименты с парой капель показали,
что капля небольшого размера приводит к значи-
тельному падению градиента температуры и, как
следствие, значительно замедляет движение боль-
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шой, в то время, как она сама движется так, как
будто на нее практически не влияет присутствие
большой капли.

Хадланди др. [40] проводили экспериментыпо
термокапиллярному дрейфу воздушных пузырь-
ков и Fluorinert капель в силиконовом масле Dow-
Corning на борту космического корабля NASA «Ко-
лумбия» во время миссии «Науки о жизни и мик-
рогравитации». Данные эксперименты позволили
проводить измерения при больших числах Re и Ma.
Наблюдения в случае дрейфа пузырьков воздуха в
силиконовоммасле согласуются с численнымидан-
ными [57,58], а также подтверждают правильность
результатов асимптотической теории для больших
значений числа Марангони [17]. В случае капель
Fluorinert данные для небольших капель согласу-
ются с численными прогнозами [58] примерно до
значения Ma = 90. При более высоких значениях
числа Марангони отмечаются отклонения от чис-
ленных прогнозов: резко возрастает масштабиро-
ванная скорость. Обнаружено, что большиепузырь-
ки воздуха (с радиусом более 12 мм) при дрейфе
слегка деформируются по форме, превращаясь в
сплюснутые сфероиды, в то время, как деформа-
ция даже самых больших капель Fluorinert находит-
ся в пределах погрешности измерения их размера.

В экспериментах Братухина и др. [59] по изуче-
нию термокапиллярного дрейфа в растворах мета-
нола было обнаружено, что даже незначительная
добавка воды (∼10%) к чистому спирту при нали-
чии градиента температуры приводит к прекра-
щению движения пузырьков. Объясняется это тем,
что перераспределение поверхностно-активных
веществ на поверхности пузырька приводит к ком-
пенсации поверхностного натяжения, вызванного
тепловой неоднородностью. А поскольку характер-
ные диффузионные времена значительно превы-
шают времена тепловые, то основание для движе-
ния жидкости (т.е. неоднородность поверхностно-
го натяжения) исчезает.

В работе Канга и др. [47] представлены резуль-
таты бортового космического эксперимента по тер-
мокапиллярному дрейфу пузырьков в силиконо-
вом масле. Пузырьки воздуха впрыскивали в жид-
кость в том же направлении, что и постоянный гра-
диент температуры в жидкости. Число Марангони
в данных экспериментах было расширено до значе-
ний Ma = 9288. Получено, что масштабированная
скорость пузырьков уменьшается с увеличением
числа Ma, что согласуется с результатами преды-
дущих космических экспериментов и численного
моделирования [17,60].

6. Заключение
Анализ работ, представленных в данном об-

зоре, свидетельствует о значительном интересе
исследователей к рассматриваемой проблеме тер-
мокапиллярного дрейфа как пузырьков, так и ка-
пель в неоднородном температурном поле, а так-
же образованию пузырьковых кластеров в обла-
сти источников тепла. При этом следует отме-
тить и возрастающий интерес со стороны разра-
ботчиков новых технологий в различных отраслях
промышленности.

В ряде работ, наряду с неизбежным учетом
зависимости поверхностного натяжения от тем-
пературы, было рассмотрено влияние темпера-
турной зависимости коэффициента вязкости, что
дает новый импульс к продолжению исследова-
ний и развитию теории эффекта с учетом реоло-
гических и особенно термореологических свойств
рабочих сред.
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Thermocapillary migration of droplets and bubbles
in a viscous liquid (review)

Nasibullaeva E.Sh., Urmancheev S.F.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Investigation of the process of accumulation of gas bubbles in the aria of a heat source is, from a physical point
of view, quite interesting problem that leads to important conclusions for practical applications. The peculiarity of
the process under consideration is that the surface tension of the bubble changes in an alternating temperature
field, which, in turn, leads to the appearance of a flow in the boundary layer of the liquid. In the world scientific
literature, the discovery and description of the effect of gas bubble migration in the direction of the temperature
gradient is usually associated with the experimental work of Yang, Goldstein and Block (1959). Without diminishing
its significance, we note that the effect was first predicted in the theoretical work of Fedosov (1956) as a result of
solving the problem of the onset of a microflow of a liquid near plane and spherical interphase boundaries in the
presence of a temperature gradient. In both works, a significant factor in explaining the described phenomenon was
the dependence of surface tension on temperature. After some time, after which it was realized the need to take
into account the migration of not only bubbles, but also droplets, in inhomogeneous temperature fields in space
technologies, biomedical and other applications, there was a significant number of publications on this subject,
and this phenomenon was called thermocapillary migration. This review is devoted to the analysis of the main, in
the opinion of the authors of the article, results of experimental, theoretical and applied research to establish the
mechanism of migration bubbles and drops in temperature gradient fields. In most works, it is assumed that there is
no dependence of the physical properties of a liquid, except for surface tension, on temperature. There are only a few
studies where the influence of the temperature dependence of the viscosity coefficient was considered, which gives a
new impetus to the continuation of research and the development of the theory of the effect, taking into account the
thermorheological properties of working media.

Keywords: Newtonian fluid, bubble, drop, thermocapillary migration, droplet/bubble migration velocity, temperature
gradient, surface tension
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Влияние синерезиса водной пены на скорость
распространения ударной волны1

Гайнуллина Э.Ф.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Выполнено численное моделирование распространения сферического ударного импульса в водной пене с объем-
ным водосодержанием α10 = 0.0083 в соответствии с литературными экспериментальными данными по взрыву
взрывчатого вещества в водной пене. Используется допущение о разрушении пенной структуры ударной волной,
что приводит к преобразованию пены в монодисперсную газокапельную смесь. Система уравнений двухфазной
газокапельной модели водной пены включает законы сохранения массы, импульса, энергии каждой фазы и
уравнение динамики объемного водосодержания в однодавленческом, двухскоростном, двухтемпературном
приближениях в трехмерной постановке и учитывает силы межфазного сопротивления Шиллера–Наумана, меж-
фазный контактный теплообмен Ранца–Маршалла и влияние синерезиса пены на начальное распределение ее
объемного водосодержания. Реалистические уравнения состояния в форме Пенга–Робинсона и Ми–Грюнайзена
использованы при описании термодинамических свойств воздуха и воды, составляющих газокапельную смесь.
Численное моделирование рассматриваемых процессов выполнено в открытом программном комплексе вы-
числительной гидродинамики OpenFOAM методом контрольных объемов на основе итеративного двухшагового
алгоритма PIMPLE. Проведен анализ влияния синерезиса пены на динамику ударного импульса в водной пене.
Установлено, что неравномерное распределение объемного содержания воды в пене, обусловленное ее осаждени-
ем под действием силы тяжести, приводит к увеличению скорости ударного импульса в верхних слоях пены. При
сравнительном анализе численных решений и экспериментальных данных в местоположениях датчиков показана
важность учета явлений синерезиса при моделировании динамики ударной волны в водной пене. Достоверность
расчетов по предлагаемой модели подтверждена их согласованием с экспериментальными данными.

Ключевые слова: сферический взрыв, ударная волна, водная пена, пакет OpenFOAM, численное моделирование

1. Введение
Теоретические и экспериментальные иссле-

дования ударных волн (УВ) в водных пенах важ-
ны для изучения процессов, влияющих на демп-
фирующие свойства газожидкостных смесей. Сни-
жение интенсивности УВ водными пенами, осу-
ществляемое за счет высокой сжимаемости пен-
ных структур, может быть использовано в раз-
личных отраслях промышленности для защиты
производственных объектов от высокоэнергети-
ческого воздействия и обеспечения безопасности
технологических процессов.

1Работа выполнена при финансовой поддержке средствами
государственного бюджета по госзаданию 0246–2019–0052.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Гайнуллина Э.Ф.

Способности водных пен снижать основные
параметры УВ были исследованы эксперименталь-
но в работах [1–3], в которых показано, что приме-
нение пенных преград снижает амплитуду ударно-
го импульса на порядок по сравнению с газом.

В [4,5] теоретически изучены пространствен-
ные эффекты, сопровождающие взаимодействие
воздушных ударно-волновых импульсов с прегра-
дами из водных пен.

Численное моделирование взрыва взрывчато-
го вещества (ВВ) в пене с использованием одно-
скоростной смесевой модели, учитывающей кон-
тактный теплообмен между фазами и особенности
дисперсной среды, проведено в работе [6]. Динами-
ка сферического взрыва в пене, соответствующего
экспериментам [3], численно исследована в [7,8] на
основе одномерной односкоростной модели газо-

http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.126
http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.126
https://doi.org/10.21662/mfs2020.3.126
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капельной смесиметодом сквозного счета с учетом
псевдовязкости Неймана–Рихтмайера, в [9,10] — с
применением трехмерной двухскоростной моде-
ли водной пены, учитывающей межфазные силы,
тепловую релаксацию фаз и влияние процесса си-
нерезиса (осаждения) пены, численно реализован-
ной методом контрольных объемов в программ-
ном комплексе OpenFOAM.

В настоящем исследовании проведено изуче-
ние волновых течений, возникающих при сфери-
ческом взрыве в водной пене, с более детальным,
по сравнению с [9,10], анализом влияния гравита-
ционных сил на динамику УВ в пенной среде.

2. Уравнения модели
Приописании воднойпеныиспользуется пред-

положение о разрушении ее структуры ударным
импульсом с формированием взвеси микрокапель
диаметра d10 = 30 мкм [6] в газе за фронтом силь-
ной УВ. Система модельных уравнений газокапель-
ной средывключает уравнениянеразрывности, им-
пульса, энергии каждой фазы и уравнение дина-
мики объемного водосодержания в соответствии с
однодавленческим, двухскоростным, двухтемпера-
турным приближениями для газожидкостной сме-
си в двумерной осесимметричной постановке [11].

• Закон сохранения массы фаз:

∂(αiρi)

∂t
+ div(αiρi~vi) = 0, (1)

где αi —объемное содержание; ρi —плотность;
~vi — вектор скорости; t — время; i, j = 1, 2 —
обозначения жидкой и газовой фаз.

• Закон сохранения импульса фаз:

∂(αiρi~vi)

∂t
+ div(αiρi~vi~vi) =

= −αi∇p + div(αi~τi) + ~Fi,
(2)

где div(αiρi~vi~vi)— вектор–дивергенция пары
векторов [11]; p — давление; тензор вязких
напряжений~τi и плотность межфазных сил ~Fi
имеют вид:

~τi = µi(∇~vi +∇~vi
T)− 2

3
(µi div~vi)I,

~Fi = ~Fi,drag + ~Fi,vm.

Здесь µi —динамическая вязкость; I —единич-
ный тензор; ~Fi,drag — сила межфазного сопро-
тивления, определяемая моделью Шиллера–
Наумана [12]:

~Fi,drag =
3
4
α1CD

ρ2

d10
(~vi − ~vj)|~vi − ~vj|;

~Fi,vm — сила присоединенных масс:

~Fi,vm = 0.5α1ρ2

(
di~vi
dt
−

dj~vj

dt

)
.

Коэффициент CD в выражении силы меж-
фазного сопротивления зависит от парамет-
ра cs(α10), определяющего влияние синере-
зиса пены на интенсивность межфазного
взаимодействия [9,10]:

CD =
cs(α10)(1 + 0.15 Re0.687)

Re
, Re61000. (3)

• Закон сохранения энергии фаз:

∂(αiρi(ei + Ki))

∂t
+ div(αiρi(ei + Ki)~vi) =

= −p
∂αi
∂t
− div(αi~vi p)+

+div(αiγi
cp,i
cV,i
∇hi) + Kht(Tj − Ti),

(4)

где ei, Ki — внутренняя и кинетическая энер-
гии; γi — температуропроводность; cp,i, cV,i —
удельные теплоемкости при постоянном
давлении и объеме; hi — энтальпия; Ti —
температура.
Коэффициент теплообмена Kht определен со-
гласно модели Ранца–Маршалла [13]:

Kht =
κ2 Nu

d10
, Nu = 2 + 0.6 Re1/2 Pr1/3,

где κ2 — теплопроводность газа; Nu, Re, Pr —
числа Нуссельта, Рейнольдса и Прандтля.

• Уравнение динамики содержания воды в пене:

∂α1

∂t
+ div(α1(α1~v1 + α2~v2))+

+div (α1α2(~v1 −~v2))− α1div(α1~v1+

+α2~v2) = α1α2

(
1
ρ2

dρ2

dt
− 1
ρ1

dρ1

dt

)
,

(5)

где α1 + α2 = 1.

• Уравнение состояния газа в форме Пенга–
Робинсона [14]:

p =
RT2

Vm − b
− a(T2)

Vm(Vm + b) + b(Vm − b)
, (6)

в котором

a = 0.45724
R2Tc

2

pc
λ(Tr,ω), b = 0.07780

RTc

pc
,

λ = (1 + θ(1− T0.5
r ))2, Tr =

T2

Tc
,

θ = 0.37464 + 1.54226ω− 0.26992ω2,



2020. Т. 15. №3-4 161

где R — универсальная газовая постоянная;
Vm — молярный объем; Tc, pc — критические
значения температуры и давления для возду-
ха; ω— ацентрический фактор.

• Широкодиапазонное уравнение состояния во-
ды [15] в форме Ми–Грюнайзена с упругим по-
тенциалом типа Борна–Майера:

p = p(p) + p(T), e = e(p) + e(T), (7)

где

p(p)(ρ)=A
(
ρ

ρ0

)−β+1
exp

[
b

(
1−
(
ρ

ρ0

)−β)]
−

−K
(
ρ

ρ0

)ξ+1
, ρ =

1
V

,

e(p)(ρ) =
∫ ρ

ρ∗

p(p)(ρ)

ρ2 dρ =

=
A
βρ0b

exp

[
b

(
1−
(
ρ

ρ0

)−β)]
− K
ξρ0

(
ρ

ρ0

)ξ
+e∗,

ξV(ρ)

ρ
= Γ(ρ)cV .

Константа интегрирования e∗ обеспечивает
выполнение условий e(p)(ρ∗) = 0, p(p)(ρ∗) = 0.

3. Постановка задачи и анализ
результатов
Рассматривается задача о воздействии УВ на

водную пену для условий экспериментов по сфери-
ческому взрыву ВВ в пенной среде, подробно опи-
санных в [3]. Схема экспериментальной установки
изображена на рис. 1: в цилиндрическом сосуде, за-
полненном водной пеной с начальным объемным
водосодержанием α10 = 0.0083, происходит дето-
нация ВВ PLANP (масса заряда 145 г). Параметры
сильной УВ, инициированной взрывом, измеря-
лись датчиками, расположенными на расстояниях
l1 = 0.41, l2 = 0.53, l3 = 0.67 и l4 = 0.93 м от его
центра.

В соответствии с экспериментом [3] (рис. 1)
расчетная область исследуемой задачи представ-
ляет собой цилиндр радиусом 2 м, заполненный
водной пеной. Приформировании начальных усло-
вий поставленной задачи предварительно учиты-
вается процесс синерезиса, который определяется
временным интервалом ∆t ≈ 10 мин от момента
заливки пены до инициирования взрыва. В настоя-
щей работе предполагается, что распределение α10
по мере увеличения высоты варьируется от 0.0083

Рис. 1. Схема эксперимента: 1–4 —местоположения
датчиков давления

до 0.001, что показано изменением насыщенности
синего цвета на рис. 1.

В центре расчетной области задается импульс
давления, моделирующий взрыв:

p(x, y, z) = p0 + ∆pe−(x2+y2+z2)/a2
,

где ∆p = 3000 МПа, p0 = 0.1 МПа, a = 0.035 м.
Центр взрыва изолирован сферой радиусом

0.04 м с граничным условием жесткой стенки на
ее поверхности с целью повышения устойчивости
расчетов. Система уравнений (1)–(7) была числен-
но реализована методом контрольных объемов в
новом решателе, созданном автором в открытом
пакете OpenFOAM, с использованием алгоритма
PIMPLE.

Сравнительный анализ расчетов и экспери-
ментальных данных [3] в местоположении датчи-
ков 1–4 показан на рис. 2. Численные решения с
учетомибез учета явлений синерезиса обозначены
линиями черного и синего цвета соответственно,
данные экспериментов [3] — линией красного цве-
та. На графиках видно, что расчетная динамика
УВ, фиксируемая датчиками 1 и 2, имеет двухвол-
новую структуру и согласуется с эксперименталь-
ными осцилограммами давлений по скорости и
амплитуде ударного импульса. Процесс синерези-
са пены сопровождается увеличением объемного
газосодержания в ее верхних слоях за счет переме-
щения жидкой фракции пены вниз под действием
гравитационных сил. Неравномерное по высоте
распределение объемного водосодержания влия-
ет на скорость распространения УВ в пенной сре-
де: с увеличением высоты пена становится менее
плотной, а скорость ударного импульса в верти-
кальном направлении увеличивается, что сильнее
всего проявляется на датчике 4, расположенном
выше остальных.

Динамика сферического ударно-волнового им-
пульса в водной пене показана на рис. 3 в виде
расчетных пространственных распределений дав-
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Рис. 2. Результаты расчетов динамики импульса дав-
ления в пене для датчиков, расположенных
на расстоянии l1 = 0.41, l2 = 0.53, l3 = 0.67,
l4 = 0.93 м от центра взрыва, 1 — с учетом и
2 — без учета процесса синерезиса, 3 — экс-
периментальные данные [3]

ления (а) и векторных полей скоростей (б) в ука-
занные моменты времени. Снижение объемного
водосодержания в верхних слоях пены в процес-
се ее синерезиса приводит к ускорению движе-
ния ударного импульса в вертикальном направ-
лении до ≈ 100 м/с (t = 2 мс, рис. 3(б)). По ме-
ре распространения УВ в центре взрыва формиру-
ется область низких давлений и малых скоростей
(t = 2.5 мс), которая со временем расширяется (см.
рис. 3 при t = 3 мс, t = 3.5 мс). В окрестности
этой зоны происходит смена направления потока
к центру взрыва. Описанный процесс показан на
рис. 3(б) при t = 2.5 мс. Дальнейшее отражение
волн разрежения от центра симметрии приводит
к образованию второй волны сжатия амплитудой
≈ 1.1 бар (t = 3 мс, рис. 3(а)), распространяющей-
ся со скоростью ≈ 20 м/с вслед за основной УВ
(t = 3 мс, рис. 3(б)). В местоположении датчиков 3
и 4 (t = 3 мс, рис. 3(б)) сохраняется локальная зона
высоких скоростей, что ускоряет движение фронта
УВ в вертикальном направлении.

4. Заключение
Численно исследована эволюция сферическо-

го взрыва в водной пене, моделируемого в соот-
ветствии с данными экспериментов [3]. Простран-

ственная математическая модель, используемая
для описания динамики УВ в водной пене, учиты-
вает силы межфазного взаимодействия, контакт-
ный теплообмен и влияние осаждения водной пе-
ны под гравитационным воздействием на началь-
ное распределение объемного содержания воды
в пенной среде. Численная реализация предлага-
емой модели выполнена в открытом программ-
ном комплексе OpenFOAM. Исследованы особенно-
сти структуры формирующегося ударно-волнового
течения. Показано, что снижение объемного со-
держания воды в верхних слоях пены в процессе
ее синерезиса сопровождается увеличением ско-
рости УВ в вертикальном направлении. Установ-
лено наилучшее согласование расчетов при учете
процесса синерезиса пены с экспериментальными
данными [3].

Автор работы выражает искреннюю благо-
дарность научному руководителю д.ф.–м.н. Раисе
Хакимовне Болотновой за ценные советы и по-
мощь в постановке и решении задачи.
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Influence of aqueous foam syneresis on the shock wave
propagation velocity

Gainullina E.F.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Numerical simulation of the spherical shock pulse propagation in aqueous foam with volumetric liquid fraction of
0.0083 has been carried out in accordance with the published experimental data on the explosion of HE in aqueous
foam. The assumption is used that the foam structure is destroyed by the shock wave, which leads to the transformation
of the foam into a monodisperse gas-droplet mixture. The system of equations for the two-phase gas-droplet model
of aqueous foam includes the laws of conservation of mass, momentum, energy for each phase and the equation for
the dynamics of the volumetric liquid fraction in a single-pressure, two-velocity, two-temperature approximations
in a three-dimensional formulation and takes into account the forces of the Schiller-Naumann interfacial drag, the
Ranz-Marshall interphase contact heat exchange and the effect of foam syneresis on the initial distribution of its
volumetric liquid fraction. Realistic equations of state in the form of Peng-Robinson and Mie-Gruneisen are used to
describe the thermodynamic properties of air and water that make up a gas-droplet mixture. Numerical modeling of
the processes under consideration was carried out in the open software of computational fluid dynamics OpenFOAM
using the finite volume method based on the iterative two-step PIMPLE algorithm. The analysis of the effect of foam
syneresis on the dynamics of shock pulse in aqueous foam is given. It was found that the uneven distribution of
the liquid fraction in the foam, caused by its sedimentation under the gravity, leads to the increase in the shock
pulse velocity in upper layers of the foam. In comparative analysis of numerical solutions and experimental data at
sensor locations, the importance of taking into account syneresis phenomena in modeling the dynamics of shock
wave in aqueous foam is shown. The reliability of calculations obtained by the proposed model is confirmed by their
agreement with experimental data.

Keywords: spherical explosion, shock wave, aqueous foam, OpenFOAM package, numerical modeling
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Моделирование выноса жидкости глушения после
запуска нефтедобывающей скважины

Топольников А.С.

Уфимский государственный нефтяной технический университет, Уфа

В работе представлены результаты математического моделирования процесса запуска и вывода на режим нефте-
добывающей скважины, в которую на этапе проведения ремонта была закачана жидкость глушения. После запуска
электроцентробежного насоса происходит снижение давления на забое и инициируется приток пластовой жид-
кости. В результате в скважине образуется многокомпонентная смесь, состоящая из нефти, попутно-добываемой
воды, жидкости глушения и свободного газа, выделяющегося из нефти при ее разгазировании, которая откачива-
ется насосом в направлении устья. Поскольку характеристики насоса при прокачке им жидкости с изменяющейся
плотностью варьируются, то для обеспечения стабильного режима его работы необходимо регулировать скорость
вращения вала насоса. В работе эта задача решается для различных соотношений плотностей жидкости глушения
и пластового флюида на основе математического моделирования течения многофазного потока в элементах
скважины и насосе. В качестве математической модели применяется одномерная квазистационарная модель в
приближении дрейфа для описания относительного движения компонентов, которая хорошо зарекомендовала
себя при моделировании нестационарных процессов в скважинах, длящихся несколько суток. Приводится срав-
нение расчетных параметров с промысловыми данными. Показано, что от соотношения плотностей жидкости
глушения и пластового флюида и объема жидкости глушения зависит скорость ее выноса на поверхность и
вероятность остановки насоса из-за срыва подачи по напору. Установлено, что на основе мониторинга изменения
параметров электроцентробежного насоса во времени c помощью математического моделирования можно
оптимизировать вывод скважины на режим. Это позволит избежать остановок из-за срывов подачи по напору и
сократить затраты электроэнергии.

Ключевые слова: многофазный поток, нестационарное течение, нефтедобывающая скважина

1. Введение
Вывод скважины на режим — период времени

с момента кнопочного запуска насоса и начала дви-
жения флюида в скважине до момента достижения
установившегося режима работы — является важ-
ным этапом в жизни скважины и спущенной в нее
установки электроцентробежного насоса (УЭЦН).
От того, насколько удачно пройдет процесс вывода
на режим, зависит срок эксплуатации оборудова-
ния и вероятность проведения корректирующих
геолого-технических мероприятий.

В процессе ремонта скважины, предшеству-
ющего выводу на режим, часто приходится при-
бегать к операции глушения. Она заключается

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Топольников А.С.

в закачке в скважину технологической жидко-
сти, обычно с плотностью, превышающей плот-
ность пластовой жидкости, с целью компенса-
ции силы пластового давления. При высоком
пластовом давлении на остановленной скважине
может происходить самопроизвольный излив
жидкости на устье и для того, чтобы этого не
происходило, вес столба жидкости искусственно
утяжеляют за счет жидкости глушения.

Особенностью вывода на режим заглушенных
скважин является то, что в процессе отбора про-
дукции сначала на устье в основном выносится
жидкость глушения, и только потом начинается
добыча пластового флюида, состоящего из нефти,
попутно-добываемой воды и газа, выделяющегося
из нефти, где он в пластовых условиях находит-
ся в растворенном состоянии. При этом, если речь
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идет о наиболее распространенной сегодня добыче
с помощью электроцентробежных насосов (ЭЦН),
следует понимать, что напорная характеристика
последних весьма чувствительна к плотности пере-
качиваемого флюида. При одинаковом расходе на
чистой нефти напор ЭЦН на 10–20 % выше, чем на
пластовой воде, и на 30–40% выше, чем на тяжелой
жидкости глушения. Это может напрямую повли-
ять на работу насоса: при недостаточном напоре
произойдет срыв подачи по напору, а при избыточ-
ном насос быстро откачает уровень из затрубного
пространства скважины и произойдет срыв подачи
по уровню. В обоих случаях последует остановка
скважины, что является нежелательным событием
во время вывода на режим.

Во избежании риска остановок из-за изме-
нения полезного напора насоса под влиянием
переменной плотности откачиваемой жидкости
необходима адаптация частоты питающего напря-
жения погружного электродвигателя (ПЭД), осу-
ществляющего вращение вала, на котором распо-
лагаются рабочие колеса ЭЦН. Такая адаптация
возможна только при наличии алгоритма опера-
тивного мониторинга параметров скважины, ос-
нованного на моделировании течения нестацио-
нарного потока и, в частности, выноса жидкости
глушения из скважины.

За основу математической модели для описа-
ния многофазного потока в элементах скважины
(обсадная колонна, насосно-компрессорные тру-
бы (НКТ), затрубное пространство между обсадной
колонной и НКТ) взята система уравнений, при-
веденная в работах [1, 2]. Она состоит из диффе-
ренциальных уравнений, описывающих законы со-
хранения массы компонентов и количества дви-
жения смеси в целом в одномерной постановке,
записанных в квазистационарном приближении.
Квазистационарное приближение для описания
нестационарного потока состоит в том, что на каж-
дом временном шаге распределения параметров в
скважине находятся в приближении мгновенного
установления стационарного течения среды. Та-
кое приближение, как показано в работах [2,3], до-
пустимо, если характерное время изменения па-
раметров в скважине исчисляется десятками ми-
нут и более. При этом скорость расчетов по квази-
стационарной модели значительно выше, чем при
использовании нестационарной.

Поскольку в работе акцент делается на модели-
ровании выноса жидкости глушения из скважины,
то имеющаяся система дифференциальных урав-
нений для описания трехкомпонентного течения
(нефть, вода, газ) обобщается на случай присут-
ствия четвертой компоненты — жидкости глуше-

ния. Пласт при этом моделируется с помощью эм-
пирической корреляции типа Вогеля с перемен-
ным коэффициентом продуктивности для учета
нестационарных процессов, протекающих в пла-
сте, а насос — с помощью паспортной расходно-
напорной характеристики (РХН).

В настоящей работе приводится решение двух
модельных задач, связанных с выносом жидкости
глушения при выводе скважины на режим. В пер-
вой задаче исследуется влияниеизмененияплотно-
сти флюида, проходящего через насос, на парамет-
ры скважины. Анализируется зависимость скоро-
сти выноса жидкости глушения из скважины и рис-
ка остановки насоса из-за срыва подачи по напору
от соотношения плотностей жидкости глушения
и скважинной жидкости. Приводится сравнение
с промысловыми данными. Вторая задача посвя-
щена поиску оптимального алгоритма настройки
частоты вращения валаПЭДдля снижения влияния
изменения состава скважинного флюида во время
вывода на режим. Алгоритм подбирается исходя
из минимизации рисков остановки скважины из-
за срыва подачи и стабилизации энергетических
параметров насосной установки.

2. Математическая модель
Математическая модель для описания процес-

са вывода скважины на установившийся режим
включает в себя три взаимосвязанные подмоде-
ли: модель притока жидкости из пласта, модель
течения многофазного потока в трубных элемен-
тах скважины и модель насосного оборудования.

В пласте сразу после запуска скважиныначина-
ется перераспределение поля давлений: при вклю-
чении насоса он начинает интенсивно отбирать
жидкость не только из затрубного пространства
скважины, но и из обсадной колонны. В результате
давление на забое и в околоскважинной области
снижается и начинается фильтрация жидкости в
пласте от переферии к перфорационным отвер-
стиям скважины. Поскольку, в общем случае, те-
чение в пласте может быть достаточно сложным
(это связано с особенностями заканчивания сква-
жин, наличием трещин гидроразрыва пласта и про-
чими факторами), а число влияющих параметров
велико, то моделирование притока из пласта рис-
кует превратиться в отдельную задачу, требующую
больших вычислительных затрат. В то же время
наличие промысловых замеров дебита жидкости
и давления в скважине позволяет применить бо-
лее простые эмпирические корреляции, парамет-
ры которых могут быть адаптированы на замер-
ные данные. В работе применяется именно такой
подход. Связь притока из пласта и забойного дав-
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ления при условии, что давление насыщения мень-
ше пластового давления, выражается с помощью
корреляции Вогеля:

Ql = wcQw + (1 − wc)Qo,

Qw = Kpr

(
pres − pw f

)
,

Qo = Kpr

(
pres − pbp

)
+

Kpr pw f

1.8
×

×
(

1 − 0.2
( pw f

pres

)
− 0.8

( pw f

pres

)2
)

,

pw f < pbp, Qo =Kpr

(
pres−pw f

)
, pw f > pbp.

(1)

Здесь Ql, Qw, Qo — дебиты жидкости, воды и неф-
ти соответственно, приведенные к поверхностным
условиям (м3/сут); wc— объемная доля воды в жид-
кости; pw f , pbp и pres — забойное давление, давле-
ние насыщения нефти газом и пластовое давление
(МПа); Kpr — коэффициент продуктивности сква-
жины (м3/(сут·МПа)), который в общем случае яв-
ляется функцией от времени t (с):

Kpr = K0 + (K1 − K0) exp (−K2t) ,

где K0 (м3/(сут·МПа)), K1 (м3/(сут·МПа)), K2 (c−1) —
константы, выбираемые из условия наилучшей ап-
проксимации промысловых данных для рассмат-
риваемой скважины.

Для описания течения многофазного потока в
элементах скважины используются приближения
об одномерности течения и равенства скоростей
воды и нефти в составе скважинной жидкости. Си-
стема дифференциальных уравнений для нестаци-
онарной модели выглядит следующим образом:

∂

∂t
(
αgρg

)
+

∂

∂x
(
αgρgug

)
= Γog, (2)

∂

∂t
(nρs) +

∂

∂x
(nρsus) = 0, (3)

∂
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∂
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ρlul

)
= −Γog,

(4)

∂
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αgρgug + nρsus + (1 − n − αg)ρlul

)
+

∂

∂x

(
αgρgu2

g + nρsu2
s + (1 − n − αg)ρlu2

l

)
= −∂p

∂x
− τS

A
− ρg cos θ,

(5)

ρcv

(
∂T
∂t

+ u
∂T
∂x

)
=

∂

∂x

(
λ

∂T
∂x

)
+ q, (6)

где x—пространственная координата вдоль ствола
скважины (м); αg — объемное содержание газа в
сечении трубы; ρg, ρl = wcρw + (1 − wc)ρo, ρw, ρo,
ρs, ρ = αgρg + nρs +(1− n−αg)ρl —плотности газа,
пластовойжидкости, воды, нефти, жидкости глуше-
ния и смеси соответственно (кг/(м3)); n—объемное
содержание жидкости глушения в смеси; ug, ul, us,
u = αgug + nus + (1 − n − αg)ul — скорости движе-
ния газа, пластовой жидкости, жидкости глушения
и смеси (м/с), которые связаны соотношениями:

ug = u + u∞g, us = ul + u∞s,

где u∞g рассчитывается в зависимости от режима
течения (пузырьковый–снарядный, ламинарный–
турбулентный) [4], а u∞s = 10−4(ρs − ρl) является
линейной функцией от разности плотностей жид-
кости глушения и пластовой жидкости;

Γog = −ρg0
∂

∂x
((

1 − αg − n
)
(1 − wc) ul Rs

)
— массовый приток за счет выделения газа из неф-
ти при снижении давления (кг/(м3·с)); ρg0 — плот-
ность газа при нормальных условиях (кг/м3); Rs —
растворимость газа в нефти; p и T — давление (Па)
и температура смеси (oC); S и A — периметр (м) и
площадь (м2) поперечного сечения трубного эле-
мента; τ = 1/2 fρu — касательное напряжение на
стенке трубы для смеси в целом (Па), которое зада-
ется через переменный коэффициент f гидравли-
ческого трения потока о стенки трубы, зависящий
от режима потока [4]; θ— угол наклона к вертика-
ли; cv и λ — коэффициенты удельной теплоемко-
сти (Дж/(кг·oC)) и теплопроводности (Дж/(кг·м·oC))
смеси; q — приток тепла за счет внешнего тепло-
обмена (Дж/(кг·м2)), являющийся функцией от эф-
фективного диаметра трубного канала, перепада
температур в потоке и на границе трубы, коэффи-
циентов теплопроводности и теплопереноса [5].
Система уравнений (2)–(6) замыкается уравнени-
ями состояния и корреляциями для параметров
газожидкостной смеси [4].

Начальные условия имеют вид:

αg(x, 0) = α0
g(x), n(x, 0) = n0(x), ul(x, 0) = 0,

p(x, 0) = p0(x), T(x, 0) = T0(x),
x1k 6 x 6 x2k, k = 1, 2, 3,

где α0
g(x), n0(x), p0(x) и T0(x)— начальные распре-

деления объемного содержания газа, жидкости глу-
шения, давления и температуры в элементах сква-
жины (обсадная колонная (k = 1), НКТ (k = 2), за-
трубное пространство (k = 3)). При этом обсадная
колонна (x11 = −Hres, x21 = −Htub) всегда запол-
нена жидкостью (пластовой или глушения), в НКТ
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(x12 = −Htub, x22 = −H∗
dyn) в начальный момент

времени может находиться газовая шапка, кото-
рая вскоре после запуска насоса выдавливается на
поверхность (H∗

dyn = 0), а в затрубном простран-
стве (x13 = −Htub, x23 = −Hdyn) в течение всего
времени вывода на режим находится смесь пласто-
вой жидкости, газа и жидкости глушения, которая
постепенно перемещается к приему насоса.

Граничные условия в рассматриваемой задаче
задаются в четырех сечениях:

• на забое скважины из уравнения притока вы-
числяется переменная во времени скорость
жидкости ul(−Hres, t), из уравнения состояния
нефти и функции газосодержания определя-
ется объемная доля газа в смеси αg(−Hres, t),
которая также является переменной, объем-
ная доля жидкости глушения n(−Hres, t) зада-
ется в виде дискретной функции, принимаю-
щей значения 1, если частьжидкости глушения
находится в призабойной зоне (когда объем
жидкости глушения больше объема скважины),
и 0, если с забоя поступает только пластовая
жидкость, температура поддерживается рав-
ной пластовой температуре T(−Hres, t) = Tres;

• на устье скважины задается постоянное буфер-
ное давление p(−H∗

dyn, t) = pbu f ;

• на границе уровня жидкости в затрубном про-
странстве задается постоянное затрубное дав-
ление p(−Hdyn, t) = pan;

• на приеме насоса задается условие непрерыв-
ности давлений и потоков смеси в каждом из
трубных элементов скважины.

Положения подвижных границ жидкости в
НКТ H∗

dyn и затрубном пространстве Hdyn вычис-
ляются из законов сохранения массы жидкости.
Так, например, скорость изменения динамическо-
го уровня согласно [2] вычисляется по формуле:

∂Hdyn

∂t
=−

 t∫
0

(
1−αg3(−Htub, t)

)
ul3(−Htub, t)dt−

−
−Hdyn∫
−Htub

(
αg(x, t)−αg(x, 0)

)
dx

/−Hdyn∫
−Htub

(
1−αg(x, t)

)
dx,

где αg3(−Htub, t) и ul3(−Htub, t) — объемная доля
газа и скорость жидкости на входе в затрубное
пространство.

Третья составляющая математической модели
скважины — это модель насосного оборудования.
Поскольку линейные размеры ЭЦН и электродвига-
теля малы по сравнению с длиной обсадной колон-
ны и НКТ, то будем ими пренебрегать. При таком

упрощении двигатель и насос будут располагать-
ся на глубине x = −Htub − ε и x = −Htub + ε, где
ε� 1, и представлять собой две поверхности раз-
рыва, на которых будутменяться скачкомдавление
(в случае насоса) и температура (в случае насоса и
электродвигателя).

Перепад давлений в ЭЦН определяется с уче-
том его РХН на технической воде H = H(Q) по
формуле

∆p = ρgH(Q)Kdegr

(
F
F0

)2
, (7)

где F и F0 — фактическая и базовая (соответствую-
щая паспортной РХН) частота вращения вала насо-
са (Гц); Kdegr — коэффициент деградации напора
насоса из-за разности свойств газожидкостной сме-
си и технической воды.

Перепад температур в насосе вычисляется из
равенства

∆T =
W(1 − η)

cvρQ
,

где η = η(Q)— КПД насоса; W = W(Q)— потреб-
ляемая мощность (Вт); Q — средний по длине рас-
ход газожидкостной смеси в насосе (м3/с). Анало-
гичная формула используется для расчета нагрева
жидкости после обтекания ПЭД.

Общий алгоритм решения задачи для каждо-
го временного шага включает следующие этапы
(более подробно см. [2]):

1) расчет параметров ЭЦН, в том числе расхода
газожидкостной смеси через насос;

2) расчет притока жидкости из пласта по форму-
лам (1);

3) определение параметров газожидкостного по-
тока при x = Htub и в затрубном пространстве
скважины и нового положения динамического
уровня Hdyn;

4) расчет течения в обсадной колонне по фор-
мулам (2)–(6) и определение забойного давле-
ния pres;

5) расчет течения в НКТ, нового значения H∗
dyn и

давления на выкиде насоса pout.

Квазистационарная модель, применяемая в
настоящей работе для ускорения расчетов, вместо
решения уравнений (2)–(6) на каждом временном
шаге использует их стационарные приближения
(∂/∂t = 0). Численное решение строится на основе
метода конечного объема [6].
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б)

в) г)

Рис. 1. Зависимости дебита жидкости, притока (а), давления на приеме насоса (в) и объема жидкости глуше-
ния в скважине (г) от времени в модельной задаче. Траектория рабочей точки на расходно-напорной
характеристике ЭЦН (б)

3. Результаты моделирования

Рассмотрим модельную задачу по выводу на
режим скважины, которая в начальный момент
времени была полностью заполнена жидкостью
глушения с плотностью, превышающей плотность
пластовой жидкости. Задачу будем решать со сле-
дующими исходными параметрами пласта и пла-
стовой жидкости: pres = 200 атм, Tres = 90oС,
pbp = 70 атм, wc = 0, 5, Rsb = 50 м3/т — раство-
римость газа в нефти в стандартных условиях (га-
зовый фактор), ρw = 1000 кг/м3, ρo0 = 870 кг/м3,
ρg0 = 1 кг/м3 (вода считается несжимаемой, плот-
ности нефти и газа указаны для стандартных усло-
вий), Hres = 2500 м, θ = 0, pbu f = pan = 10 атм,
Htub = 2000 м, dcas = 130 мм, dtub = 73 мм (диамет-
ры обсадной колонны и НКТ). В скважину спущен
ЭЦН номинальной производительностью 50 м3/сут
и напором 2000 м, работающий на базовой частоте
50 Гц, которая не изменяется в течение всего про-
цесса вывода на режим. Жидкость глушения имеет
плотность ρs = 1200 кг/м3 и заполняет не только
целиком всю скважину, но и часть околоскважин-
ной зоны пласта, поскольку ее начальный объем
V0 = 30 м3 превышает объем скважины.

На рис. 1 показаны графики изменения основ-
ных параметров задачи во времени и соответству-

ющая им траектория перемещения рабочей точки
по РНХ ЭЦН в течение первых 30 часов после за-
пуска насоса. Весь процесс вывода скважины на
режим можно разбить на несколько частей. Сразу
после запуска насоса он начинает интенсивно от-
качивать жидкость глушения, которая поступает
главным образом из затрубного пространства. При
этом резко уменьшается давление на приеме и рас-
тет приток из пласта. Рабочая точка на РНХ пере-
мещается справа налево в область меньших расхо-
дов и больших напоров. Примерно через 6 часов в
скважину начинает поступать пластовая жидкость,
представляющая собой смесь нефти и воды (точка
1 на рис. 1(а)). Этот момент времени характеризу-
ется изломом на кривых дебита и объемажидкости
глушения в скважине. Еще через 1 час пластовая
жидкость достигает приема насоса и постепенно
разбавляет жидкость глушения в насосе (точка 2).
Из-за снижения плотности перекачиваемой сме-
си полезный напор насоса резко возрастает и про-
исходит переход в нестабильную область работы
ЭЦН с малыми подачами. В данном случае срыва
подачи из-за напора, когда требуемый напор насо-
са превышает максимально допустимый по РНХ,
не происходит, давление на приеме постепенно
увеличивается и примерно через 10 часов (точка 3)
ЭЦНпереходит в рабочийрежимэксплуатациипре-
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имущественно на пластовой жидкости. Стабили-
зация режима наступает примерно через 12 часов
после запуска насоса (точка 4), а еще через 4 часа
объем оставшейся в скважине жидкости глушения
уменьшается до 1% от первоначального объема V0
(точка 5). После этого параметры скважины и ЭЦН
практически не изменяются, скважина выходит на
установившийся режим работы.

Как видно из рис. 1, при замещении пласто-
вым флюидом жидкости глушения возникает риск
срыва подачи по напору из-за резкого снижения
плотности смеси в насосе. Из формулы (7) следует,
что в этом случае при неизменном перепаде дав-
лений на выкиде и приеме насоса увеличивается
его напор. Если значение напора превысит мак-
симально допустимое на данной частоте с учетом
деградации напора, то произойдет срыв подачи
и остановка скважины. Чтобы не допустить рис-
ка остановки достаточно увеличить частоту тока
(переменная F в формуле (7)).

На рис. 2 показана зависимость минимально-
го дебита жидкости в насосе и времени выноса
жидкости глушения из скважины (момент време-
ни, когда остаточный ее объем в скважине равен
1 % от начального) от плотности жидкости глуше-
ния. Зависимость минимального дебита от плотно-
сти жидкости глушения является монотонной: чем
выше плотность жидкости глушения, тем глубже
провал дебита жидкости в насосе при замещении
ее пластовой жидкостью. Немонотонной являет-
ся зависимость времени выноса жидкости глуше-
ния из скважины от ее плотности. Это связано с
тем, что зависимость неодинаково влияет на ско-
рость выноса жидкости глушения из затрубного
пространства и обсадной колонны. В первом слу-
чае с ростом плотности скорость увеличивается,
во втором — уменьшается.

Рис. 2. Зависимость минимального дебита жидкости в
насосе и времени выноса жидкости глушения
из скважины от плотности жидкости глушения
для модельной задачи

На рис. 3 показано сравнение расчетных и за-
мерных параметров для одной из скважин во вре-
мя вывода на режим. При проведении ремонта в
скважину было закачано 28 м3 жидкости глушения
плотностью 1240 кг/м3, превышающей плотность
пластовой жидкости, которая равна 1153 кг/м3.
На графиках представлена динамика изменения
дебита, давления на приеме насоса, обводненно-
сти и частоты тока в течение первых 150 часов
после запуска скважины. Следует отметить, что
во время вывода на режим частота тока увеличи-
валась несколько раз по линейному закону. Рас-
четные параметры, полученные по результатам
моделирования, удовлетворительно согласуются
с замерными значениями.

Вернемся кмодельной задаче (см. рис. 1) и опи-
шем алгоритм регулирования частоты тока ПЭД.
Будем стремиться к тому, чтобы дебит газожид-
костной смеси в насосе находился около номи-
нального значения подачи ЭЦН (в модельной за-
даче номинальная подача при частоте 50 Гц равна
50 м3/сут и изменяется пропорционально ей, ес-
ли насос эксплуатируется на других частотах). На
практике существует понятие «рабочей области»
ЭЦН — диапазон изменения подач при базовой
частоте, где насос работает стабильно с высоким
коэффициентом полезного действия (КПД). В на-
шем случае в качестве такой области можно взять
интервал подач от 35 до 65 м3/сут и отслеживать,
чтобы дебит смеси не выходил за эти границы.

Для того чтобы предотвратить риск останов-
ки насоса из-за срыва подачи по напору (выход
за левую границу рабочей области) и обеспечить
энергоэффективную эксплуатацию ЭЦН, примем
следующий алгоритм управления частотой тока:
при выходе дебита смеси за левую границу рабочей
области проводится увеличение частоты со скоро-
стью uF, а при выходе за верхнюю границу — сни-
жение частоты с той же скоростью. Решение мо-
дельной задачи для uF = 1 Гц/ч показано на рис. 4.
Из графиков видно, что отсутствует характерный
для постоянной частоты провал дебита при под-
ходе жидкости глушения к насосу, а рабочая точ-
ка на РХН находится вблизи номинальной подачи.
При этом частота ЭЦН сначала уменьшается с 50
до 47,2 Гц, а затем вырастает до 48,7 Гц.

Основным параметром, определяющим выбор
частоты тока, является дебит смеси в насосе. На
практике он, как правило, не замеряется, а точ-
ность показаний многофазного расходомера, если
такой все же установлен на ЭЦН, оставляет желать
лучшего. В этом случае на помощь приходит мо-
делирование. Описанная в предыдущем разделе
математическая модель позволяет на основе заме-
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Рис. 3. Сравнение расчетных (линия) и замерных (точки) параметров при выводе скважины на режим: а) дебит
жидкости, б) давление на приеме насоса, в) обводненность, г) частота тока

а) б)

в) г)

Рис. 4. Зависимости дебита жидкости, притока (а), давления на приеме насоса (в) и частоты тока (г) от времени в
модельной задаче (см. рис. 1) при адаптации частоты тока. Траектория рабочей точки на расходно-напорной
характеристике ЭЦН (б)
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ров давления на приеме насоса и известной РНХ
ЭЦН пересчитать дебит смеси.

4. Заключение
На основе представленных в настоящей работе

результатов моделирования вывода скважины на
режим с учетом жидкости глушения можно сделать
следующие выводы:

1) Присутствие жидкости глушения в скважине
влияет на скорость установления стационар-
ного режима работы скважины и насосного
оборудования, на риски остановки скважины
из-за срыва подачи насоса по напору и энерго-
затраты при добыче. При этом определяющим
фактором является отношение плотностей
жидкости глушения и пластовой жидкости.

2) Негативные последствия, связанные с влия-
нием жидкости глушения на изменение па-
раметров режима работы скважины, могут
быть устранены за счет варьирования часто-
ты вращения вала ЭЦН. Для этого, с помо-
щью предложенной математической модели,
рассчитывается расход газожидкостной сме-
си через насос и на его основе производится
корректировка частоты.

Результаты проведенных исследований могут
быть использованы для оптимизации вывода на
режим нефтяных скважин, оборудованных УЭЦН,
доля которых в механизированном фонде скважин
в Российской Федерации составляет около 70%.
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Modeling of washout of a well-killing liquid after
launching of an oil well

Topolnikov A.S.

Ufa State Petroleum Technological University, Ufa

The paper presents the results of mathematical modeling of the process of launching and output to the mode of
an oil well, which was uploaded by a well-killing liquid at the stage of repairs. After the launching of the electric
submergible pump the drop of the bottomhole pressure occurs and the inflow of reservoir fluid begins. As a result
the multicomponent mixture is generated inside the well, which consists of oil, associated water, well-killing liquid
and free gas, originated from the oil during degassing, and this mixture is pumped out towards wellhead. As soon
as the pump characteristics are changed, when the liquid with variable density is pumped out, it is necessary to
control the speed of a shaft of the pump for providing the stable pump regime. This problem is solved in the paper
for different ratios of densities of well-killing liquid and reservoir fluid by the mathematical modeling of multiphase
flow in the well elements and inside the pump. As a mathematical model the one-dimensional quasi-stationary
model in approach of drift for description of relative motion of the components is applied, which proved itself well
for modeling of non-stationary processes lasting for several days. The comparison of calculated and measuring field
parameters is presented. It is shown that the speed of washout of the well-killing liquid from the oil well and the
probability of the pump stop due to its head failure depend on the ration of densities of the well-killing liquid and
reservoir fluid. It is stated that the monitoring of change of parameters of the pump in time through the mathematical
modeling can help to optimize the output to the mode of the well. This allows to avoid stops due to the pump head
failure and to diminish the electricity costs.

Keywords: multiphase flow, non-stationary flow, oil well
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Определение числа членов при усечении рядов для
численного решения задачи акустического рассеяния

от множества звукопроницаемых сфер
Насибуллаева Э.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Акустическое рассеяние от препятствий малых размеров при внешнем воздействии является одной из важнейших
задач в акустике, в первую очередь, из-за практических применений данного явления. Решение данной задачи
сводится к решению уравнения Гельмгольца для комплексного потенциала с определенными граничными условия-
ми. При применении методики расчета, основанной на быстром методе мультиполей, потенциалы раскладываются
в ряды по специальным сферическим функциям, вид которых зависит от области, в которой данный потенциал
вычисляется. В результате, при численной реализации полученной матричной системы возникает вопрос о пра-
вильном выборе числа членов рядов при их усечении, поскольку при малом числе членов ряда точность расчетов
будет низкой, а при большом — возрастет не только точность, но и время расчета. Анализ научной литературы
показал, что существует два подхода к выбору числа членов ряда при усечении для такого рода задач. При первом
подходе усечение рядов основывается на сравнении двух последовательных значений суммы искомого ряда
до тех пор, пока не будет достигнута нужная степень точности. При втором подходе происходит усечение всех
рядов в каждом разложении при фиксированном числе членов ряда, определяемом с помощью эвристических
формул. В настоящей работе на примере трех звукопроницаемых сфер разных радиусов в случае их сильного
взаимодействия, когда численные расчеты становятся «чувствительными» к числу членов при усечении, было
проведено сравнение данных подходов. Анализ полученных данных показал, что для определения значения
искомой функции с необходимой точностью оптимально использовать комбинацию рассмотренных подходов.

Ключевые слова: акустическое рассеяние, множество звукопроницаемых сфер, мультиполь, усечение ряда,
плоская волна, монопольный источник излучения

1. Введение
При решении уравнения Гельмгольца для за-

дачи акустического рассеяния от множества звуко-
проницаемых сфер [1] с помощью численной тех-
ники [2], основанной на быстром методе мульти-
полей, возникают бесконечные ряды как результат
разложения потенциалов по специальным сфери-
ческим функциям (мультиполям). В связи с чем,
при численной реализации данного решения воз-
никает вопрос правильного выбора числа членов
Ntr при усеченииполученных рядов, поскольку при
малом числе Ntr точность расчетов будет низкой, а

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Насибуллаева Э.Ш.

при большом — возрастет не только точность, но и
время расчета.

Целью настоящей работы является опреде-
ление наиболее оптимального подхода к выбору
числа членов при усечении рядов для решения
поставленной задачи.

2. Подходы к определению числа
членов при усечении рядов
Анализ научных исследований по данной про-

блематике показал, что можно выделить два под-
хода к определению числа членов при усечении
бесконечного ряда вида:

∞

∑
n=0

n

∑
m=−n

Am
n Sm

n (r, θ,ϕ),
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где Am
n — коэффициенты разложения; Sm

n (r, θ,ϕ)—
специальные сферические функции, вид которых
зависит от вида потенциала, раскладываемого в
ряд; (r, θ,ϕ) — сферические координаты точки, в
которой вычисляются потенциалы.

Подход I: усечение рядов основывается на срав-
нении двух последовательных значений суммы ис-
комого ряда (при n = N и n = N + 1) — как только
их абсолютная погрешность становится меньше
некоторого фиксированного значения, дальней-
ший расчет суммы ряда прекращается и принима-
ется значение Ntr = N [3].

Подход II: происходит усечение всех рядов в
каждом разложении при фиксированном числе Ntr,
определяемом с помощью эвристических формул.

Имеют место две эвристические формулы для
расчета числа членов ряда при усечении Ntr:

Ntr=

kap+

(
ln(2
√

2πkapε
−1)

2
√

2

) 2
3

(kap)
1
3 +1

 , (1)

вывод которой представлен, например, в рабо-
тах [4] (для одиночного рассеяния) и [5] (для мно-
жественного рассеяния), и

Ntr =

{
[ekrpq], для малых krpq,

[ekrpq/2], для больших krpq,
(2)

представленная в работе [2]. В формулах (1) и (2)
[z]— целая часть числа z; k — волновое число; ap —
радиус p-ой сферы; ε—искомая ошибка, связанная
с коэффициентами Фурье; e — число Эйлера; rpq —
расстояние между центрами p-ой и q-ой сфер.

3. Численный анализ различных под-
ходов к выбору числа членов при
усечении рядов
В качестве примера рассмотрим три сферы

различных радиусов (a1 = 0.9 мм, a2 = 1 мм и
a3 = 1.1 мм), центры которых расположены на од-
ной оси. Расстояния от центра 1-й сферы до осталь-
ных сфер определяются как

r12 = (1 + χ)a1 + a2

и
r13 = (1 + 2χ)a1 + 2a2 + a3,

где χ — параметр, характеризующий расстояние
между сферами (наименьшее расстояние между
точками поверхности соседних сфер). Отметим,
что в рассматриваемом примере соседние сферы
отстоят друг от друга на одинаковом расстоянии.
Физические параметры системы: плотность и ско-
рость звука в окружающей среде ρ0 = 103 кг/м3 и

c0 = 1.5 · 103 м/с; плотность и скорость звука в сре-
де внутри сфер ρ1 = 1.1ρ0 и c1 = 0.95c0; частота
внешнего поля f = 1350 кГц. Данные параметры
были выбраны, поскольку они позволяют рассмот-
реть случай сильного взаимодействия в системе,
где основные параметры внутренней и внешней
сред сопоставимы, что делает численные расчеты
«чувствительными» к выбору числа членов при усе-
чении рядов. Для монопольного источника излуче-
ния расстояние от него до центра 1-й сферы равно
d = 10a1, а углы в сферической системе координат
равны θs = π/3, ϕs = π/2. Для плоской падаю-
щей волны единичный вектор нормали к ее фрон-
ту имеет координаты (1, θin,ϕin) = (1, 2π/3, 3π/2).
На рис. 1 представлена диаграмма распределения
модуля нормированного давления |p/pin| (p — об-
щее давление; pin — давление падающей волны) в
плоскостиOyz, где осьOz — ось, на которой распо-
ложены центры сфер, для случая монопольного ис-

Рис. 1. Диаграмма распределения модуля нормиро-
ванного давления |p/pin| в плоскости Oyz во-
круг и внутри трех звукопроницаемых сфер
различных радиусов с центрами, располо-
женными на одной оси, при воздействии мо-
нопольного источника излучения (d = 10a1,
θs = π/3, ϕs = π/2) и значении парамет-
ра χ = 3
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точника излучения и параметра χ = 3. Данная диа-
грамма была получена с помощью численной ме-
тодики, представленной в работе [1], при Ntr = 21.

Как правило, численный анализ эмпирических
формул (1) и (2) сводится к определению искомой
функции в зависимости от числа членов ряда при
усечении только для некоторых расчетных точек.
В работе [2] подобный анализ был проведен для
обоснования формулы (2). А в работе [6] проведе-
но сравнение результатов, полученных при выбо-
ре числа членов при усечении рядов по данным
формулам, на примере одной расчетной точки, на
основании чего делается вывод, что расчетная ве-
личина достигает устойчивого значения раньше
при использовании формулы (1), и эта формула
применяется в их дальнейших расчетах.

В настоящей работе проведен анализ с при-
менением Подхода I для всех расчетных точек
плоскости Oyz, которая разбивалась по оси Oy
(y = [−3a1, 3a1]) прямыми y = nyh, по оси Oz
(z = [−(7 + 2χ)a1, 3a1]) — прямыми z = nzh, где
h — шаг сетки; ny, nz — целые числа, а в уз-
лах сетки проводились расчеты нормированного
давления |p/pin|.

В табл. 1–5 представлены значения Ntr, полу-
ченные с помощью Подхода I, для различных χ и
относительных погрешностей δ, выраженных в %,
в случаях монопольного источника излучения (MS)
и плоской волны (PW). В табл. 1 анализируются все
точки расчетной плоскости, число которых равно
216600 при χ = 0, 259920 — при χ = 1, 346921 —
при χ = 3 и 433561 — при χ = 5; в табл. 2 — точки
внутри и на границе 1-ой сферы (11277 точек); в
табл. 3 — точки внутри и на границе 2-ой сферы
(13959 точек); в табл. 4 — точки внутри и на гра-
нице 3-ей сферы (16902 точки); в табл. 5 — точки
вне сфер.

Для рассмотренного примера по формуле (1)
при ε = 10−8 получим следующие значения чис-
ла Ntr = 12, 13, 14 соответственно для сфер ра-
диусов a1, a2, a3. Заметим, что данные значения
не зависят от расстояния между соседними сфе-
рами, в отличие от формулы (2), которая при
χ = 0, 1, 3, 5 дает значения Ntr = 14, 21, 35, 49 для r12
и Ntr = 16, 23, 39, 56 для r23.

На рис. 2 для наглядности представлено из-
менение функции H = |p/pin| в зависимости от
Ntr при χ = 1 в некоторых точках пространства
M с декартовыми координатами (x, y, z) (соответ-
ствующие значения приведены над графиками)
для различных внешних воздействий: монополь-
ный источник излучения (MS) и плоская волна
(PW). Отметим, что точка M(0, 0, 0) лежит в цен-
тре 1-ой сферы; M(0, 0, 1)— на границе 1-й сферы;

M(0, 0.83,−0.5) и M(0,−0.83,−0.5) — внутри 3-ей
сферы; M(0,−1,−2) и M(0,−2, 2)— вне сфер.

Отметим, что при превышении значения Ntr,
определенного уравнением (2), могут возникнуть
трудности, связанные с экспоненциальным ростом
части членов в разложении, приводящие к пере-
полнению относительных ошибок. Объясняется
это наличием сферических функций Ханкеля боль-
шого порядка hn(krpq), входящих в матрицу пере-
разложения системы [1], причем асимптотическое
разложение этих функций при больших n и фик-
сированных krpq показывает, что рост начинает-
ся при n ≈ ekrpq/2 (см., например, рис. 2 для то-
чек M(0, 0, 1) и M(0, 0.83,−0.5)), поэтому данное
значение и легло в основу формулы (2) [2]. В слу-
чае, когда с некоторого значения Ntr наблюдает-
ся рост искомой функции в точках рассматрива-
емой области, то фиксируется Ntr, при котором
данное число минимально, а в скобках пишется
процент точек от общего количества, где заданная
точность не достигнута. Для таких точек необходи-
мо дополнительное исследование.

Заметим также, что экспоненциальный рост
с некоторого значения Ntr наблюдается в точке
r = 0 (центр 1-ой сферы) из-за роста функции
hn(kr) ≡ hn(0). В рассмотренном примере рост
функции в данной точке начинается при Ntr > 15
(рис. 2 при M(0, 0, 0)), то есть раньше, чем в других
точках пространства. В связи с этим «*» около чис-
ла Ntr в табл. 1 и 2 обозначает, что в точке r = 0
имеет место рост расчетной функции, в то время
как относительная погрешность в остальных точ-
ках меньше заданного значения δ.

Анализ полученных данных (табл. 1–5 и рис. 2)
показал следующее:

• с увеличением расстояния между сферами чис-
ло Ntr уменьшается, причем для δ = 1% дан-
ное значение стремится к значению, получен-
ному по формуле (1). Значение же, полученное
по формуле (2), с увеличением расстояния, на-
оборот, растет;

• вне сфер заданная точность достигается при
меньшем значении Ntr в случае малых рассто-
яний между сферами;

• тип внешнего воздействия (монопольный ис-
точник или плоская волна) несущественно вли-
яет на значение Ntr;

• увеличение точности ведет к росту
значения Ntr;

• формула (2) позволяет оценить верхнее значе-
ние числа Ntr, выше которого возможен экспо-
ненциальный рост искомой функции, и требу-
емая точность может быть не достигнута.
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Таблица 1. Число членов Ntr при усечении рядов для различных значений относительной погрешности δ и парамет-
ра χ (все точки расчетной области)

χ

δ, % 0 1 3 5
MS PW MS PW MS PW MS PW

1 24* 23* (0.001%) 15* 14 13 13 13 13
10−1 24 (0.015%) 23 (0.323%) 16* 17* 14 15 14 15
10−2 24 (0.589%) 24 (0.732%) 19* 19* 16* 16* 16* 17*
10−3 24 (3.181%) 25 (3.479%) 19 (0.001%) 19 (0.003%) 17* 17* 17* 17*

Таблица 2. Число членов Ntr при усечении рядов для различных значений относительной погрешности δ и парамет-
ра χ (расчетные точки внутри и на границе 1-ой сферы)

χ

δ, % 0 1 3 5
MS PW MS PW MS PW MS PW

1 19* 23* 12 13 12 12 12 12
10−1 23* 23 (0.089%) 14 13 14 14 13 13
10−2 23 (2.075%) 23 (2.891%) 15* 15* 15 14 14 15
10−3 24 (11.448%) 23 (13.825%) 17* 17* 16* 16* 15 16*

Таблица 3. Число членов Ntr при усечении рядов для различных значений относительной погрешности δ и парамет-
ра χ (расчетные точки внутри и на границе 2-ой сферы)

χ

δ, % 0 1 3 5
MS PW MS PW MS PW MS PW

1 22 20 12 13 12 13 12 12
10−1 26 (0.029%) 26 (0.021%) 14 15 14 14 14 14
10−2 24 (2.278%) 25 (1.605%) 16 17 15 16 15 15
10−3 24 (13.095%) 25 (11.505%) 18 19 16 17 16 17

Таблица 4. Число членов Ntr при усечении рядов для различных значений относительной погрешности δ и парамет-
ра χ (расчетные точки внутри и на границе 3-ей сферы)

χ

δ, % 0 1 3 5
MS PW MS PW MS PW MS PW

1 24 26 15 14 13 13 13 13
10−1 26 (0.006%) 26 (0.018%) 16 17 14 15 14 14
10−2 26 (1.651%) 26 (1.438%) 19 19 16 16 16 17
10−3 26 (12.667%) 26 (10.549%) 20 20 17 17 17 17
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Таблица 5. Число членов Ntr при усечении рядов для различных значений относительной погрешности δ и парамет-
ра χ (расчетные точки вне всех сфер)

χ

δ, % 0 1 3 5
MS PW MS PW MS PW MS PW

1 18 18 12 13 12 12 13 13
10−1 22 23 14 14 13 14 13 13
10−2 24 (0.008%) 23 (0.012%) 15 16 14 16 15 15
10−3 24 (0.376%) 24 (0.542%) 17 18 16 16 16 17
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Рис. 2. Расчетная функция H от числа членов Ntr при усечении рядов для шести точек расчетной плоскости M(x, y, z)
(соответствующие значения приведены над графиками) при значении параметра χ = 1 в случаях монопольного
источника излучения (MS) и плоской волны (PW)
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4. Заключение
В настоящей работе проведено сравнение раз-

личных подходов к усечению рядов при численном
решении задачи рассеяния акустических волн от
множества звукопроницаемых сфер при внешнем
воздействии. Анализ полученных данных показы-
вает, что для определения числа членов при усе-
чении рядов, позволяющего вычислить искомую
функцию с заданной точностью, оптимальным яв-
ляется применение комбинированного подхода. А,
именно, с помощью Подхода II (формулы (1) и (2))
определяется минимальное значение Ntr. Затем,
начиная с этой минимальной величины, применя-
ется Подход I до достижения необходимой точно-
сти. Заметим, что в рассмотренном примере мини-
мальное значение Ntr определяется по формуле (1),
однако при других значениях параметров системы
Ntr можно получить по формуле (2). Для предотвра-
щения накопления ошибок, связанных с экспонен-
циальным ростом сферических функций Ханкеля
большого порядка, которые входят в матрицу пере-
разложения системы, необходимо контролировать
результат при превышении значений Ntr, получен-
ных по формуле (2). В этом случае решение для

точки определяется в момент его стабилизации до
начала экспоненциального роста, даже если задан-
ная точность не достигается.
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Terms number determination at the series truncation for
the numerical solution of the problem of acoustic
scattering from a sound-permeable spheres set

Nasibullaeva E.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Acoustic scattering from small-sized obstacles under external influence is one of the most important problems
in acoustics, primarily because of the practical applications of this phenomenon. The solution of this problem is
reduced to solving the Helmholtz equation for a complex potential with certain boundary conditions. When using
the calculation method based on the fast multipole method, the potentials are decomposed into series according
to special spherical functions, the form of which depends on the region in which this potential is calculated. As a
result, the numerical implementation of the resulting matrix system raises the question of the correct choice of the
number of series members when truncating them, since with a small number of series members, the calculation
accuracy will be low, and with a large one will be increase not only the accuracy, but also the calculation time. An
analysis of the scientific literature has shown that there are two approaches to choosing the number of terms of a
series when truncating for such problems. In the first approach, truncation of the series is based on comparing two
consecutive values of the sum of the sought series until the required degree of accuracy is achieved. In the second
approach, all series in each expansion are truncated for a fixed number of series terms determined using heuristic
formulas. In this paper, using the example of three sound-permeable spheres of different radii in the case of their
strong interaction, when numerical calculations become «sensitive» to the number of terms during truncation, we
compared these approaches. The analysis of the obtained data showed that to determine the value of the desired
function with the necessary accuracy, it is optimal to use a combination of the considered approaches.

Keywords: acoustic scattering, sound-permeable spheres set, multipole, series truncation, plane wave, monopole
radiation source
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Применение свободных программ FreeFem++/Gmsh и
FreeCAD/CalculiX для моделирования статических

задач упругости1

Насибуллаев И.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

В работе рассматриваются этапы компьютерного численного моделирования инженерных задач и способы
повышения точности моделирования; приводится краткий обзор свободных программ моделирования задач
упругости методом конечных элементов, а также тенденции развития свободных систем автоматизированного
проектирования и инженерного анализа. Для успешного проведения инженерного исследования необходимо
подобрать удобный инструмент, учитывающий все особенности решаемой задачи. На основе решения тестовой
статической задачи линейной упругости продемонстрировано два подхода к инженерному моделированию. Для
первого подхода необходимы навыки программирования — полный цикл моделирования был написан на языке
программирования пакета FreeFem++. Дополнительно показан способ создания расчетной сетки в программе
Gmsh с последующим использованием в программе FreeFem++. Во втором подходе полный цикл моделирования
проводится через интерфейс программы FreeCAD со встроенным решателем CalculiX и не требуется навыков
программирования. Также предложен способ параметризации задачи с использованием встроенного в FreeCAD
интерпретатора языка Python. Проведено сравнение результатов моделирования, полученных с использованием
обоих подходов, для объекта, к которому приложено внешнее воздействие, определяемое граничными условиями
Дирихле или Неймана, а также проанализированы два вида закрепления объекта: жесткая заделка и ограничение
плоскостью с нулевым трением. Проведен анализ использования вычислительных ресурсов различными прямыми
и итерационными методами. В рамках рассмотренной тестовой задачи статической линейной упругости наиболее
оптимальным методом в FreeFem++ является итерационный метод сопряженных градиентов CG как по времени
вычислений, так и по используемому объему памяти. Наибольшую скорость вычислений дает итерационный
метод Cholesky с обуславливанием неполным разложением Холецкого в программе CalculiX.

Ключевые слова: статическая задача упругости, свободное инженерное программное обеспечение, FreeFem++,
Gmsh, FreeCAD, CalculiX, прямые и итерационные методы решения СЛАУ

1. Введение
В настоящее время существует множество про-

грамм компьютерного инженерного анализа за-
дач упругости. Среди коммерческого ПО можно
выделить Ansys Mechanical [1], Simulia Abaqus [2],
LS-DYNA [3]. Данные программы позволяют про-
вести полный цикл исследования: создание гео-
метрии и расчетной сетки исследуемого объекта,

1Работа выполнена за счет средств государственного задания
No 0246-2018-007.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Насибуллаев И.Ш.

моделирование с помощью различных методов и
анализ полученных результатов. Использование
этих программ в промышленности позволяет зна-
чительно сократить время и стоимость разработки
конечного продукта за счет заменычастинатурных
экспериментов компьютерным моделированием.

При проведении научных и инженерных ис-
следований предпочтение отдается свободному
ПО прежде всего из-за высокой стоимости ком-
мерческих продуктов (бесплатные студенческие
версии коммерческих продуктов имеют ограни-
чение на количество узлов в модели и подходят
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https://doi.org/10.21662/mfs2020.3.129
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больше для обучения, чем для исследования). Боль-
шое разнообразие свободных пакетов моделиро-
вания методом конечных элементов (МКЭ, FEM,
finite element method) позволяет выбрать наиболее
подходящий для целей исследования пакет. В на-
стоящей работе приводится небольшой обзор сво-
бодного ПО для решения статических задач упру-
гости и предлагается два подхода для проведения
полного цикла исследования, а также показан при-
мер использования различных пакетов в рамках
одного исследования.

Компьютерное моделирование в пакетах
разделяется на три этапа: подготовка модели,
моделирование и обработка результатов. С
каждым этапом связаны свои программы или
программные модули:

1. Препроцессор (preprocessor) позволяет подго-
товить геометрию объекта, создать конечно-
элементную (КЭ) сетку по геометрии исполь-
зуя, например, триангуляцию Делоне [4], за-
дать модель материала, определить уравнения
и граничные условия.

2. Решатель (solver) из системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, за-
писанных на узлах расчетной сетки, форми-
рует систему линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ) и решает ее прямым или ите-
рационным методом. Нелинейные уравнения
решаются с помощью специальных числен-
ных алгоритмов. Например, в методе Нью-
тона [5] для нелинейной системы уравнений
F(u) = 0 сначала находится приближенное
решение линеаризованной задачи u0, а за-
тем итерационным методом решается СЛАУ
F(u + δu) = F(u) + δuJ = 0 и определяется по-
правка решения δui−1 = −F(ui−1)/J, где J —
якобиан F(u); i — номер итерации. Решение
u обновляется на каждом шаге по времени:
ui = ui−1 + δui−1. То есть решение нелиней-
ных задач также сводится к решению СЛАУ.

3. Постпроцессор (postprocessor) позволяет визу-
ализировать результатымоделирования и про-
вести обработку полученных данных.

В задачах с большим количеством степеней
свободы необходимо подобрать оптимальный ме-
тод решении СЛАУ Ax = b [6]. Прямые методы
решения СЛАУ преобразуют исходную матрицу A
к более простой форме (например, диагональной
или треугольной), что позволяет получить точное
решение x. Время, необходимое для решения си-
стемы, зависит от количества уравнений k, напри-
мер, в методе Гаусса [7] производится k3 вычис-
лительных операций. Также для преобразования

матрицы используется большой объем оператив-
ной памяти. Таким образом, прямые методы под-
ходят для решения задач с небольшимколичеством
степеней свободы (на современном персональном
компьютере k < 106). Итерационные методы ис-
пользуют оперативную память более экономич-
но, но скорость сходимости сильно зависит от чис-
ла обусловленности матрицы СЛАУ. Скорость схо-
димости можно повысить предобуславливанием
матрицы [7]: умножая СЛАУ на матрицу P полу-
чим PAx = Pb. Новая система уравнений имеет то
же решение, что и исходная, но сходимость ите-
рационного решения изменится в зависимости от
свойств матрицы P. Для матриц с различными осо-
бенностями (разреженная, симметричная, положи-
тельно определенная и т.д.) нужно выбирать мето-
ды, учитывающие эти особенности.

ВМКЭ переменные определяются дискретным
набором значений в узлах расчетной сетки, а значе-
ние в произвольной точке сетки определяется с по-
мощью аппроксимации полиномами заданной сте-
пени. Для корректного моделирования необходи-
мо подобрать тип КЭ и плотность узлов расчетной
сетки и провести серию расчетов, пока искомые
физические переменные не достигнут насыщения.
Точность расчетов можно повысить двумя спосо-
бами: увеличением количества узлов (уменьшени-
ем среднего расстояния между узлами) с фиксиро-
ванным порядком аппроксимирующих полиномов
(h-метод) или увеличением порядка аппроксими-
рующего полинома на фиксированных узлах сетки
(p-метод) [8]. В h-методе точность результатов мо-
делирования повышается за счет увеличения коли-
чества КЭ (с уменьшением их характерных разме-
ров) без изменения типа. Для широкого спектра за-
дач физики p-метод дает более быструю скорость
сходимости (по крайней мере двукратную) по срав-
нению с h-методом [9]. Комбинация этих двух ме-
тодов позволяет значительно увеличить скорость
сходимости (в некоторых задачах экспоненциаль-
но) [10]. В современном подходе эффективность
расчетной схемы повышается использованием КЭ
высокого порядка с применением неравномерных
адаптивных сеток, где плотность узлов пропорци-
ональна градиентам переменных.

В последние годы в развитии свободных си-
стем автоматизированного проектирования (CAD,
computer-aided design) наметилась тенденция на
включение в рамках одной программы дополни-
тельных модулей, позволяющих сократить количе-
ство пакетов, необходимых для проведения пол-
ного цикла исследования. Приведем список про-
грамм, в которых к модулям пре/постпроцессоров
были добавлены решатели различных физических
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уравнений, включая задачи упругости (т.е. пере-
ход в сторону систем инженерного анализа, CAE,
computer-aided engineering):

• OneLAB [11] объединяет генератор расчетных
сеток и постпроцессор Gmsh [12] c решате-
лем GetDP [13] (моделирование на сетках со
смешанными элементами задач электромаг-
нетизма, теплопереноса, акустики, упругости,
решение уравнений в частных производных
общего вида).

• FreeCAD [14] — программа параметрического
трехмерного моделирования, которая позво-
ляет проводить КЭ анализ структурных задач
с помощью решателя Z88 [15], а также гидро-
динамических задач и задач упругости с помо-
щью решателей CalculiX [16] и ElmerFEM [17] и
визуализировать результаты моделирования.

• Salome Meca— платформа для пре/постпроцес-
синга Salome [18] с интегрированным решате-
лем термоупругих задач Code Aster [19].

• Генератор расчетных сеток Netgen содержит
Python-интерфейс для решателей гидродина-
мических задач и задач упругости и электро-
магнетизма Netgen/NGSolve [20]

В данной работе, для демонстрации полно-
го цикла исследования, приводится пример ре-
шения статической задачи линейной упругости
с использованием двух подходов. В первом под-
ходе для генерации расчетной сетки использу-
ется программа Gmsh, а само моделирование и
анализ результатов проводятся с помощью про-
граммы, написанной на языке программирования
FreeFem++ [21]. Данный подход требует определен-
ных навыков программирования.

FreeFem++ представляется собой подобный
Си++ языкпрограммирования для решения уравне-
ний в частных производных, записанных в вариа-
ционной форме МКЭ на одно-, двух- и трехмерных
расчетных сетках. FreeFem++ имеет инструменты
для препроцессинга (построение геометрии, гене-
рация расчетной сетки, параметризация компью-
терной модели); для решения систем алгебраиче-
ских уравнений (прямые и итерационные методы
LU, CG, Crout, Cholesky, GMRES, UMFPACK) и дина-
мического перестроения и адаптации расчетных
сеток; для постпроцессинга (визуализания расчет-
ной сетки и КЭ переменных). Развитие компью-
терного моделирования в FreeFem++ осуществля-
ется преимущественно за счет разработки новых
алгоритмов и программного кода пользователя-
ми. В работе [22] была предложена модель течения

жидкости через динамически изменяемое гидро-
сопротивление. Полная трехмерная модель взаи-
модействия жидкости и упругой границы с анали-
зом влияния граничных условий Дирихле и Ней-
мана на деформацию границы представлена в ра-
боте [23]. Полное трехмерное моделирование регу-
лирования течения жидкости деформацией упру-
гой эластичной трубки пьезоэлементом показано
в [24]. Интегрирование уравнений в FreeFem++ ре-
ализовано для декартовой системы координат. В
работе [25] предлагается подход для решения мо-
дели деформации гиперупругого материала в жид-
кости в осесимметричной системе координат, а
в [26] представлены осесимметричные модели те-
чения жидкости и деформации трубки в модели
микронасоса, прокачивающего жидкость за счет
несимметричной в осевом направлении динамиче-
ской деформации трубки системой круговых пье-
зоэлементов. Особый интерес представляют рабо-
ты [27] и [28], где предлагается расширениефункци-
ональности пакета для решения контактных задач
упругости. В [29] предложен алгоритм «безопасной»
перестройки расчетной сетки при динамическом
изменении геометрии рассматриваемой системы,
предотвращающий появление конечных элемен-
тов с отрицательными объемами.

Второй подход основан на использовании ре-
шателя CalculiX, интегрированного в пакет трех-
мерногомоделирования FreeCAD, и не требует опы-
та в программировании. Для полноты описания
программы приводятся примеры использования
интерфейса программы и параметрической опти-
мизации построения модели с помощью Python-
скрипта (оба примера являются полностью функ-
ционально эквивалентными и независимыми).

CalculiX представляет собой две программы —
решатель CalculiX CrunchiX (cxx) [30], с помощью
которого проводится моделирование командно-
го файла формата ABAQUS, и пре/постпроцессора
CalculiX GraphiX (cgx) [31], позволяющего прово-
дить подготовку модели, визуализировать и анали-
зировать результаты моделирования. Дистрибутив
пакета содержит пример начала 90-х гг. трехмер-
ного моделирования термоупругой и модальной
(определение собственных резонансных частот) за-
дачи ротора турбокомпрессора реактивного дви-
гателя [32]. В работе [33] представлена парамет-
рическая оптимизация трехмерной конструкции,
состоящей из алюминиевой структуры в виде пче-
линых сот, заключенной между двумя пластина-
ми из стекловолокна, а также решается статиче-
ская задача упругости на определение деформа-
ций в алюминиевой конструкции. Целью работы
являлось определение оптимальной конструкции
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с минимальным весом, при котором деформации
не превышают заданных значений. В работе [34]
представлена связанная динамическая задача по
определению вибраций и напряжений на лопатках
ротора (решалась в CalculiX), вызываемых аэроди-
намическим воздействием (которое рассчитыва-
лось в стороннем ПО).

В настоящей работе в качестве пре/постпро-
цессора предлагается использовать FreeCAD, по-
скольку данная программа имеет удобный интер-
фейс и значительный инструментарий по построе-
нию геометрии, генерации расчетной сетки и ана-
лизу результатов моделирования, что позволяет
значительно сократить время разработки модели.

Проводится сравнение различных прямых и
итерационных методов решения СЛАУ:

• Прямые методы в FreeFem++: LU [6] (LU-
decomposition; LU-разложение; несиммет-
ричная матрица), Crout [35] (Crout matrix
decomposition; алгоритм Краута; симмет-
ричная матрица), Cholesky [7] (Cholesky
decomposition; разложение Холецкого;
симметричная и положительно определен-
ная матрица), UMFPACK [36] (Unsymmetric
MultiFrontal method; разреженная матрица);

• Итерационные методы в FreeFem++: CG [6]
(conjugate gradient method; метод сопряжен-
ных градиентов; разреженная, симметрич-
ная и положительно определенная матри-
ца), GMRES [37] (generalized minimal residual
method; обобщенный метод минимальных
невязок; разреженная матрица);

• Прямой метод в CalculiX: SPOOLES (SParse
Object Oriented Linear Equations Solver; ре-
шатель для уравнений с разреженными
матрицами [38]);

• Итерационные методы в CalculiX: внутренний
итерационный метод, основанный на алгорит-
ме, описанном в [39]; ITERATIVE SCALING ис-
пользует предобуславливание масштабирова-
нием диагональных элементов матрицыСЛАУ;
ITERATIVE CHOLESKY— предобуславливание
с неполным разложением Холецкого.

2. Уравнения линейных деформаций
в декартовых координатах
Геометрия тестовой задачи показана на рис. 1.

Упругий цилиндр радиуса R и высотой H закреп-
лен на нижнем основании Γd, а на поверхность Γu
приложена нагрузка.

Упругие деформации твердого тела описыва-
ются уравнением движения (второй закон Нью-
тона), связывающим динамическое изменение
вектора перемещений u под действием внутрен-
них (описываемых тензором напряжений σ) и
объемных сил f [40]:

ρ
∂2u
∂t2 = ∇σ+ f,

где ρ— плотность; t — время.
Статическое условие равновесия (после прило-

жения силы прошло достаточно времени для уста-
новления поля деформации) в отсутствии объем-
ных сил имеет вид:

∇σ = 0. (1)

В изотропном теле тензор напряжений σ зави-
сит от тензора деформаций ε и вектора перемеще-
ний u следующим образом:

σ = 2µε+ λ(∇u)I, (2)

где I — единичный тензор; параметры Ламе

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν
(1 + ν)(1− 2ν)

зависят от модуля Юнга E и коэффициента
Пуассона ν.

Подставляя (2) в уравнение (1) и исключая тен-
зор деформаций ε согласно определению

ε =
1
2
(∇u + (∇u)T),

получим уравнение равновесия, содержащее толь-
ко вектор перемещений (уравнения Навье–Коши):

∇
[
µ(∇u +∇uT) + λ(∇u)I

]
= 0. (3)

R

H

Γd

Γu

Рис. 1. Геометрия тестовой задачи
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Граничные условия на верхней поверхности
Γu могут быть заданы в виде условий Дирихле (пе-
ремещение на величину up)

~u(Γu) = up (4)

или Неймана (на поверхность Γu приложено дав-
ление p и условием равновесия является баланс
соответствующего напряжения σii)

µσii = −p, (5)

где знак «−» означает, что сила, создающая давле-
ние, направлена против нормали поверхности Γu.

Закреплениенанижнейповерхности Γd можно
задать двумя способами:
жесткая заделка

~u(Γd) = (0, 0, 0) (6)

или ограничение плоскостью с нулевой силой
трения

uz(Γd) = 0. (7)

Уравнение (3) записано в сильной (strong) фор-
мулировке. В МКЭ решаются уравнения в вариаци-
онной (variational, weak) формулировке. Умножим
уравнение (1) на вектор пробныхфункций v и инте-
грируем по объему V. Согласно теореме Грина [41]:

∫
V

(∇ · σ)v dV =
∫
Γ

∂σ

∂n
v dΓ−

∫
V

σ · ∇v dV. (8)

Интеграл по поверхности Γ можно определить ин-
тегрированием граничных условий Неймана (5):∫

Γ

µσiiv dΓ =
∫
Γ

µ
∂σ

∂n
v dΓ =

∫
Γu

(−p)v dΓ. (9)

Интегрирование уравнения (1) с учетом пра-
вила (8) и граничных условий Неймана (9) дает ва-
риационную форму уравнения равновесия [21]:∫

V

2µε(u) : ε(v) + λ(∇u) · ∇v) dV+

+
∫
Γu

(−p)v dΓ = 0, (10)

где символ «:» означает тензорное скалярное про-
изведение, т. е. a : b = ∑i,j aijbij.

По известным значениям поля деформаций
можно вычислить эквивалентные напряжения фон
Мизеса:

σ
2
v =

1
2

[
(σxx − σyy)

2 + (σyy − σzz)
2+

(σzz − σxx)
2 + 6(σ2

xy + σ
2
yz + σ

2
xz)
]
,

(11)

где компоненты тензора напряжений имеют вид:

σii = λ

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

)
+ 2µ

∂ui
∂xi

,

σij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, i 6= j.

(12)

3. Создание расчетной сетки в Gmsh
Gmsh— программа для параметрического по-

строения геометрии объекта (в 1D, 2D или 3D) и
генерации расчетной сетки с указанием необходи-
мых свойств (плотность сетки, порядок и тип КЭ).

Для создания геометрии объекта предусмотре-
ны два способа: с помощью интерфейса програм-
мы или с помощью тестового документа с команда-
ми в формате geo. Оба способа можно комбиниро-
вать (например создать геометрию в интерфейсе,
затем отредактировать файл с заданием парамет-
ров). Рассмотрим второй способ, для того чтобыпо-
казать, как строится параметрическая геометрия.

В текстовом редакторе создадим файл
cylinder.geo. Параметры определяются в виде
переменных. Определим характерный размер
расчетной сетки, радиус цилиндра и его высоту:

chl=5.0e-3;
r=2.5e-2;
h=5.0e-2;

Определимчетыре точки основанияцилиндра:
центр; крайние правую, верхнюю, левую и ниж-
нюю точки. Точки (линии, поверхности) задаются
в стандартном порядке — против часовой стрел-
ки, если создается замкнутый объект, и по часовой
стрелке, если область объекта лежит вне замкну-
того контура (например, если замкнутая область
описывает полость в объекте). В качестве парамет-
ров указываются координаты x, y, z и характерный
размер сетки:

Point(1) = {0,0,0,chl};
Point(2) = {r,0,0,chl};
Point(3) = {0,r,0,chl};
Point(4) = {-r,0,0,chl};
Point(5) = {0,-r,0,chl};

В Gmsh окружность состоит из нескольких дуг,
каждая из которых имеет угловой размер, не пре-
вышающий π/2. Составим окружность из 4 дуг раз-
мером π/2 с тремя параметрами-точками — нача-
ло дуги, центр окружности, конец дуги:

Circle(1) = {2,1,3};
Circle(2) = {3,1,4};
Circle(3) = {4,1,5};
Circle(4) = {5,1,2};

Собираем части в окружность и составляем
поверхность
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Рис. 2. Геометрия цилиндра и его расчетная сетка, построенные в Gmsh

Line Loop(5) = {1,2,3,4};
Plane Surface(6) = {5};

Для создания цилиндра вытягиваем круг-
лое основание вдоль оси z на величину высоты
цилиндра h:

cyl[] = Extrude {0,0,h} {Surface{6};};

Для того чтобы в программе моделирования
задавать граничные условия, необходимо устано-
вить метки для всех поверхностей и объема объ-
екта. Для этого сохраним текстовый документ, от-
кроем его в Gmsh, в настройках геометрии зададим
отображение номеров для поверхностей и объемов.
Ориентируясь по этим номерам, создадим физи-
ческие группы для основания цилиндра, его верх-
ней и боковой поверхностей и всего объема. При
создании расчетной сетки все узлы, сегменты и по-
верхность будут иметь метку физической группы,
к которой они принадлежат. Добавляем определе-
ние физических групп в файл и перезагружаем его
в Gmsh.

Physical Surface("cyldown") = {6};
Physical Surface("cylup") = {28};
Physical Surface("cylside") = {15,19,23,27};
Physical Volume("cylvol") = {cyl[]};

Если в системе установлена библиотека
OpenCASCADE, то для файла геометрии достаточно
использовать библиотечную функцию построения
цилиндра и задать граничные поверхности и само
тело следующим образом:

SetFactory("OpenCASCADE");
Cylinder(1) = {0,0,0,0,0,0.05,0.025,2*Pi};
Physical Volume("1", 1) = {1};
Physical Surface("1", 1) = {1};
Physical Surface("2", 2) = {2};
Physical Surface("3", 3) = {3};

На рис. 2 слева показана полученная геомет-
рия с визуализацией всех меток для узлов, сегмен-
тов и поверхностей.

Для более точной настройки сетки указываем
минимальный и максимальный размеры элемен-
тов (Options/Mesh/General/Min/Max element size)
min = 1.e− 5,max = 2.65e− 5иихпорядок (первый
или второй). Для создания трехмерной сетки во
вкладке Mesh в списке команд выбираем элемент
3D и сохраняем сетку в формате msh (без записи
дополнительной информации, только данные, свя-
занные с физическими группами). На рис. 2 справа
показана построенная расчетная сетка.

4. Моделирование в FreeFem++
Приведем пример построения трехмерной мо-

дели статического сжатия цилиндра в FreeFem++ с
использованием линейной упругой модели. Про-
грамма написанная на языке FreeFem++ представ-
ляет собой текстовый файл с расширением edp.

FreeFem++ может работать с внешней рас-
четной сеткой в формате Gmsh. Подключаем
библиотеку для работы с трехмерными расчетны-
ми сетками, библиотеку для работы с форматом
Gmsh и загружаем ранее созданный файл с сеткой:
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load "msh3"
load "Gmsh"
mesh3 ThE = Gmshload3("cylinder.msh");

Расчетную сетку для простой двумерной или
трехмерной геометрии можно сделать средства-
ми FreeFem++. Принцип построения геометрии сле-
дующий: задаются границы в параметрическом
виде x = x(t), y = y(t), z = z(t) с указанием
метки границы (label); границы, составляющие за-
мкнутый контур, образуют поверхность, а поверх-
ности можно собрать в объемный объект. Задаем
параметры геометрии (масштаб, радиус и высо-
ту цилиндра) и модели (перемещение для гранич-
ных условий Дирихле и давление для граничных
условий Неймана):

load "msh3"
real scale = 1.e-3;
real radius = 25*scale;
real height = 50*scale;
real displacementZ = 0.5*scale;
real pressureZ = 1.0e4;

Создаем окружность радиуса R с помощью па-
раметрического уравнения окружности:

border bC(t=0,2*pi){
x=radius*sin(t); y=radius*cos(t); label=0;};

Плотность расчетной сетки определяется ко-
личеством узлов на границе. Зададим количе-
ство узлов вдоль окружности цилиндра и вдоль
его высоты:

int NBEC = 50, NBEZ = 20;

Строим двумерную сетку в границах окружно-
сти с указанием количества узлов на границе. По-
скольку параметрическое уравнение окружности
задает границу в направлении по часовой стрелки,
количество узлов указываем со знаком «−», чтобы
инвертировать направление:

mesh mC = buildmesh(bC(-NBEC));

Задаем номера (метки) для верхней, боковой и
нижней поверхностей цилиндра (по этим меткам
далее будут заданы граничные условия):

int[int] refTop = [0, 2], refBottom = [0, 3],
refSide = [0, 1];

Вытягиваем двумерную сетку на величину H
для создания трехмерной сетки цилиндра с метка-
ми на каждой поверхности:

mesh3 ThE = buildlayers(mC, NBEZ,
zbound=[0, height], labelmid=refSide,
labelup = refTop, labeldown = refBottom);

Выбирается один из двух приведенных выше
способов задания сетки. Далее посмотрим, как вы-
глядит сетка (будут показаны только граничные
элементы) и выведем в консоль информацию по
параметрам сетки (количество узлов, граничны-
х/треугольных элементов и объемных элементо-
в/тетраэдров). Информация по сетке позволяет
провести проверку импортированной сетки и зна-
чения должны совпадать с информацией в Gmsh
(Tools/Statistics):

plot(ThE);
cout << "Vertex, Border, Tetrahedra: "

<< ThE.nv << ", " << ThE.nbe << ", "
<< ThE.nt << endl;

Сечение расчетной сетки плоскостью z = const
представляет собой многоугольник, вписанный в
окружность, что дает погрешность в величине объе-
маVm цилиндра. Оценить эту погрешность γV отно-
сительно реального объема Vr можно следующим
образом:

Vr = πR2H, Vm =
∫
V

dV, γV = |1−Vm/Vr|. (13)

Соответствующий код:

real vr = pi*radius^2*height;
real vm = int3d(ThE)(1.0);
cout << "Volume: real = " << vr << ", mesh = "

<< vm << ", err = " << 100.0*abs(1.0-vm/vr)
<< "%" << endl;

Аналогично можно оценить изменение объе-
ма сетки после деформации, например, для про-
верки условия несжимаемости материала.

Зададим свойства материала (модуль Юнга и
коэффициент Пуассона) и рассчитаем коэффици-
енты Ламе:

real E = 1.0E6, sigma = 0.49;
real mu = E/(2*(1+sigma)),

lambda = E*sigma/((1+sigma)*(1-2*sigma));

Точность решения зависит от порядка поли-
номов аппроксимирующих конечно-элементные
переменные. Можно задать элементы первого

fespace Vh(ThE,[P1,P1,P1]);

или второго порядка

fespace Vh(ThE,[P2,P2,P2]);

Описываем компоненты вектора деформаций
и соответствующих пробных функций:

Vh [d1,d2,d3] = [0,0,0], [vv1,vv2,vv3];

Определим макросы для тензора деформаций
и дивергенции (макрос обязательно должен закан-
чиваться символами комментария //):
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real sqrt2=sqrt(2.0);
macro epsilon(u1,u2,u3)

[dx(u1),dy(u2),dz(u3),
(dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,
(dz(u1)+dx(u3))/sqrt2,
(dy(u1)+dx(u2))/sqrt2]
// EOM

macro div(u1,u2,u3)
( dx(u1)+dy(u2)+dz(u3) )
// EOM

Перейдем к решению уравнения (10) с по-
мощью команды solve выбранным методом
(solver=[LU, CG, Crout, Cholesky, GMRES, UMFPACK]);
для итерационных методов указывается абсолют-
ная погрешность eps. Для трехмерных интегралов
используется команда int3d (объемные интегралы
в (10)) с двумя аргументами: расчетная сетка и
подинтегральное выражение. Символ одинарной
кавычки означает операцию транспонирования.
Код для решения задачи линейной упругости (10)
имеет вид [21]:

solve Lame([d1,d2,d3],[vv1,vv2,vv3],
solver=CG,eps=1.e-8)=
int3d(ThE)(
lambda*div(d1,d2,d3)*div(vv1,vv2,vv3)
+2.0*mu*( epsilon(d1,d2,d3)’*

epsilon(vv1,vv2,vv3) ))

Зададим граничные условия на нижней поверхно-
сти Γd в виде (6)

+ on(3,d1=0,d2=0,d3=0)

или в виде (7)

+ on(3,d3=0)

и граничные условия на верхней поверхности Γu в
виде условий Дирихле (4)

+ on(2,d3=-displacementZ);

или Неймана (5) (команда int2d используется для
задания поверхностного интеграла в (10)):

+int2d(ThE,2)(pressureZ*vv3);

Если выбран метод UMFPACK, то для решения
задачи, использующей более 2 ГБ памяти, необхо-
димо подключить 64-разрядную версию:

load "UMFPACK64"

Поскольку деформации малы, для визуализа-
ции введем коэффициент для масштабирования
деформацийи создадимновую, деформированную
сетку:

real coef = 20.0;
mesh3 ThED = movemesh3(ThE, transfo=[
x+coef*d1(x,y,z), y+coef*d2(x,y,z),
z+coef*d3(x,y,z)]);

Выводимвконсольминимальноеимаксималь-
ное значения компонент вектора деформаций и
компоненты вектора деформаций на верхней по-
верхности:

cout << "Disp[mm]: min = " << d1[].min/scale
<< ", max = " << d1[].max/scale << ", d1 = "
<< d1(radius, 0, height)/scale << ", d2 = "
<< d2(0, radius, height)/scale << ", d3 = "
<< d3(0, 0, height)/scale << endl;

Визуализация недеформированной и дефор-
мированной сеток:

plot(ThE, ThED);

Для трехмерной визуализации значений пе-
ременных в FreeFem++ есть два способа. Первый —
построение сетки сечения трехмерного объекта и
вычисление на ней двумерных КЭ-переменных по
значению трехмерной переменной. Покажем этот
способ для сечения в плоскости y = 0 деформиро-
ванного цилиндра:

mesh Thsec=square(NBEC,NBEZ,
[(2.0*x-1.0)*radius,y*height]);

mesh ThsecD = movemesh(Thsec,
[x+coef*d1(x,0,y),y+coef*d3(x,0,y)]);

fespace Xh(ThsecD,P2);
Xh secd3;
secd3=d3(x-coef*d1(x,0,y),0,

y-coef*d3(x,0,y))/scale;
plot(Thsec,ThsecD);
real[int] viso(26);
for (int i = viso.n-1; i >= 0; i--)

viso[viso.n-1-i] =
i*d3(0,0,height)/scale/(viso.n-1);

plot(Thsec, ThsecD, secd3, viso=viso,
nbiso=viso.n, fill=1, value=1);

Команда визуализации plot может сохранять
изображение в виде графического файла формата
eps опцией ps (работает только для двумерных объ-
ектов), также можно указать область визуализации
опцией bb:

func bb = [[-1.1*radius,-0.1*height],
[1.5*radius,1.1*height]];

plot(Thsec, ThsecD, secd3, viso=viso,
nbiso=viso.n, fill=1, value=1,
bb=bb, ps="f.eps");

Второй способ — визуализация трехмерной
сетки c определенной на ней переменной с помо-
щью подключаемого модуля medit:

load "medit"
medit("dz", ThED, d3/scale);

Команда medit открывает графическое окно,
в котором можно настроить параметры визуали-
зации сетки и значения переменной. Пока окно
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открыто, выполнение кода FreeFem++ приостанав-
ливается, поэтому, для отображения промежуточ-
ных результатов моделирования, рекомендуется
использовать команду plot.

Можно рассчитать компоненты тензора на-
пряжений (12) и эквивалентные напряжения
фон Мизеса (11):

fespace Eh(Thsec,P2);
Eh sxx = lambda*(dx(d1)+dy(d2)+dz(d3))+

2*mu*dx(d1);
Eh syy = lambda*(dx(d1)+dy(d2)+dz(d3))+

2*mu*dy(d2);
Eh szz = lambda*(dx(d1)+dy(d2)+dz(d3))+

2*mu*dz(d3);
Eh sxy = mu*(dy(d1)+dx(d2));
Eh syz = mu*(dz(d2)+dy(d3));
Eh sxz = mu*(dz(d1)+dx(d3));
Eh sv = sqrt( (sxx-syy)^2+(syy-szz)^2+

(szz-sxx)^2+6*(sxy^2+syz^2+sxz^2) )/sqrt2;

Во время разработки компьютерной моде-
ли удобно использовать встроенные функции
FreeFem++ для профилирования кода. Задаем
две переменные

real cputime1=0, cputime2=0;

Время выполнения фрагментов кода (в секун-
дах) определяется следующей конструкцией:

cputime1 = clock();
// here code for profiling
cputime2 = clock();
cout << "Time = " << cputime2-cputime1 << endl;

Код программы запускается в консоли (ОС
Linux) или в командной оболочке (ОС Windows):

FreeFem++ cylinder.edp

Результаты моделирования для граничных
условий (6) и (7) показаны на рис. 3.

5. Моделирование в FreeCAD/CalculiX
При определении геометрических и физиче-

ских единиц нужно учитывать, что в FreeCAD и
CalculiX используется инженерная система единиц
по умолчанию: длина [мм], масса [кг], время [с]. По-
этому в интерфейсе, где размерность не указыва-
ется в явном виде, необходимо учитывать систему
единиц по умолчанию.

Рассмотрим порядок подготовки модели в
FreeCAD. Для удобства все инструменты разделены
на модули: PartDesign (геометрия объекта), FEM
(моделирование методом конечных элементов).

После выбора модуля Part Design
создаем цилиндр (создать аддитивный
примитив→аддитивный цилиндр) с радиусом
R = 25 mm и высотой H = 50 mm (в интерфейсе

программы размерность указывается латинскими
символами).

В модуле FEM сначала создаем новый
анализ (model→analysis), выделяем цилиндр
и добавляем для него свойства материала
(model→material→Material for Solid, достаточ-
но задать модуль Юнга 1 MPa и коэффициент
Пуассона 0.49). Задаем граничные условия: фик-
сированные на нижней грани (model→mechanical
constraints→constraint fixed) и условия Дирихле
(constraint displacement) или Неймана (constant
pressure) на верхней. Создаем расчетную сетку
для объекта (mesh→create FEM mesh from a shape
by Gmsh) с указанием порядка КЭ (первый или
второй) и плотности сетки (максимальный/мини-
мальный размер КЭ min = 1 mm, max = 2.65 mm).

Для запуска решателя (CalculiXccxTools) зада-
ем рабочую папку, сохраняем *.inp файл и запуска-
ем расчет. Результаты расчета можно посмотреть
в CalculiX_static_results (z Dispacement, scale=20).

Отметим, что в процессе моделирования в
рабочей папке создаются два файла: командный
файлмоделивформатеAbaqus “FEMMeshGmsh.inp”
и файл результатов моделирования в формате
Abaqus “FEMMeshGmsh.frd”. Первый может быть
использован для запуска модели в CalculiX/cxx в
командной строке
ccx FEMMeshGmsh

а второй — для анализа результатов в постпроцес-
соре CalculiX/cgx
cgx FEMMeshGmsh.frd

т. е. FreeCAD может использоваться в качестве пре-
процессора, а сам анализ модели можно прово-
дить непосредственно в CalculiX. По умолчанию
FreeCAD в командном файле указывает метод ре-
шения СЛАУ SPOOLES. Чтобы выбрать итерацион-
ный метод нужно в командном файле заменить
строку (с помощью любого текстового редактора)
*STATIC

на строку
*STATIC, SOLVER=ITERATIVE SCALING

или
*STATIC, SOLVER=ITERATIVE CHOLESKY

В варианте SCALING используется предобу-
славливание с масштабированием диагональных
элементов матрицы СЛАУ, а в CHOLESKY— непол-
ное разложение Холецкого.

Деформация цилиндра, полученная в
FreeCAD/CalculiX, с граничными условиями (6) и (7)
показана на рис. 4.
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Рис. 3. Деформация цилиндра (слева), сечение y = 0 (по центру) и визуализация в medit (справа), рассчитанные в
FreeFem++ с граничными условиями (6) (вверху) и (7) (внизу). Деформация увеличена в 20 раз

Рис. 4. Деформация цилиндра, полученная в FreeCAD/CalculiX, с граничными условиями (6) (сверху) и (7) (снизу).
Визуализация результатов в FreeCAD (слева) и CalculiX-cgx (справа). Деформация в FreeCAD увеличена в 20 раз
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Полученную модель можно редактировать в
самой среде FreeCAD. В некоторых случаях, на-
пример, если необходимо провести большую се-
рию расчетов с изменением геометрических и/и-
ли физических параметров модели, то более эф-
фективным будет использование встроенного ин-
терпретатора языка Python. Скрипты можно запус-
кать через интегрированную в интерфейс Python-
консоль. Продемонстрируем пример параметриче-
ского скрипта для рассматриваемой модели (при-
мер основан на скрипте без параметризации [42]).

Создаем новый проект и определяем все
параметры модели (радиус и высоту цилиндра;
модуль Юнга и коэффициент Пуассона матери-
ала; плотность расчетной сетки; перемещение
и давление на верхней поверхности цилиндра;
рабочую папку):
doc = App.newDocument("Cyl")
r = 25
h = 50
ym = "1.0 MPa"
pr = "0.49"
mms = 2.65
zd = -0.5
cp = 0.01
wdir = "~/calculix"

Создаем цилиндр заданного радиуса и высоты
и отображаем его в интерфейсе:
import Part
cylObj = doc.addObject(’Part::Cylinder’,\
’Cylinder’)
cylObj.Radius = r
cylObj.Height = h
import FreeCADGui
FreeCADGui.ActiveDocument.activeView().\
viewAxonometric()
FreeCADGui.SendMsgToActiveView("ViewFit")

Задаем тип анализа модели:
import ObjectsFem
analysis = ObjectsFem.makeAnalysis(doc,\
"Analysis")
solver = ObjectsFem.\
makeSolverCalculiXCcxTools(doc, "CalculiX")
solver.GeometricalNonlinearity = ’linear’
solver.ThermoMechSteadyState = True
solver.MatrixSolverType = ’default’
solver.IterationsControlParameterTimeUse=False
analysis.addObject(solver)

Добавляем материал с заданными
параметрами:
matObj=ObjectsFem.makeMaterialSolid(doc,\
"SolidMaterial")
mat = matObj.Material
mat[’Name’] = "Silicone"
mat[’YoungsModulus’] = ym
mat[’PoissonRatio’] = pr
matObj.Material = mat
analysis.addObject(matObj)

Зафиксируем основание цилиндра (6):
fixed=ObjectsFem.makeConstraintFixed(doc,\
"FemConstraintFixed")
fixed.References = [(doc.Cylinder, "Face3")]
analysis.addObject(fixed)

Задаем на верхней грани цилиндра граничные
условия Дирихле (4):
disp = ObjectsFem.makeConstraintPressure(doc,\
"FemConstraintDisplacement")
disp.References = [(doc.Cylinder,"Face2")]
disp.zDisplacement = zd
analysis.addObject(disp)

или Неймана (5):
pressure = ObjectsFem.makeConstraintPressure(\
doc, "FemConstraintPressure")
pressure.References = [(doc.Cylinder, "Face2")]
pressure.Pressure = cp
analysis.addObject(pressure)

Создаем расчетную сетку с элементами второ-
го порядка генератором NetGen:
mesh = doc.addObject(\
’Fem::FemMeshShapeNetgenObject’,\
’FEMMeshNetgen’)
mesh.Shape = doc.Cylinder
mesh.MaxSize = mms
mesh.Fineness = "Moderate"
mesh.Optimize = True
mesh.SecondOrder = True

или генератором Gmsh:
femObj=ObjectsFem.makeMeshGmsh(doc,\
cylObj.Name + "_Mesh")
femObj.Part = doc.Cylinder
femObj.ElementOrder = u"2nd"
femObj.CharacteristicLengthMax = ’2.65 mm’
femObj.CharacteristicLengthMin = ’1 mm’
doc.recompute()
from femmesh.Gmshtools import GmshTools as gt
mesh = gt(femObj)

Добавляем созданную расчетную сетку в ана-
лиз, настраиваем решатель и запускаем расчет
деформаций (в указанной рабочей папке со-
здается файл модели и файл с результатами
моделирования):
analysis.addObject(mesh)
from femtools import ccxtools
fea = ccxtools.FemToolsCcx()
fea.update_objects()
fea.setup_working_dir(wdir)
fea.setup_ccx()
fea.purge_results()
fea.write_inp_file()
fea.ccx_run()

Загружаем результаты из рабочей папки
и показываем недеформированную и дефор-
мированную (с 20-кратным масштабированием
деформаций) сетки:
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fea.load_results()
for m in analysis.Group:

if m.isDerivedFrom(’Fem::FemResultObject’):
result = m
break

mesh.ViewObject.setNodeDisplacementByVectors(\
result.NodeNumbers, result.DisplacementVectors)
mesh.ViewObject.applyDisplacement(20)

Отметим основное отличие программирова-
ния в FreeFem++ от FreeCAD — в FreeFem++ про-
граммируется полная задача с геометрией, пара-
метрами модели, заданием уравнений в явном
виде и их решением, обработкой и сохранени-
ем полученных результатов; в FreeCAD скрипты
автоматизируют настройку модели через интер-
фейс программы (значительно сокращая время
при модификации модели за счет возможности
параметризации задачи).

6. Анализ результатов
Проведем анализ тестовой задачи со сплош-

ным цилиндром радиуса R и высотой H и с ограни-
чением перемещения у основания вдоль осиOz (7).
На верхнюю плоскость цилиндра приложено дав-
ление p. Под действием давления цилиндр сжима-
ется в осевом направлении на величину ∆Ha, ко-
торую можно оценить из определения для модуля
Юнга E:

E =
p

∆Ha/H
⇒ ∆Ha =

pH
E

. (14)

Для значений R = 2.5 см, H = 5 см, E = 1МПа,
p = 10 кПа получим ∆Ha = −0.5 мм. ∆Ha зависит
от приложенного давления p линейно.

Во время деформации цилиндр растягивается
в радиальномнаправлении и его радиус увеличива-
ется на величину ∆Ra, которую можно вычислить
из определения для коэффициента Пуассона:

ν = −∆Ra

R
H

∆Ha
⇒ ∆Ra = −ν

∆Ha

H
R. (15)

Для H = 5 см, R = 2.5 см, величины ∆Ha, вы-
численной по формуле (14) и значения коэффици-
ента Пуассона ν = 0.49 получим ∆R = 0.1225 мм.

При численном моделировании в программе
FreeFem++ с граничными условиями (7), для рас-
четной сетки, состоящей из 25920 объемных эле-
ментов второго порядка, погрешность величины
объема цилиндра относительно его точного зна-
чения, определяемого по формуле (13), составила
γV = 0.29%, а погрешности величин осевого сжа-
тия ∆H и радиального растяжения ∆R относитель-
но аналитических решений (14) и (15) составили
γH = 3 · 10−7% и γR = 0.47% . С увеличением числа

КЭ погрешности снижаются: например, при вось-
микратном увеличении количества КЭ погрешно-
сти составили γV = 0.066%, γH = 3 · 10−7% (погреш-
ность округления) и γR = 0.053%, что является под-
тверждением корректности построенной числен-
ной модели.

Рассмотрим жесткое закрепление на основа-
нии: u = 0 (6) — сила трения скольжения достаточ-
на для предотвращения скольжения основания ци-
линдра по поверхности. В этом случае площадь ос-
нования останется неизменной, а увеличение пло-
щади верхней поверхности цилиндра будет про-
порциональна приложенному давлению. Следова-
тельно, величина вертикального сжатия ∆H f будет
меньше ∆Ha. Поскольку уравнения (3) линейные,
H f зависит от величины давления p линейно.

В табл. 1 приведены следующие параметрымо-
делирования и результаты: тип конечных элемен-
тов (КЭ) и их порядок (П), количество узлов mv и
объемных элементов (тетраэдров) mt расчетной
сетки, количество решаемых уравнений в СЛАУ k,
метод решения СЛАУ (прямые методы обозначены
прямымшрифтом, а итерационные—наклонным),
величина вертикальной деформации ∆H на верх-
нем ребре цилиндра и ее относительная погреш-
ность γ, процессорное время генерации расчетной
сетки Tm и время расчета задачи упругости Ts, зани-
маемый объем оперативной памяти и файла под-
качки (если он использовался), номер расчета n.
Все расчеты проводились на одном ядре процес-
сора. Затраченное на выполнение расчета время
определялось в FreeFem++ с помощью профилиро-
вания кода (команда clock), а в CalculiX— консоль-
ной командой time. Используемый объем ОЗУ и
файла подкачки определялся с помощью програм-
мы gnome-system-monitor.

Первые 17 расчетов проводились в ОС
CAELinux-2020 на процессоре Core 2 Duo-E8500
(два ядра по 3.16 ГГц, кэш 6 МБ) с 4 ГБ оператив-
ной памяти и файлом подкачки, размещенным
на твердотельном жестком диске, в FreeFem++
(n = 1− 10) и CalculiX (n = 11− 17). Выбор парамет-
ров генерации сетки произведен таким образом,
чтобы сетки были близки по количеству объемных
элементов и размеру СЛАУ (15165 уравнений
для КЭ первого порядка и 112545 уравнений —
для второго). Остальные расчеты (n = [18 − 33])
проводились в ОС Ubuntu 14.04 на процессоре Intel
Core i7-3770K (4 ядра и 8 потоков по 3.5 ГГц, кэш
8 МБ) с 16 ГБ ОЗУ и файлом подкачки, размещен-
ном на жестком диске SATA-6Gb. Максимальная
абсолютная погрешность для итерационных
методов в FreeFem++ задавалась равной 2 · 10−7. В
CalculiX максимальная абсолютная погрешность
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Таблица 1. Результаты моделирования тестовой статической задачи линейной упругости с использованием различных
методов решения СЛАУ в программах FreeFem++ и CalculiX.

Программа КЭ, П mv, mt, k Метод ∆H, мм γ, % Tm, с Ts, с ОЗУ+ФП n

FreeFem++

P1, 1 5082, 25920,

LU

−0.439048 4.9

0.019

24.6 237.4 МБ 1
Crout 11.9 121.1 МБ 2

Cholesky 8.7 121.1 МБ 3
15246 UMFPACK 5.64 144.9 МБ 4

CG 3.0 8.7 МБ 5
GMRES 11.2 18 МБ 6

P2, 2
5082, 25920, UMFPACK

−0.458382 0.71
330 3.5 + 4 ГБ 7

112545 CG 86.1 65.4 МБ 8
GMRES 477 161.3 МБ 9

P1, 1 38663, 214080,
115989

CG −0.451112 2.3 0.15 46 55 МБ 10

CalculiX

C3D4, 1
5458, 25876, SPOOLES −0.443498 3.9

2.5
3.9 68.5 МБ 11

15967 Scaling −0.443501 3.9 1.5 13.25 МБ 12
Cholesky −0.443974 3.8 1.3 15.5 МБ 13

C3D10, 2
39187, 25855, SPOOLES −0.460443 0.26

4.4
66.8 990 МБ 14

116071 Scaling −0.460444 0.26 50.1 92, 9 МБ 15
Cholesky −0.460735 0.2 26.7 127.5 МБ 16

C3D4, 1 37871, 204843,
108861

Cholesky −0.454901 1.5 8.8 15 115.7 МБ 17

FreeFem++ P2, 2

5082, 25920, UMFPACK
−0.458382 0.7 0.01

77.7 7.5 ГБ 18
112545 GMRES 271 161 МБ 19

CG 46.9 65 МБ 20
38663, 214080,
891567 CG

−0.461349 0.062 0.085 782 516 МБ 21

124745, 708840,
2913801

−0.461561 0.017 0.3 3990 1.6 ГБ 22

294111, 1694400,
6917043

−0.461638 0 0.6 13173 3.9 ГБ 23

CalculiX C3D10, 2

39187, 25855, SPOOLES −0.460443 0.26
4.4

47.4 990 МБ 24
226581 Scaling −0.460444 0.26 30 92, 9 МБ 25

Cholesky −0.460700 0.2 15.5 127.5 МБ 26
77960, 52887, SPOOLES −0.460738 0.19 8 186 2.5 ГБ 27
226581 Cholesky −0.460769 0.19 52 258.5 МБ 28
146068, 101434, SPOOLES −0.460998 0.14 14.4 644 5.8 ГБ 29
426972 Cholesky −0.460977 0.14 112 495.5 МБ 30
290182, 204844, SPOOLES −0.461233 0.088 30.3 2485 14 + 1 ГБ 31
1851447 Cholesky −0.461517 0.026 310 971 МБ 32
627812, 448982,
4427019

Cholesky −0.461687 0.011 66.4 764 2.1 ГБ 33

γm определяется самой программой и составляет
2 · 10−7 для метода Scaling и 10−6, . . . , 5 · 10−6

для метода Cholesky (для большего k меньшее
γm). Расчеты n = [21 − 23] и n = [27 − 33] про-
ведены для определения насыщения величины
максимальной деформации ∆H при увеличении
mv. Относительная погрешность γ определя-
лась относительно расчета n = 23 на сетке с
mv = 294111 узлами. Относительная погрешность

величины объема цилиндра определялась по
формуле (13) и для расчетов n = [20 − 23] соста-
вила γV = [0.26%, 0.066%, 0.029%, 0.016%]. Прямые
методы LU, Crout и Cholesky в FreeFem++ удалось
запустить только для КЭ первого порядка. Уско-
рение расчетов за счет более производительного
процессора составило ∼ 70%.

Итерационные методы решения СЛАУ для рас-
сматриваемой задачи продемонстрировали более
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высокую скорость вычислений по сравнению с пря-
мыми методами. Это связано с тем, что решалась
трехмерная задача и даже для элементов первого
порядка количество уравнений в СЛАУ k значитель-
но. В FreeFem++ метод сопряженных градиентов CG
n = [5, 8] показал более быструю скорость вычисле-
ний с использованиемменьшего объема памяти по
сравнению с другими методами. В CalculiX самую
высокую скорость вычислений показал итераци-
онный метод Cholesky с обуславливанием непол-
ным разложением Холецкого (n = [13, 15]). Итера-
ционный метод Scaling использовал на 30% мень-
ше объема памяти из-за более простого обуслав-
ливания, чем метод Cholesky, а скорость вычисле-
ний была почти в 2 раза меньше, чем в Cholesky
(n = [15, 16]). Метод Cholesky показал двукратную
скорость вычислений по сравнению с CG для КЭ
первого порядка (n = [13, 5]) и трехкратную ско-
рость для элементов второго порядка (n = [16, 8]).
Это может быть связано с тем, что итерационные
методы в FreeFem++ используют обуславливание
только через подключение соответствующих поль-
зовательских функций, а в проведенных расчетах
обуславливание не использовалось.

На тестовой задаче из прямых методов
SPOOLES (n = 11) показал лучшее быстродействие
(в 1.6) и использовал меньший объем памяти (в 7.6
раз) относительно UMFPACK n = 4. Падение ско-
рости вычислений для n = 7 в 5 раз по сравнению
с n = 14 связано с использованием в n = 7 файла
подкачки.

Использование элементов первого порядка
приводит к высокой погрешности. В n = 10 и
n = 17 расчетная сетка выбиралась таким обра-
зом, чтобы число уравнений k было близким к
числу уравнений для элементов второго порядка
(n = [8, 16]). Увеличение количества узлов в 7 раз
(n = [5, 10] и n = [13, 17]) уменьшило погрешность в
2 раза. При использовании КЭ второго порядка для
того же количества уравнений погрешности умень-
шаются в 7 раз (n = [5, 8]) или в 20 раз (n = [13, 16]).
То есть при одинаковых вычислительных затратах
точность вычислений для элементов второго по-
рядка на грубой сетке выше, чем для элементов
первого порядка на более плотной сетке.

Погрешность вычислений γ в пакете CalculiX
и FreeFem++ для элементов второго порядка для
тестовых расчетов n = 8 и n = 16 составляет
0.7% и 0.2%. Элементы C3D4/C3D10 [43] и элементы
P1/P2 [44] схожи (см. рис. 5): геометрия, количество
узлов, порядок аппроксимирующих полиномов и
положение промежуточных узлов в КЭ второго по-
рядка (в середине соответствующего ребра) совпа-
дают в обеих программах. Согласно документации,

C3D4 C3D10

Рис. 5. Геометрия и расположение узлов (круги) в ко-
нечных элементах C3D4 и C3D10

в численном интегрировании КЭ-функции исполь-
зуется три точки интегрирования в FreeFem++ и
четыре точки в CalculiX.

7. Заключение
В работе приведен краткий обзор свобод-

ных программ численного моделирования стати-
ческих задач упругости методом КЭ. Приведены
примеры построения модели с использованием
FreeFem++/Gmsh и FreeCAD/CalculiX (с использова-
нием интерфейса программы и с использованием
параметрического скрипта на языкеPython). Прове-
ден анализ использования вычислительных ресур-
сов различными прямыми и итерационными ме-
тодами. В рамках рассмотренной тестовой задачи
статической линейной упругости наиболее опти-
мальнымметодомв FreeFem++ является итерацион-
ный метод сопряженных градиентов CG как по вре-
мени вычислений, так и по используемому объему
памяти. Наибольшую скорость вычислений дает
итерационный метод Cholesky с обуславливанием
неполным разложением Холецкого в программе
CalculiX.

На основе проведенного анализа вычислитель-
ных возможностей программ, их функциональ-
ности и удобства использования, обозначим осо-
бенности, которые могут повлиять на выбор про-
граммы численного моделирования. Особенности
FreeFem++:

• необходимы навыки программирования;

• имеются функции пре/постпроцессора (созда-
ние 2D/3D геометрии и расчетной сетки; за-
грузка сетки, созданной в Gmsh; визуализация
результатов расчетов);

• имеющиеся прямые методы используют боль-
ше вычислительных ресурсов по сравнению с
CalculiX;

• имеются итерационные методы с возможно-
стью подключения пользовательских предобу-
славливателей;
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• позволяет создавать, перестраивать, адаптиро-
вать расчетные сетки в ходе выполнения кода,
проводить полную параметризацию задачи,
запускать серии расчетов по наборам парамет-
ров, проводить обработку результатов вычис-
лений.

Особенности CalculiX:

• навыки программирования не требуются;

• FreeCAD/CalculiX позволяет провести полный
цикл исследования в рамках одной програм-
мы, а также параметризацию задачи на языке
программирования Python;

• в качестве отдельной программы содержит
пре/постпроцессор (создание геометрии и рас-
четной сетки по командному файлу, визуали-
зация данных по файлу результатов расчетов);

• имеет быстрыйи экономичныйк вычислитель-
ным ресурсам (в сравнении с прямыми мето-
дами FreeFem++) прямой метод SPOOLES;

• имеет быстрые итерационные методы с пре-
обуславливанием.
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Application of free software FreeFem++/Gmsh and
FreeCAD/CalculiX for simulation of static elasticity

problems
Nasibullayev I.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

The paper discusses the stages of computer numerical simulation of engineering problems and ways to improve the
accuracy of simulation; provides a brief overview of free software for simulation elasticity problems by the finite
element method, as well as trends in the development of free CAD and CAE software. For a successful engineering
study, it is necessary to choose a convenient tool that takes into account all the features of the problem being
solved. Based on the solution of a test static problem of linear elasticity, two approaches to engineering modeling
were demonstrated. The first approach requires programming skills - the full modeling cycle was written in the
programming language of the FreeFem++ software. Additionally, the method mesh generating in the Gmsh program
with subsequent use in the FreeFem++ program is shown. In the second approach, the full cycle of modeling is
carried out through the interface of the FreeCAD program with the built-in CalculiX solver, which does not require
programming skills. A way to parameterize the task using the Python interpreter built into FreeCAD is also proposed.
The simulation results obtained using both approaches are compared for an object to which an external action is
applied, determined by the Dirichlet or Neumann boundary conditions, and two types of object fastening are analyzed:
rigid embedding and limitation by a plane with zero friction. The analysis of the use of computing resources by
various direct and iterative methods is carried out. Within the framework of the considered test problem of static
linear elasticity, the most optimal method in FreeFem++ is the iterative method of conjugate gradients CG both in
terms of computation time and in terms of the memory used. The highest speed of calculations is provided by the
Cholesky iterative method with conditioning by the incomplete Cholesky expansion in the CalculiX program.

Keywords: static elasticity, free engineering software, FreeFem++, Gmsh, FreeCAD, CalculiX, direct and iterative
solution methods of the system of linear equations
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[8] Babuška I., Szabó B.A.. Katz I.N.. The p-version of the finite el-
ement method // SIAM Journal on Numerical Analysis. 1981.
V. 18. P. 515–545.
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Динамика дислокаций в доменной структуре
нематического жидкого кристалла1

Делев В.А.

Институт физики молекул и кристаллов УФИЦ РАН, Уфа

Исследуются динамика и взаимодействие классических дислокаций в доменной структуре закрученного на π/2
нематического жидкого кристалла. Особенностью закрученных нематиков является то, что гидродинамические
потоки в доменах Вильямса, наряду с тангенциальной компонентой скорости, имеют и аксиальную составляющую,
направление которой противоположно в соседних доменах. Дислокации могут двигаться как перпендикулярно
(glide) доменам Вильямса, так и вдоль (climb) них. Установлено, что при столкновении дислокаций с противополож-
ными топологическими зарядами S = ±1 при заданном напряжении их скорость увеличивается на расстояниях,
порядка пространственного периода доменной решетки. Показано, что динамика и взаимодействие дислокаций с
топологическими зарядами S = ±1 качественно хорошо описываются возмущенным уравнением синус-Гордона.

Ключевые слова: нематический жидкий кристалл, доменная структура, дислокация, кинк, уравнение
синус-Гордона

1. Введение
Образование и разрушение надмолекулярного

порядка в неравновесных системах, как правило,
сопровождается появлением дефектов [1]. Поэто-
му изучение свойств дефектов при структурооб-
разовании и возникновении турбулентности яв-
ляется одной из важных задач физики конденси-
рованного состояния. С другой стороны, возмож-
ность управления не только количеством дефектов,
но и их взаимодействием при изменении внешне-
го воздействия позволяет использовать экспери-
ментальные данные для верификации, например,
(1 + 1)-мерных моделей. В этом отношении дефек-
ты, возникающие в доменных структурах немати-
ческих жидких кристаллов (НЖК), являются уни-
кальными объектами для экспериментального изу-
чения их динамических характеристик. Важную
роль при этом играет исходная ориентация поля
директора n, характеризующаяпреимущественное
направлениемолекул в пространстве, так как имен-

1Работа выполнена в рамках госзадания № АААА-А19-
119022290052-9.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Делев В.А.

но она задает симметрию доменных структур и их
дефектов [2–4]. Таким образом, динамика дефек-
тов в доменных структурах существенным обра-
зом зависит не только от амплитуды приложенно-
го напряжения, но и от исходной конфигурации
поля директора n.

Изучению дефектов в доменных структурах
НЖК посвящен ряд работ [5–8]. Результаты этих
работ свидетельствуют о важной роли дефектов
при усложнении пространственно-временной ди-
намики доменных структур с увеличением прило-
женного напряжения. В частности, установлено,
что наиболее общими механизмами при форми-
ровании двумерных структур являются процессы
рождения и аннигиляции дислокаций.

Типичными элементарными дефектами элек-
троконвективных структур в НЖК являются дис-
локации с топологическими зарядами S = ±1.
Дефект с топологическим зарядом S = ±1 соот-
ветствует скачку фазы на ±2π в структуре доме-
нов Вильямса, т.е. его сингулярность определяется
лишним (или недостающим) пространственным
периодом при обходе замкнутого контура вокруг
его ядра [8]. Поведение дислокаций в приближе-

http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.130
http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.130
https://doi.org/10.21662/mfs2020.3.130


202 Многофазные системы

нии слабой надкритичности хорошо описывается
уравнением Гинзбурга–Ландау [6–8].

Другой подход для описании динамики дис-
локаций в жидких кристаллах [9, 10] основан на
глубокой аналогии свойств и поведения дефектов
смодельюФренкеля–Конторовой (ФК) [11,12]. Если
в стандартной модели пренебречь эффектами дис-
кретности, то получится хорошо известное уравне-
ние синус-Гордона (УСГ). Данное уравнение было
одним из первых обнаруженных уравнений с мно-
госолитонным решением, а первое приложение
УСГ нашло в физике для построения упрощенных
моделей дислокаций.

Несмотря на большое количество теоретиче-
ских работ, прямые экспериментальные исследо-
вания приложений модели ФК для кристаллов все
еще достаточно редки (см. ссылки в [12]). Тем не
менее, модельФК с уcпехом использовалась, в част-
ности, в теории сверхпроводников для описания
эффекта Джозефсона [15,16], динамики доменных
границ в ферроэлектриках [17] и ферромагнети-
ках [18], а также структуры адсорбированных слоев
на поверхности кристаллов [19,20]. О возможности
наблюдения резонансной динамики кинков УСГ
в системе с одиночной точечной примесью с уче-
том генерации локализованных волн сообщается
в [21]. С этой точки зрения перспективным объек-
том, где топологические дефекты в одномерной
системе могут быть легко созданы, а их свойства
изучены, являются также НЖК. Так, в [22] впер-
вые сделана попытка применения модели ФК для
описания динамического поведения дефектов в за-
крученных на π/2 нематиках. В работах [23,24] для
описания взаимодействия дислокаций в линейном
протяженном дефекте, возникающем в закручен-
ном НЖК, использовалось невозмущенное УСГ.

В настоящей работе исследуются динамика и
взаимодействие краевых дислокаций с противо-
положными топологическими зарядами S = ±1 в
закрученных НЖК. Дислокации движутся перпен-
дикулярно доменам Вильямса и при взаимодей-
ствии аннигилируют. Показано, что такое столкно-
вение дислокаций качественно хорошо описыва-
ются возмущенным УСГ.

2. Методика эксперимента
В качестве НЖК использовался 4-n-метокси-

бензилиден-n-бутиланилин (МББА), который по-
мещался в ЖК-ячейку между двумя стеклянными
подложками с проводящим покрытием из SnO2.
Поверхность подложек с электродами покрывалась
слоем ориентанта полиимида AL1254 (JSR Corp.
Japan), который затем натирался в одном направ-
лении для создания однородной планарной ориен-

тации директора n. ТолщинаЖК-ячейки размером
16 × 12 мм задавалась майларовыми прокладка-
ми d ' 20 мкм. После заполнения ячейки немати-
ком и формирования однородной планарной ори-
ентации верхняя подложка медленно поворачива-
лась относительно нижней по часовой стрелке на
угол π/2 так, что во всем слое НЖК возникала од-
нородно закрученная ориентация директора n. К
ЖК-слою прикладывалось переменное напряже-
ние U с частотой fU = 30 Гц. Пороговое напряже-
ние возникновения доменов Вильямса составляло
Uc = 5.6 В. При этом их ось ориентирована пер-
пендикулярно директору n в середине слоя НЖК и
составляет углы−45◦ и 45◦ соответственно с ориен-
тацией директора на верхней и нижней подложках.
Направления гидродинамических потоков в доме-
нах определялись путем анализа движений проб-
ных частиц диаметром 2÷ 3 мкм, добавленных в
НЖК. Доменные структуры и их дефекты наблюда-
лись в поляризационный микроскоп Axiolab (Zeiss,
Germany), а их изображения регистрировались ви-
деокамерой VX44 (PCO Inc., Germany) с разрешени-
ем 720× 576 пикселей и оцифровывались внешней
платой Pinnacle 700-USB (USA).

3. Результаты и обсуждение

Процесс взаимодействия двух дислокаций с
противоположными топологическими зарядами
S = ±1 представлен на рис. 1. Заметим, что в мо-
дельных представлениях дислокация с S = +1 со-
ответствует кинку, а с S = −1 — антикинку.

При столкновениии кинка и антикинка в
невозмущенном УСГ, последние проходят друг че-
рез друга без изменения формы, скорости и энер-
гии, т.е. не изменют своих свойств после взаимо-
действия, кроме смещения фазы [12]. В нашем слу-
чае при столкновении дислокаций с противопо-
ложными топологическими зарядами последние
аннигилируют, поэтому для описания наблюдае-
мого процесса используем модель синус-Гордона с
диссипативным членом −γut [13,14].

Получение невозмущенного УСГ, описываю-
щего динамику дислокаций, показано в работе [22].
Поскольку размер элементарной ячейки доменной
структуры в закрученном на π/2 НЖК определяет-
ся как T = 2λ (где λ — ширина одного линейного
домена), что связано с антипараллельностью акси-
альных компонент скорости потока анизотропной
жидкости в соседних доменах, то в качестве узла
доменной решетки рассматривается центр «двой-
ного домена» вдоль направления x.

УСГ, полученное на основе гамильто-
ниана модели ФК [22] после перехода к
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Рис. 1. Процесс столкновения двух дислокаций типа
glide с топологическими зарядами S = −1 и
S = +1 при U = 6 В и f = 30 Гц. Масштаб —
100 мкм

континуальному приближению:

∂2η

∂τ2
− ∂2η

∂ξ2
+ sin η = 0, (1)

где η = πu/λ—нормированнаяфункция смещения
двойного домена от его равновесного положения
вдоль направления x; ξ = x/(2λ

√
k̃)—нормирован-

ная координата; k̃ = (λ/π)2(k′/V′0); k′ — константа
взаимодействия соседних доменов; V′0 — энергия,
приходящаяся на единицу длины сдвоенного до-
мена; τ = (π/λ)

√
V′0/m′t — нормированное время;

m′ = m/l — удельная масса двойного домена; l —

длина двойного домена.
Как известно, УСГ (1) имеет ряд аналитиче-

ских решений [25]. Одно из них, называемое кин-
ком (антикинком), представляет дислокацию в
модели ФК:

η = 4 arctan
[

exp
(
σ
ξ− ξ0 + v(τ− τ0)√

1− v2

)]
,

где σ = ±1 — топологический заряд кинка;
0 6 v 6 1 — скорость движения кинка; величина
ξ0 — характеризует положение кинка в момент
времени τ = τ0.

Рассмотримдвижение кинков с противополож-
ными топологическими зарядами навстречу друг
к другу. В нашем случае слева имеем антикинк, а
справа — кинк. В численных расчетах использова-
лось экспериментально полученное значение без-
размерной скорости движения дислокаций v = 0.3,
представляющее собой отношение абсолютной ско-
рости движения дислокаций, отдаленных друг от
друга на достаточное расстояние к скорости движе-
ния вблизи точки их столкновения (порядка про-
странственного периода доменной решетки).

Численная иллюстрация столкновения анти-
кинка и кинка показана на рис. 2.

Таким образом в данной работе показано, что
столкновение дислокаций с противоположными
топологическими зарядами в электроконвектив-
ной структуре НЖК хорошо описывается двумя
независимыми решениями возмущенного УСГ в
виде кинков с σ = −1 и σ = +1, движущихся на-
встречу друг другу.

h

x

Рис. 2. Теоретические зависимости столкновения кин-
ков с топологическими зарядами σ = −1 и
σ = +1 в различные моменты времени при на-
личии диссипаивного возмущения −γut, γ =
0.25
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4. Заключение
В настоящей работе экспериментально и тео-

ретически изучены динамика и взаимодействие
двух дислокаций с противоположными топологи-
ческими зарядами S = ±1, возникающих в домен-
ной структуре закрученного на π/2НЖК. Показана
принципиальная возможность описания их дина-
мики и взаимодействия в рамках возмущенного
УСГ.

Следует отметить, что дефекты доменной ре-
шетки, возникающие в НЖК во внешних электри-
ческих полях, наряду с дислокациями в кристал-
лах, доменными границами в сегнетоэлектриках
и магнетиках, являются новым примером реали-
стических нелинейных физических систем, для ко-
торых применение нелинейных моделей и учет
локализованных возмущений решетки представля-
ется вполне успешным [22–24]. Важнымпреимуще-
ством системы электроконвекции в НЖК, по срав-
нению с другими, является относительная просто-
та управления структурой и симметрией доменной
решетки посредством изменения частоты и вели-
чины внешнего электрического поля, приложен-
ного к ЖК-слою (толщиной d ∼ 10− 100 мкм). Ис-
пользование прозрачных электродов в ЖК-ячейке
позволяет легко визуализировать эту систему кон-
вективных доменов и возникающие в ней дефек-
ты. Кроме того, имеются апробированные способы
создания неоднородных слоев НЖК (закрученных
и/или гомеопланарных), что увеличивает разнооб-
разие типов и симметрий наблюдаемых доменных
структур, а также их дефектов. Всё это делает дан-
ную систему электроконвекции в НЖК перспектив-
ным объектом приложения классической модели
ФК и ее обобщений.

В экспериментальных исследованиях исполь-
зовалось оборудование Центра коллективного
пользования «Спектр» ИФМК УФИЦ РАН и Ре-
гионального центра коллективного пользования
«Агидель».
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Dynamics of dislocations in the domain structure of
the nematic liquid crystal

Delev V.A.

Institute of Molecule and Crystal Physics UFRC RAS, Ufa

Dynamics and interaction of classical dislocations in the domain structure of π/2 nematic liquid crystal is studied. A
feature of twisted nematics is that hydrodynamic flows in Williams domains, together with the tangential component
of velocity, also have an axial component, the direction of which is opposite in neighboring domains. Dislocations can
move both perpendicular (glide) to Williams domains, and along (climb) them. It was found that when dislocations
collide with opposite topological charges S = ±1 at given voltage, their speed increases. It has been shown that
dynamics and interaction of dislocations with topological charges S = ±1 are qualitatively well described by the
perturbed sine-Gordon equation.

Keywords: nematic liquid crystal, domain structure, dislocation, kink, sine-Gordon equation
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Математическая модель вытеснения нефти водой
в плоском канале1

Низамова А.Д., Валиев А.А.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Неустойчивое вытеснение несмешивающихся жидкостей в плоском канале является актуальным исследовани-
ем как в теоретических, так и в практических приложениях. В настоящей работе рассмотрен плоский канал,
заполненный несжимаемой жидкостью. С течением времени в канал нагнетается другая жидкость. Жидкости
являются не смешивающимися. В работе строится математическая модель процесса вытеснения нефти водой в
плоском канале, позволяющая провести дальнейшие численные исследования и выполнить сравнение резуль-
татов с полученными экспериментальными данными на примере ячейки Хеле–Шоу. Математическая модель
для многофазного, многокомпонентного течения состоит из уравнений Навье–Стокса, уравнений сохранения
массы, импульса и энергии. Современные методы моделирования динамики «вязких пальцев» основаны главным
образом на численных методах решения систем дифференциальных уравнений, использующих в качестве пара-
метров градиент давления, вязкость и капиллярные силы. Влияние этих параметров должно быть определено
экспериментально. Для решения задачи применяется квазигидродинамический подход, основанный на добав-
лении некоторого малого параметра и позволяющий описать устойчивые схемы с центральными разностями.
Сложность решения таких задач заключается в размерах рассматриваемых моделей, которые на практике имеют
широкий диапазон применения от микро-масштабных до порядков одного сантиметра. Комплексное иссле-
дование позволит оценить и проанализировать весь процесс в целом, а также установить параметры течения
для повышения эффективности вытеснения и увеличения нефтеотдачи, поскольку в численном моделировании
процесса проще создать множество независимых экспериментов с одинаковыми начальными данными в отличие
от экспериментального исследования.

Ключевые слова: несмешивающиеся жидкости, неустойчивость, вытеснение, микромодель, ячейка Хеле–Шоу

1. Введение
Неустойчивое вытеснение является актуаль-

ной задачей нефтегазовой промышленности и про-
является при вытеснении более вязкого флюида
менее вязким. Например, вытеснение нефти в пла-
сте водой и различными агентами, вязкость кото-
рых значительно меньше вязкости нефти, приво-
дящее к заводнённости пласта со временем.

Основы современного состояния исследо-
ваний в теории фильтрации несмешивающих-

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 20-31-
80008-мол_эв_а).
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© Низамова А.Д.
© Валиев А.А.

ся жидкостей были заложены еще в работах
Лейбензона Л.С. и Маскета М. [1, 2]. В данных ра-
ботах были впервые решены плоско-параллельная
и плоско-радиальная задачи поршневого вы-
теснения вязкой жидкости из пористой среды.
Задачи такого рода получили свое дальнейшее
развитие в работах Щелкачева В.Н., Чарного И.А.,
Полубариновой-Кочиной П.Я., Пирвердяна А.М.,
Баренблата Г.И., Николаевского В.Н. и других.

Моделью вытеснения несмешивающихся жид-
костей является модель Бакли–Леверетта, которая
в настоящее время наиболее часто используется в
теории фильтрации двухфазных жидкостей. Мате-
матическая модель данного процесса состоит из
обобщенного закона Дарси и законов сохранения

http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.131
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масс обеих несмешивающихся фаз. Первый из этих
законов подразумевает зависимость фазовых про-
ницаемостей от объемных долей каждой из несме-
шивающихся жидкостей в поровом пространстве.
Получаемая в результате система уравнений реша-
ется с учетом начальных и граничных условий, на-
лагаемых на функции распределения насыщенно-
стейидавлений вфазах. Допущение, принимаемое
в модели Бакли–Леверетта, об отсутствии капил-
лярного скачка давления на границе подвижных
фаз позволяет упростить исходную систему уравне-
ний. Однако, такое упрощение приводит к необхо-
димости введения фронта разрыва насыщенности,
впервые описанного Бакли и Левереттом [3].

Модель Рапопорта–Лиса является более пол-
ной моделью несмешивающейся фильтрации [4].
МатематическаямодельРапопорта–Лиса содержит
дополнительное уравнение, которое определяет
скачок давления на границе фаз. Учет влияния ка-
пиллярных сил позволяет описать так называемую
стабилизированную зону, возникающую вблизи
границы раздела фаз. Протяженность этой зоны
обратно пропорциональна скорости вытеснения.
Такой подход справедлив для малых скоростей вы-
теснения. В рамках модели Рапопорта–Лиса был
получен ряд важнейших результатов, касающих-
ся изменения нефтенасыщенности коллекторов в
процессе их обводнения.

При описании двухфазной фильтрации в ре-
альных средах также важным является вопрос
устойчивости фронта вытеснения к малым возму-
щениям. Экспериментальные исследования, про-
веденные Саффманом, Тейлором [5] и другими, по-
казали, что развитие возмущений плоского фрон-
та вытеснения в пористой среде при нарушении
устойчивости происходит в виде неограниченно
разрастающихся языков вытесняющей жидкости.
Эксперименты на насыпных пористых средах [6]
показали, что нарушение устойчивости происхо-
дит при отношении вязкости взаимодействую-
щих жидкостей, превышающем критическое зна-
чение 10–15. В то же время, при малых скоростях
вытеснения, возмущения затухают даже при от-
ношениях вязкостей, больших критического. Ма-
тематическая модель развития языков вытесняю-
щей жидкости была предложена Баренблаттом [7].
Предполагается, что этот процесс может быть
описан при помощи уравнений модели Бакли–
Леверетта с относительными фазовыми проница-
емостями, линейно зависящими от соответствую-
щих насыщенностей.

К современному исследованию неустойчивого
вытеснения несмешивающихся жидкостей в
плоском канале также посвящены работы [8,9].

А процесс развития вытеснения, который был
изучен экспериментально, подробно описан
в работах [10,11].

В настоящей работе рассмотрен плоский ка-
нал, заполненный несжимаемой жидкостью. С те-
чением времени в канал нагнетается другая жид-
кость. Жидкости являются несмешивающимися. В
работе строится математическая модель процесса
вытеснения нефти водой в плоском канале, кото-
рая позволит провести дальнейшие численные ис-
следования и выполнить сравнение результатов с
полученными экспериментальными данными на
примере ячейки Хеле–Шоу [12]. Сложность описа-
ния математической модели заключается в широ-
ком диапазоне рассматриваемых пространств от
микро-масштабов до порядка одного сантиметра.

2. Постановка задачи

Рассмотрим плоский канал, заполненный
несжимаемой жидкостью. С течением времени
в канал нагнетается другая жидкость. Жидко-
сти являются несмешивающимися. Канал имеет
прямоугольную форму со следующими размера-
ми: ширина b = 20 мм, длина l = 35 мм, толщина
h = 0, 02 мм, отверстия входа и выхода жидкости
с диаметрами d = 1 мм, расположенные на цен-
тральной линии канала (рис. 1). Ось абсцисс раз-
мещена также на центральной линии канала, а ось
ординат — на левой границе канала. Направление
течения — горизонтальное. В процессе вытесне-
ния образуется зона совместного движения двух
жидкостей.

Для решения задачи применяется квазигидро-
динамический подход, основанный на добавлении
малого параметра τ и позволяющий описать устой-
чивые схемы с центральными разностями.

Математическая модель для однофазного, од-
нокомпонентного течения состоит из уравнений
Навье-Стокса, уравнения сохранения массы, им-

Рис. 1. Схема плоского канала
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пульса и энергии:



∂ρ

∂t
+ divjm = 0,

∂ρu
∂t

+ div(jm ⊗ u) = divΠ,

∂

∂t

[
ρ

(
e+

1
2

u2
)]

+div
[

jm

(
e+

1
2

u2+
p
ρ

)]
divq=

= div(Π · u),

где ρ — плотность; t — время; jm = ρ(u − w) —
поток массы; w =

τ

ρ
(ρ(u · ∇)u +∇p) — квазигид-

родинамическая скорость; u — скорость течения;
Π = ΠNS + ρu⊗ w — тензор напряжения; ΠNS —
тензор напряженияНавье–Стокса; e—энергия; p—
давление; q — количество тепла.

Эта модель также используется при рассмотре-
нии изотермического односкоростного, двухфаз-
ного течения с несмешивающимися жидкостями:



∂ρ

∂t
+ divjm = 0,

∂Cα
∂t

+ div(jmC) = div(M∇µ),

(∂u)
∂t

+ div(jm ⊗ u−Π) = 0,

где Cα =
ρα

ρ
— концентрация фазы α; ρα =

dmα

dVα
—

плотность фазы α; dm =
2
∑
α=1

dmα — масса

смеси; Vα — объем фазы; C =
2
∑
α=1

Cα = 1;

M = M0C(1− C) — масса компонент; M0 —

начальная масса компонент; µ =
∂ψ0

∂C
− λ1

ρ
div(ρ);

ψ(ρ, C,∇C) = ψ0(ρ, C) +
λ1

2
|∇C|2 — энергия

Гельмгольца; ψ0 = Cψ1 + (1 − C)ψ2 + ψsep — раз-
деляющая энергия; ψ1 = ψ2 = C2

α ln ρ; слагаемое
ψsep — несмешиваемость фаз; λ — некоторая
постоянная величина, определяемая с помощью
дополнительных условий.

Стоит отметить, что в данном случае, в от-
личие от однокомпонентного, изменятся следу-
ющие величины: w =

τ

ρ
(ρ(u · ∇)u +∇p + divQ);

Π = ΠNS − pI + Q + ρu ⊗ w; pI — шаровая дав-

ления; p = ρ2 ∂ψ0

∂ρ
; Q = −ρλ1∇C ⊗ ∇C — тензор

Кортвега(силы поверхностного натяжения между
фазами).

3. Заключение
Полученная система уравнений будет в даль-

нейшем решаться разностными методами. Полу-
ченные численные результаты будут сравниваться
с экспериментальнымидля дальнейшего анализа и
выявления оптимальных условий для повышения
эффективности нефтеотдачи.

Комплексное исследование позволит оценить
и проанализировать весь процесс в целом, а так-
же установить параметры течения для повышения
эффективности вытеснения и увеличения нефтеот-
дачи, поскольку в численном моделировании про-
цесса проще создать множество независимых экс-
периментов с одинаковыми начальными данными
в отличие от экспериментального исследования.
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Mathematical model of oil displacement by water in
a plane channel
Nizamova A.D., Valiev A.A.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Unstable displacement of immiscible liquids in a plane channel is a topical research in both theoretical and practical
applications. In this paper, we consider a plane channel filled with an incompressible fluid. Over time, another fluid is
injected into the channel. The fluids are immiscible. The paper builds a mathematical model of the process of oil
displacement by water in a plane channel, which allows further numerical studies and comparison of the results with
the obtained experimental data using the example of the Hele-Show cell. The mathematical model for a multiphase,
multicomponent flow consists of the Navier-Stokes equations, the equations of conservation of mass, momentum and
energy. Modern methods for modeling the dynamics of "viscous fingers" are based mainly on numerical methods for
solving systems of differential equations using the pressure gradient, viscosity and capillary forces as parameters.
The influence of these parameters must be determined experimentally. To solve the problem, a quasi-hydrodynamic
approach is used, based on the addition of a certain small parameter and allowing one to describe stable schemes
with central differences. The complexity of solving such problems lies in the size of the considered models, which in
practice have a wide range of applications from micro-scale to orders of one centimeter. A comprehensive study will
allow us to evaluate and analyze the entire process as a whole, as well as to establish flow parameters to improve
the efficiency of displacement and increase oil recovery, since in the numerical modeling of the process it is easier to
create many independent experiments with the same initial data, in contrast to the experimental study.

Keywords: immiscible liquids, instability, displacement, micromodel, Hele-Show cell
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Сопоставление численного и автомодельного решений
задачи Седова о точечном взрыве в газе1

Болотнова Р.Х.∗, Коробчинская В.А.∗,∗∗

∗Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа
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Проведен сравнительный анализ решений задачи Седова о точечном взрыве в газе для плоского случая, по-
лученных аналитическим методом и с использованием открытого программного комплекса вычислительной
гидродинамики OpenFOAM. Приведен краткий анализ методов теории размерности и подобия, применяемых для
аналитического автомодельного решения задачи о точечном взрыве в совершенном газе (азоте), которое опреде-
ляется плотностью несжатого газа, величиной выделившейся энергии, соотношением удельных теплоемкостей и
показателем геометрии взрыва. Используемая в аналитическом решении система одномерных уравнений газовой
динамики включает законы сохранения массы, импульса и энергии. Предполагается, что в начальный момент
времени происходит точечный взрыв с мгновенным выделением энергии. Автомодельные решения поставленной
задачи приведены для эйлеровой и лагранжевой координат, массовой скорости, давления, температуры и плотно-
сти в случае плоской геометрии. Численное моделирование рассматриваемого процесса выполнено в решателе
sonicFoam пакета OpenFOAM, построенном на алгоритме PISO. В процессе численного моделирования использует-
ся система дифференциальных уравнений газовой динамики, включающая уравнения неразрывности, движения
Навье–Стокса для сжимаемой среды и сохранения внутренней энергии. Начальные и граничные условия вы-
бирались в согласии с полученным аналитическим решением с помощью утилит setFieldsDict, blockMeshDict и
uniformFixedValue. Полученные аналитические и численные решения имеют удовлетворительное согласование.

Ключевые слова: точечный взрыв, автомодельное решение, численное моделирование, пакет OpenFOAM, срав-
нительный анализ

1. Введение
При исследовании динамических процессов в

газожидкостных средах необходимо проведение
сравнительного анализа аналитических решений
и численных исследований, полученных приме-
нением решателей, используемых при решении
различных газодинамических задач. Проведение
такого анализа позволяет оценить достоверность
результатов по изучаемой проблеме и получить
оценки важных термодинамических характери-
стик формирующихся ударно-волновых течений
таких, как скорости распространения формирую-

1Работа выполнена в рамках госзадания 0246–2019–0052.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Болотнова Р.Х.
© Коробчинская В.А.

щихся волн, массовые скорости частиц, интенсив-
ности давлений и температур.

В работе [1] рассматриваются решения ряда
модельных задач газовой динамики, обладающих
плоской, цилиндрической и сферической симмет-
рией при нестационарном сжатии невязкого газа.
Дискретизация уравнений Эйлера проводится при
помощи метода конечных объемов и разностных
схем типа WENO. Результаты численного модели-
рования сравниваются с точными решениями, по-
лученными в том числе для задачи Л.И. Седова о
точечном взрыве.

В работе [2] на основе двумерной осесиммет-
ричной модели двухфазной газожидкостной сме-
си в случае однофазного подхода получено чис-
ленное решение задачи Седова для цилиндриче-
ской симметрии, которое имеет удовлетворитель-
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ное согласование с аналитическим автомодельным
решением [3].

В [4] численное решение, полученное с исполь-
зованием метода сквозного счета с учетом псевдо-
вязкости Неймана–Рихтмайера и условия устойчи-
вости Куранта при моделировании взрыва в газе в
одномерном сферическомприближении [3] удовле-
творительно согласуется с аналитическим решени-
ем аналогичной задачи о точечном сферическом
взрыве в газе [3].

В настоящей работе проведен сравнительный
анализ численных результатов, реализованных с
использованием решателя OpenFOAM [5], и анали-
тического автомодельного решения задачи Седова
о точечном взрыве в газе плоской геометрии [3].

2. Автомодельное решение Л.И. Седо-
ва о точечном взрыве в газе
В работе [1] приведен обзор моделей газовой

динамики, обладающих свойством симметрии, ко-
торые являются основой при решении важных
практических задач, связанных с моделированием
процессов взрыва и сжатия газа. Точные решения
уравнений газовой динамики удается получить с
использованием методов теории размерностей и
подобия для задачи о сильном точечном взрыве [3],
где рассматривается распространение ударной вол-
ны большой мощности, возникшей в результате
сильного взрыва (мгновенное выделение большого
количества энергии в некотором небольшом объ-
еме). В этой задаче, сформулированной и решен-
ной Л.И. Седовым, из параметров среды, в кото-
рой происходит взрыв, только плотность несжато-
го газа входит в соотношения для ударной волны.
При взрыве в совершенном газе определяющими
параметрами задачи являются величина выделив-
шейся энергии E, плотность несжатого газа ρ, от-
ношение удельных теплоемкостей γ и показатель
геометрии взрыва ν.

Система модельных одномерных уравнений
газовой динамики совершенного газа для плоского
случая в дифференциальной форме включает за-
коны сохранения массы, импульса и энергии [3,6]:

∂ρ

∂t
+

∂ρv
∂x

= 0,

∂v
∂t

+ v
∂v
∂x

+
1
ρ

∂p
∂x

= 0,

∂

∂t

(
p
ργ

)
+ v

∂

∂x

(
p
ργ

)
= 0,

(1)

где t — время; v — скорость; x — эйлерова коорди-
ната; p — давление.

В начальный момент времени в покоящемся
газе происходит взрыв с мгновенным выделени-

ем энергии. Для аналитического решения задачи
введен единственный безразмерный параметр:

λ =
x(

E
ρ1

1
3

)
t

2
3

. (2)

Закон движения r2 плоской волны (ν = 1) и
скорость ударной волны c определяются через на-
чальную энергию взрыва E и плотность ρ1:

r2 =

(
E
ρ1

)1/3
t2/3, c =

2
3

√
E
ρ1r2

. (3)

Из определения (1) и условий на ударной волне
с учетом (2), (3) получено:

v2 =
4

3 (γ+ 1)

(
E
ρ1

)1/3 1

t
1
3

, ρ2 =
γ+ 1
γ− 1

ρ1,

p2 =
8E

9r2 (γ+ 1)
, T2 =

p2

Rρ2
,

где R — газовая постоянная.
Аналитические решения для эйлеровой x и

лагранжевой r координат, скорости v, температу-
ры T, плотности ρ и давления p в плоском случае
имеют следующий вид [3]:
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где интервал изменения безразмерной перемен-

ной V =
vt
r
определен неравенством:

2
3γ

6 V 6
4

3 (γ+ 1)
.

3. Численный метод
В качестве метода численного решения, наи-

более соответствующего поставленной задаче, вы-
бран решатель sonicFoam библиотеки открытого
пакета OpenFOAM [5], который построен на неяв-
ном алгоритме PISO, вычисляющем давление с
двухшаговымкорректором. Устойчивость решения
при интегрировании по времени в выбранном ре-
шателе определялась условием Куранта. В соответ-
ствии с математической постановкой задачи про-
ведено формирование расчетной сеточной области
в пространственной декартовой системе коорди-
нат и заданы начальные и граничные условия зада-
чи с помощью утилит setFieldsDict и blockMeshDict.
Граничные условия для давления, температуры и
скорости, зависящие от времени, формируются с
помощью функции uniformFixedValue. Для иссле-
дования рассматриваемого процесса использует-
ся следующая система дифференциальных уравне-
ний газовой динамики:

уравнение неразрывности

dρ
dt

+ ρdiv~v = 0, (5)

уравнение движения Навье–Стокса для сжима-
емой среды

ρ
d~v
dt

= −∇p + µ∆~v +
(
ζ+

µ

3

)
∇div~v = 0, (6)

уравнение сохранения внутренней энергии

ρ
de
dt

+ p div~v +
2
3
µ (div~v)2 − 2µεij ∂vj

∂xi
= 0, (7)

где

div~v =
∂v1

∂x1
+

∂v2

∂x2
+

∂v3

∂x3

— дивергенция скорости в декартовой системе ко-
ординат; ρ, e — плотность и внутренняя энергия
газа; ~v — вектор массовой скорости с проекция-
ми v1, v2, v3 на соответствующие оси; εij — тензор
скоростей деформаций; µ— коэффициент динами-
ческой вязкости; ζ— объемная вязкость.

4. Анализ результатов
Аналитическое решение задачи Седова (4) по-

лучено при следующих начальных условиях: газ —

Рис. 1. Сравнение аналитического решения для дав-
ления p в указанные моменты времени (мкс):
1 — аналитическое решение Седова, 2 — чис-
ленное решение с применением решателя
sonicFoam пакета OpenFOAM

азот с начальной плотностью ρ1 = 0.0125 кг/м3,
энергия взрыва E = 100 Дж, показатель адиабаты
γ = 1.4. При численной реализации аналогичной
задачи с применением решателя sonicFoam для
описания невозмущенного состояния использо-
вались следующие значения: p = 6 Па, T = 25 К.
При вычислении внутренней энергии газа азо-
та изобарная теплоемкость определялась как
cp = 1039 Дж/(кг·К). Расчетная область была разби-
та на 2500 кубических ячеек. На левой границе
области x = 1 мм задавались величины давления
p(t), температуры T(t), скорости v(t) в зависимо-
сти от времени в соответствии с полученными ана-
литическими решениями (4) для значений коор-
динаты x = 1 мм. Для этого в решателе sonicFoam
граничные условия p(t), T(t), v(t) задавались в
виде табличной функции, зависящей от време-
ни t в соответствии с типом граничного условия
uniformFixedValue. На правой границе расчетной
области использовалось условие свободного тече-
ния потока (тип zeroGradient). Боковые границы
определялись условием скольжения (тип slip). В ре-
зультате сравнения полученных аналитических (4)
и численных решений (5)–(7) с применением реша-
теля sonicFoamпакета OpenFOAMполучено удовле-
творительное согласование полученных решений,
представленных в виде профилей давления (рис. 1)
и массовой скорости (рис. 2) в рассматриваемых
временных диапазонах.
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Рис. 2. Сравнение аналитического решения для ско-
рости v в указанные моменты времени (мкс):
1 — аналитическое решение Седова, 2 — чис-
ленное решение с применением решателя
sonicFoam пакета OpenFOAM

5. Заключение
Проведен сравнительный анализ аналитиче-

ского и численного решенийдля задачи о точечном
взрыве плоской конфигурации (задачи Седова). По-
казана согласованность решений, полученных ана-

литически и с применением решателя sonicFoam
пакета OpenFOAM, в котором использовались на-
чальные и граничные условия, построенные на ос-
нове исследуемого автомодельного решения. Необ-
ходимость проведения такого сравнительного ана-
лиза важна для оценки достоверности получаемых
решений дляширокого круга газодинамических за-
дач с применением рассматриваемого решателя.
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Comparison of the numerical and self-similar solutions
of Sedov’s problem on a point explosion in gas
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Comparative analysis of solutions of Sedov’s problem of a point explosion in gas for the plane case, obtained by the
analytical method and using the open software package of computational fluid dynamics OpenFOAM, is carried out. A
brief analysis of methods of dimensionality and similarity theory used for the analytical self-similar solution of point
explosion problem in a perfect gas (nitrogen) which determined by the density of uncompressed gas, magnitude of
released energy, ratio of specific heat capacities and by the index of geometry of the explosion is given. The system
of one-dimensional gas dynamics equations for a perfect gas includes the laws of conservation of mass, momentum,
and energy is used. It is assumed that at the initial moment of time there is a point explosion with instantaneous
release of energy. Analytical self-similar solutions for the Euler and Lagrangian coordinates, mass velocity, pressure,
temperature, and density in the case of plane geometry are given. The numerical simulation of considered process in
sonicFoam solver of OpenFOAM package built on the PISO algorithm was performed. For numerical modeling the
system of differential equations of gas dynamics is used, including the equations of continuity, Navier-Stokes motion
for a compressible medium and conservation of internal energy. Initial and boundary conditions were selected in
accordance with the obtained analytical solution using the setFieldsDict, blockMeshDict, and uniformFixedValue
utilities. The obtained analytical and numerical solutions have a satisfactory agreement.

Keywords: point explosion, self-similar solution, numerical modeling, OpenFOAM package, comparative analysis
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базисных операторов допускаемой 11-мерной
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В статье рассматривается система дифференциальных уравнений газовой динамики, которая замыкается уравне-
нием состояния общего вида. Данная система описывает модель невязкого нетеплопроводного газа, движущегося
в отсутствии внешних силовых полей и внешних источников энергии. Система инвариантна относительной
11-параметрической группы с соответствующей ей 11-мерной алгеброй Ли. Уравнения газовой динамики, урав-
нения движения и базисные операторы алгебры Ли записываются в декартовой, цилиндрической и сферической
системах координат. Детально проиллюстрированы шаги, выполняемые при смене системы координат.

Ключевые слова: уравнения газовой динамики, цилиндрическая система координат, сферическая система коор-
динат, операторы 11-мерной алгебры Ли

1. Введение
Рассматриваются уравнения газовой

динамики [1]:

D~u + ρ−1∇p = 0, Dρ+ ρdiv~u = 0,

Dp + ρa2 (ρ, p)div~u = 0,
(1)

где D = ∂t + (~u · ∇) — оператор полного диффе-
ренцирования; t — время; ∇ = ∂~x — градиент по
пространственным независимым переменным ~x;
~u — вектор скорости; ρ — плотность; p — давле-
ние. В системе (1) первое уравнение есть уравнение
сохранения импульса, второе — уравнение сохра-
нения массы, третье — уравнение для давления,
записанное вместо уравнения сохранения энергии.
Скорость звука a (ρ, p) вычисляется по уравнению

1Работа поддержана грантом РФФИ (№ 18-29-10071) и ча-
стично средствами государственного бюджета по госзаданию
(№ 0246-2019-0052).

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Сираева Д.Т.
©Юлмухаметова Ю.В.

состояния общего вида

p = f (ρ, S) (2)

по формуле a2 = fρ (ρ, S), где S — энтропия. Систе-
ма (1) замыкается уравнением состояния (2).

Уравнения газовой динамики (1) методами
группового анализа впервые начал изучать выдаю-
щийся ученый XX в. Овсянников Л.В. Им же была
объявлена программа «Подмодели», основные кон-
цепции которой изложены в [2].

Уравнения идеальной газовой динамики (1) с
уравнением состояния общего вида (2) допускают
11-мерную алгебру Ли L11 с базисными оператора-
ми дифференцирования первого порядка.

Для нахождения решений системы уравнений
газовой динамики (1), (2) необходимо вычислять
инварианты подалгебр алгебры Ли L11. Инвари-
ант—функция, зануляющаяся при действии опера-
торов подалгебры [3]. Система (1), (2), записанная
в инвариантах — инвариантная подмодель.

Для удобства вычисления инвариантов подал-
гебры, содержащие один оператор вращения, пред-
ставляются в цилиндрической системе координат

http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.133
http://mfs.uimech.org/mfs2020.3.133
https://doi.org/10.21662/mfs2020.3.133
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C, а подалгебры, содержащие три оператора вра-
щения, представляются в сферической системе
координат S [4, С. 139–140].

2. Уравнения газовой динамики
в декартовой системе координат
В декартовой системе координат D векторы

перемещения и скорости имеют вид:

~x = x~i + y~j + z~k, ∇ =~i∂x +~j∂y +~k∂z,

~u = u~i + v~j + w~k,

где~i,~j,~k — ортонормированный базис.
Распишем уравнения (1) покоординатно

в D [5]:

ut + uux + vuy + wuz + ρ−1 px = 0,

vt + uvx + vvy + wvz + ρ−1 py = 0,

wt + uwx + vwy + wwz + ρ−1 pz = 0,

ρt + uρx + vρy + wρz + ρ
(
ux + vy + wz

)
= 0,

pt+upx+vpy+wpz+ρa2(ρ, p)(ux + vy + wz) = 0.

3. Уравнения газовой динамики в ци-
линдрической системе координат
В цилиндрической системе координат C ко-

ординаты точки преобразуются по следующему
правилу [4]

x = x, y = r cos θ, z = r sin θ, (3)

где r, θ— полярные координаты точки. Тогда связь
между (x, r, θ) и (x, y, z) записывается формулами

r =
√

y2 + z2, θ = arctg
z
y

. (4)

Найдем базис системы C. Для этого вектор
~x = (x, y, z) разложим по ортонормированному ба-
зису декартовой системы координат с учетом (3):

~x = x~i + y~j + z~k = x~i + r cos θ~j + r sin θ~k.

Возьмем производные от ~x по координатам систе-
мы C, то есть по (x, r, θ):

∂~x
∂x

=~i = ~ex,

∂~x
∂r

= cos θ~j + sin θ~k = ~er,

∂~x
∂θ

= r
(
− sin θ~j + cos θ~k

)
= r~eθ,

(5)

где векторы ~ex, ~er, ~eθ — базисные в системе
координат C.

Определим вид оператора ∇ в новом базисе.
Для этого операторы дифференцирования из D
запишем в C, используя связь (4) :

∂x = ∂x, ∂y = cos θ∂r − r−1 sin θ∂θ,

∂z = sin θ∂r + r−1 cos θ∂θ.
(6)

Тогда, с учетом (6), оператор∇ примет вид:

∇ =~i∂x +~j∂y +~k∂z = ~ex∂x +~er∂r + r−1~eθ∂θ. (7)

Запишем вектор скорости ~u в новом и старом
базисах:

~u = u~i + v~j + w~k = U~ex + V~er + W~eθ, (8)

где U, V, W — координаты вектора ~u в системе C.
Из (7) и (8) получаем выражение ~u · ∇ в системе C:

~u · ∇ = U∂x + V∂r + r−1W∂θ. (9)

Для нахождения выражения∇ · ~u в системе C по-
надобятся значения производных от базисных век-
торов~ex,~er,~eθ:

∂x~ex = 0, ∂r~ex = 0, ∂θ~ex = 0,

∂x~er = 0, ∂r~er = 0, ∂θ~er = ~eθ,

∂x~eθ = 0, ∂r~eθ = 0, ∂θ~eθ = −~er.

(10)

Теперь запишем дивергенцию в C:

div~u = ∇ · ~u = Ux + Vr + r−1V + r−1Wθ. (11)

Подставим (8), (9) и (11) в систему (1), учи-
тывая (10). Из первого уравнения (1) получим
равенство

Ut~ex + Vt~er + Wt~eθ + UUx~ex + VUr~ex +
WUθ

r
~ex+

+UVx~er + VVr~er +
WVθ

r
~er + UWx~eθ+

+VWr~eθ +
WWθ

r
~eθ −

W2

r
~er +

VW
r

~eθ+

+ρ−1
(

px~ex + pr~er +
pθ
r
~eθ
)
= 0.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ба-
зисных векторах, получим систему из трех уравне-
ний и два уравнения на функции ρ и p [5]:

Ut + UUx + VUr +
WUθ

r
+

px

ρ
= 0,

Vt + UVx + VVr +
WVθ

r
+

pr

ρ
=

W2

r
,

Wt + UWx + VWr +
WWθ

r
+

pθ
rρ

= −VW
r

,

ρt + Uρx + Vρr +
Wρθ

r
+ ρ

(
Ux+Vr+

Wθ

r

)
=−ρV

r
,

pt + Upx + Vpr +
W pθ

r
+

+ρa2
(

Ux + Vr +
Wθ

r

)
= −ρa2V

r
.
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4. Уравнения газовой динамики в
сферической системе координат
Теперь определим вид (1) в сферической систе-

ме координат S. В S координаты точки преобразу-
ются по следующему правилу [4,6]

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, (12)

где r, θ, ϕ— сферические координаты. Связь между
(r, θ,ϕ) и (x, y, z) осуществляется по формулам

r =
√

x2 + y2 + z2, θ = arctg

√
x2 + y2

z
,

ϕ = arctg
y
x

.
(13)

Найдем базис для системы S. Для этого век-
тор ~x разложим по ортонормированному базису
декартовой системы координат с учетом (13):

~x = x~i + y~j + z~k =

= r sin θ cosϕ~i + r sin θ sinϕ~j + r cos θ~k.

Значение производных от ~x по координатам систе-
мы S определяется формулами

∂~x
∂r

= sin θ cosϕ~i + sin θ sinϕ~j + cos θ~k = ~er,

∂~x
∂θ

= r
(

cos θ cosϕ~i + cos θ sinϕ~j− sin θ~k
)
= r~eθ,

∂~x
∂ϕ

= r sin θ
(
− sinϕ~i + cosϕ~j

)
= r sin θ~eϕ,

(14)

где~er,~eθ,~eϕ образуют базис в S.
Найдем вид оператора∇ в новом базисе. Для

этого необходимо операторы дифференцирования
из D записать в S, используя (13):

∂x = sin θ cosϕ∂r + r−1 cos θ cosϕ∂θ−
− (r sin θ)−1 sinϕ∂ϕ,

∂y = sin θ sinϕ∂r + r−1 sinϕ cos θ∂θ+

+ (r sin θ)−1 cosϕ∂ϕ,

∂z = cos θ∂r − r−1 sin θ∂θ.

(15)

Тогда, с учетом (15), оператор∇ примет вид:

∇ =~i∂x +~j∂y +~k∂z = ~er∂r + r−1~eθ∂θ+

+ (r sin θ)−1~eϕ∂ϕ.
(16)

Разложим вектор скорости ~u в новом и старом
базисах:

~u = u~i + v~j + w~k = U~er + V~eθ + W~eϕ, (17)

где U, V, W — координаты вектора ~u в системе S.
Используя (16) и (17) получим выражение ~u · ∇ в
системе S:

~u · ∇ = U∂r + r−1V∂θ + (r sin θ)−1 W∂ϕ. (18)

Для нахождения выражения∇ · ~u в системе S
понадобятся значения производных от базисных
векторов~er,~eθ,~eϕ:

∂r~er = 0, ∂θ~er = ~eθ, ∂ϕ~er = sin θ~eϕ,
∂r~eθ = 0, ∂θ~eθ = −~er, ∂ϕ~eθ = cos θ~eϕ,

∂r~eϕ = 0, ∂θ~eϕ = 0,
∂ϕ~eϕ = − sin θ~er − cos θ~eθ.

(19)

Теперь запишем дивергенцию в S:

div~u = ∇ · ~u =

= Ur +
Vθ
r

+
Wϕ

r sin θ
+

2U
r

+
ctg θV

r
.

(20)

Подставим (17), (18) и (20) в систему (1), учиты-
вая (19). Приравнивая коэффициенты при одина-
ковых базисных векторах, получим систему [7]:

Ut+UUr+
VUθ

r
+

WUϕ

r sin θ
+

pr

ρ
=

V2+ W2

r
,

Vt + UVr +
VVθ

r
+

WVϕ
r sin θ

+
pθ
rρ

=

= −UV − ctg θW2

r
,

Wt + UWr +
VWθ

r
+

WWϕ

r sin θ
+

pϕ
rρ sin θ

=

= −W
r
(U + ctg θV),

ρt + Uρr +
Vρθ

r
+

Wρϕ

r sin θ
+

ρ

(
Ur +

Vθ
r

+
Wϕ

r sin θ

)
= −ρ2U + ctg θV

r
,

pt + Upr +
Vpθ

r
+

W pϕ
r sin θ

+

+ρa2
(

Ur +
Vθ
r

+
Wϕ

r sin θ

)
=

= −ρa2 (2U + ctg θV)

r
.

(21)

5. Уравнение движения частиц в
цилиндрической и сферической
системах координат
Положение частицы определяется ее ско-

ростью и зависит от времени и начального
положения [1]:

d~x
dt

= ~u (t,~x) , ~x|t=t0 =~ξ, (22)
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где t, ~ξ — лагранжевы переменные; t, ~x — эйле-
ровы переменные. Связь между эйлеровыми и
лагранжевыми переменными дается соотношени-
ем ~x = ~x

(
t,~ξ
)
как решение задачи (22).

Определим вид (22) в цилиндрической и сфе-
рической системах координат. Для цилиндриче-
ской системы координат справедлива замена пе-
ременных (3). Ортонормированный базис задан
соотношением (5). Тогда ~x = x~ex + r~er. Запишем ~u
в базисе цилиндрической и декартовой системах
координат:

~u = u~i + v~j + w~k = U~ex + V~er + W~eθ. (23)

Следовательно, справедлива цепочка равенств

~u =
d~x
dt

= ẋ~ex + ṙ~er + rθ̇~eθ = U~ex + V~er + W~eθ.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ба-
зисных векторах, получим уравнения движения в
цилиндрической системе координат:

ẋ = U, x|t=t0 = x0,
ṙ = V, r|t=t0 = r0,

rθ̇ = W, θ|t=t0 = θ0,

где x0, r0, θ0 вычисляются по формулам (4).
Связь декартовых и сферических координат

осуществляется по формулам (13), а базис системы
имеет вид (14). Следовательно, ~x = r~er. Вектор ~u
запишем в базисе сферической и декартовой си-
стемах координат:

~u = u~i + v~j + w~k = U~er + V~eθ + W~eϕ. (24)

Тогда справедлива цепочка равенств

~u =
d~x
dt

= ṙ~er + rϕ̇ sin θ~eϕ + rθ̇~eθ =
= U~er + V~eθ + W~eϕ.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ба-
зисных векторах, получим уравнения движения в
сферической системе координат:

ṙ = U, r|t=t0 = r0,

rθ̇ = V, θ|t=t0 = θ0,
rϕ̇ sin θ = W, ϕ|t=t0 = ϕ0,

где r0, θ0, ϕ0 вычисляются по формулам (13).

6. Базисные операторы алгебры
Ли L11

Замена координат x = x(x, u), u = u(x, u) в ин-
финитезимальном операторе X = ξ∂x + η∂u имеет
вид [8]:

X = Xx(x, u)∂x + Xu(x, u)∂u. (25)

Базисные операторы алгебры Ли L11 в декартовой
системе координат таковы:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = t∂x + ∂u,
X5 = t∂y + ∂v, X6 = t∂z + ∂w,
X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v,
X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,
X9 = x∂y − y∂x + u∂v − v∂u,

X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z,

где X1, X2, X3 — операторы переноса по осям коор-
динатOx,Oy,Oz соответственно; X4, X5, X6 — опе-
раторы преобразования Галилея; X7, X8, X9 — опе-
раторы вращения; X10 —оператор переноса по вре-
мени; X11 — оператор равномерного растяжения.

При расчете операторов в C нужны форму-
лы связи координат вектора скорости ~u в D и C.
Для этого необходимо в уравнение (23) подста-
витьформулы (5) и приравнять коэффициентыпри
базисных векторах~i,~j,~k. Получаются следующие
формулы связи:

u = U,
v = V cos θ−W sin θ,
w = V sin θ+ W cos θ.

Из этих равенств следуют соотношения для коор-
динат вектора скорости в C. Выразим их еще и в D:

U = u,

V = v cos θ+ w sin θ =
vy + wz√

y2 + z2
,

W = w cos θ− v sin θ =
−vz + wz√

y2 + z2
.

(26)

Приведем пример вычисления базисного опе-
ратора алгебры Ли L11 в C:

X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v. (27)

По формуле (25) требуется оператором (27) пооче-
редно подействовать на x, r, θ (3), (4) иU, V,W (26)
в D:

X7 = r cos θ
(

sin θ∂r +
cos θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W)

)
−

−r sin θ
(

cos θ∂r −
sin θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W)

)
+

+ (V cos θ−W sin θ) (sin θ∂V + cos θ∂W)−
− (V sin θ+ W cos θ) (cos θ∂V − sin θ∂W) =

= ∂θ + W∂V −V∂W + V∂W −W∂V = ∂θ.

Базисные операторы L11 в цилиндрической си-
стеме координат имеют вид:

X1 = ∂x, X2 = cos θ∂r −
sin θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W) ,
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X3 = sin θ∂r +
cos θ

r
(∂θ + W∂V −V∂W),

X4 = t∂x + ∂U ,

X5=cos θ [t∂r+∂V ]−t
sin θ

r

[
∂θ+W∂V−

(
V− r

t

)
∂W

]
,

X6=sin θ[t∂r+∂V ]+t
cos θ

r

[
∂θ+W∂V−

(
V− r

t

)
∂W

]
,

X7 = ∂θ,

X8 = sin θ(r∂x − x∂r + V∂U −U∂V)+

+ cos θ
[
W∂U −U∂W −

x
r
(∂θ + W∂V −V∂W)

]
,

X9 = cos θ[x∂r − r∂x + U∂V −V∂U ]+

+ sin θ
[
W∂U −U∂W −

x
r
(∂θ + W∂V −V∂W)

]
,

X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + r∂r.

При расчете операторов в S нужны формулы
связи координат вектора скорости ~u в D и S. Для
этого необходимо в уравнение (23) подставить фор-
мулы (14) и приравнять коэффициенты при базис-
ных векторах~i,~j,~k. Получаются следующие форму-
лы связи:

u = U sin θ cosϕ+ V cos θ cosϕ−W sinϕ,
v = U sin θ sinϕ+ V cos θ sinϕ+ W cosϕ,

w = U cos θ−V sin θ.

Из этих равенств следуют соотношения для коор-
динат вектора скорости в C:

U = u sin θ cosϕ+ v sin θ sinϕ+ w cos θ,
V = u cos θ cosϕ+ v cos θ sinϕ− w sin θ,

W = v cosϕ− u sinϕ.
(28)

При расчете базисных операторов L11 в S по
формуле (25) нужно дифференцировать (28) как
сложные функции с учетом (12), (13). Тогда базис-
ные операторы L11 в сферической системе коорди-
нат примут вид:

X1 = cosϕ sin θ
[

∂r +
ctg θ

r
(∂θ + V∂U −U∂V)

]
+

+
sinϕ

r

[
U∂W−W∂U−

1
sin θ

∂ϕ−ctg θ(V∂W−W∂V)

]
,

X2 = sinϕ sin θ
[

∂r +
ctg θ

r
(∂θ + V∂U −U∂V)

]
−

−cosϕ
r

[
U∂W−W∂U−

1
sin θ

∂ϕ+ctg θ(V∂W−W∂V)

]
,

X3 = cos θ∂r −
sin θ

r
(∂θ + V∂U −U∂V),

X4 = cosϕ sin θ
[

t ctg θ
r

(∂θ + V∂U −U∂V) + t∂r+

+∂U + ctg θ∂V

]
+

t sinϕ
r

[
U∂W −W∂U −

1
sin θ

∂ϕ+

+ ctg θ(V∂W −W∂V) +
r
t

∂W

]
,

X5 = sinϕ sin θ
[

t ctg θ
r

(∂θ + V∂U −U∂V) + t∂r+

+∂U + ctg θ∂V

]
− t cosϕ

r

[
U∂W −W∂U −

1
sin θ

∂ϕ+

+ ctg θ(V∂W −W∂V) +
r
t

∂W

]
,

X6 = cos θ [t∂r+∂U ]−
t sin θ

r

[
∂θ+V∂U−U∂V+

r
t

∂V

]
,

X7 = − sinϕ∂θ +
cosϕ
sin θ

[V∂W −W∂V − cos θ∂ϕ] ,

X8 = cosϕ∂θ +
sinϕ
sin θ

[V∂W −W∂V − cos θ∂ϕ] ,

X9 = ∂ϕ, X10 = ∂t, X11 = r∂r + t∂t.

7. Заключение
Уравнения газовой динамики удобно исполь-

зовать в различных системах координат. Если в по-
далгебре есть один оператор вращения, то следует
выбрать цилиндрическую систему координат. Ес-
ли подалгебра содержит три оператора вращения,
то уравнения газовой динамики представляются в
сферической системе координат. Упрощение под-
модели рассматриваемой системы уравнений ино-
гда может достигаться с помощью введения допол-
нительной замены [5].
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Об искажении проходящей и отраженной
ударных волн при взаимодействии
со слоем гранулированной среды

Баширова К.И.

Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа

Подготовлена модель ударной трубы для исследования поведения ударной волны в изогнутом слое легких
упругих гранулированных частиц, размещенном в центре трубы. Для поставленной задачи записана стандартная
математическая модель для двухфазной системы, состоящая из уравнений неразрывности, состояния и энер-
гии, а также уравнения для силы межфазного взаимодействия. Вычислительные эксперименты проводились
с использованием пакета OpenFOAM. Подготовленная модель позволила провести моделирование перепада
давления между 3× 105 Па и 105 Па в трубе с концентрацией частиц 20 %, создающего ударную волну. Получены
распределения давления в разные моменты времени в различных сечениях до и после прохождения сквозь
изогнутый слой, а также профили скорости в аналогичных сечениях. Численные эксперименты показали, что
искривление слоя гранулированных частиц приводит к существенному рассеянию волны. Помимо этого выявлены
изменения фронта волны в пристеночных областях после прохождения слоя среды. Перераспределение потока
жидкости в пристеночной области вызвано искривлением нижней границы слоя частиц.

Ключевые слова: ударные волны, гранулированный слой, рассеяние волн, численное моделирование

1. Введение
Ударные волны — распространенное природ-

ное явление, представляющее собой движущую-
ся внутри какой-либо среды поверхность разры-
ва. В ходе движения волны возникают скачки дав-
ления, скорости и температуры. Для исследова-
ния этого процесса удобным представляется ис-
пользование моделей таких установок, как удар-
ные трубы [1]. Они применяются при исследова-
нии обтекания сложных геометрических объектов,
потоков газовых смесей при сверхзвуковых ско-
ростях. Процесс прохождения ударных волн через
многофазные среды активно изучается [2–4]. Слой
гранулированной среды, помещенный в установ-
ку, позволяет добиться значительного рассеяния и
замедления волны.

В представленной работе рассматриваются
распределения давлений и скоростей после про-

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Баширова К.И.

хождения ударной волны сквозь изогнутый грану-
лированный слой. В литературе встречаются описа-
ния исследований подобных процессов с примене-
нием устоявшихся ламинарных течений [5]. Ранее
автором рассматривалась задача, в которой слой
гранулированной среды располагался на дне удар-
ной трубы [6,7]. В настоящей работе рассматрива-
ются изменение фронта и рассеяние ударной вол-
ны с турбулентными эффектами при прохождении
сквозь гранулированный слой в середине трубы.

2. Постановка задачи
В ходе изучения процесса прохождения удар-

ной волны сквозь зернистый слой рассматривается
модель трубы длиной 0.6 м и диаметром 0.1 м. В
верхней части трубы находится область повышен-
ного давления 3× 105 Па, в остальных частях дав-
ление 105 Па. В середине трубы расположен слой
гранулированной среды (рис. 1). Объемное содер-
жание засыпки 0.2. Диаметр гранул 2.75× 10−3 м.
Радиус окружности, ограничивающей зернистый
слой снизу, составляет 0.07 м.
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Рис. 1. Схема размещения гранулированной среды

В качестве граничных были заданы условия
непроскальзывания для скорости воздуха на всех
стенках трубы и проскальзывания для частиц на
всех границах. Для давления принято условие
∂p
∂n

= 0 на стенках трубы.
Расчет проводился до 0.005 с. За это вре-

мя волна доходит до нижней стенки трубы и
отражается от нее.

3. Математическая модель
Процесс прохождения ударной волны сквозь

слой гранулированной среды описывается стан-
дартной системой уравнений [8], длянесущейфазы
используются уравнения неразрывности, импуль-
сов, энергии и уравнение состояния для идеально-
го газа для замыкания системы:

∂ρ(1)

∂t
+

∂
(
ρ(1)v(1)i

)
∂xi

= 0, (1)

∂
(
ρ(1)v(1)j

)
∂t

+
∂
(
ρ(1)v(1)jv(1)i

)
∂xi

=

= −α(1)
∂p
∂xj

+
∂τ(1)ji

∂xi
+ ρ(1)gj + F(21)j,

(2)

∂(ρ(1)E)
∂t

+
∂(ρ(1)v(1)iE)

∂xi
= −α(1)

∂
(

pv(1)i
)

∂xi
+

+
∂(τ(1)jiv(1)i)

∂xj
+ ρ(1)v(1)igi,

(3)

e =
p

(γ− 1) ρ(1)
. (4)

Для несомой гранулированной фазы записа-
на аналогичная система, состоящая из уравнений

неразрывности и импульсов:

∂ρ(2)

∂t
+

∂
(
ρ(2)v(2)i

)
∂xi

= 0, (5)

∂
(
ρ(2)v(2)j

)
∂t

+
∂
(
ρ(2)v(2)jv(2)i

)
∂xi

=

= −α(2)
∂p
∂xj

+
∂τ(2)ji

∂xi
+ ρ(2)gj + F(12)j.

(6)

В уравнениях (1)–(6) используются следующие
обозначения: ρ(k) — эффективная плотность га-
зовой фазы, связанная с истинной плотностью
ρ(k)0 соотношением ρ(k) = α(k)ρ(k)0; t — время;
α(k) — объемная концентрация k-й фазы, где k =

1 для несущей фазы, k = 2 для несомой дисперс-
ной фазы; v(k)i — i-я составляющая вектора скоро-
сти k-й фазы, i = 1, 2, 3; p — давление; gi — ком-
поненты вектора ускорения свободного падения;

E = e +
(~v1)

2

2
— удельная полная энергия; e— внут-

ренняя энергия; γ— показатель адиабаты; τ(k)ij —
тензор напряжений:

τ(k)ij = µ(k)

[(
∂v(k)i
∂xj

+
∂v(k)j

∂xi

)
− 2

3
δij

∂v(k)l
∂xl

]
.

Силы межфазного взаимодействия связаны
между собой соотношением F21 = −F12, сила меж-
фазного взаимодействия приведена в уравнении:

F(km)i =
3
4
αkαmρ(2)

CD
d

(v(k) − v(m))|v(k) − v(m)|.

Здесь CD =
4πd2µ(1)

α(1)α(2)ρ(1)|~v(1) −~v(2)|
— коэффициент

сопротивления, основанный на силе Стокса [9]; d—
диаметр гранул в среде; m — принимает значения
1 или 2 и показывает значение номера фазы.

Вязкость гранулированной фазы µ(2) описыва-
ется эмпирическим уравнением Багнольда [10]:

µ(2) = β

(
α(2)∗ − α(2)0
α(2)∗ − α(2)

)
, α(2)0 < α(2) < α(2)∗ ,

где β— эмпирический коэффициент; α(2)0 — объ-
емная концентрация дисперсной фазы, начиная
с которой вязкость отлична от нуля; α(2)∗ — объ-
емная концентрация, начиная с которой сыпучая
среда остается неподвижной.

Представленной модели достаточно для опи-
сания процессов в ударной трубе, поскольку гра-
нулированная среда моделируется при помощи
конечно-объемной сетки.
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4. Результаты вычислительных экспе-
риментов
В качестве среды моделирования был исполь-

зованпакетOpenFOAM.OpenFOAM—свободно рас-
пространяемый пакет, предназначенный для ре-
шения задачмеханики сплошных сред, численного
моделирования в гидродинамике.

Поставленная задача решалась с использо-
ванием стандартного солвера пакета OpenFOAM
twoPhaseEulerFoam. Солвер предназначен для мо-
делирования систем из несжимаемых флюидных
фаз и дисперсной среды.

Турбулентные свойства воды были заданы
при помощи модели k − ω (kOmegaSST) RAS,
для гранулированной среды выбрана модель RAS
kineticTheory, позволяющая задать максимальную
концентрацию гранул, равную 0.62.

При прохождении волны вдоль трубы проис-
ходит несколько отражений. На рис. 2(а) показа-
но распределение давления в начале прохождения
слоя, на рис. 2(б) — во время прохождения сквозь
слой, на рис. 2(в) — после прохождения слоя, на
рис. 2(г)) — после отражения от нижней стенки.

При прохождении сквозь слой гранулирован-
ной среды возникает незначительное отражение,
после прохождения сквозь слой фронт волны ме-
няется. Наиболее заметны изменения фронта вол-
ны на графике продольной скорости после прохож-
дения слоя. Для представленных выше моментов
времени рассмотрим продольное распределение
давления по центру (рис. 3(а)–6(а)), поперечные
эпюры давления в сечениях 0.16 м, 0.23 м, 0.375 м и
0.445 м (рис. 3(б)–6(б)) и профиль скорости в этих
же сечениях (рис. 3(в)–6(в)). Графики эпюр дав-
ления были нормированы к значениям [0, 1]. Цве-
та пунктирных линий на графиках распределения
давления обозначают сечения вдоль трубы и соот-
ветствуют цветам профилей скорости и давления.

Таким образом можно сделать вывод, что по-
сле прохождения сквозь искривленный гранули-
рованный слой наблюдается изменение скорости
потока в пристеночном слое. В соответствии с мо-
ментами времени на графиках профилей давления
заметны множественные отражения от гранули-
рованного слоя и от нижней стенки установки, а
также неоднородность фронта волны.

5. Заключение
В представленной работе показано, что про-

хождение ударной волны сквозь гранулированную
среду может быть описано континуальной моде-
лью, записанной для двух фаз.

Численные эксперименты показали, что с ис-
пользованными начальными и граничными усло-

а) б) в) г)
Рис. 2. Распределение давления в ударной тру-

бе в моменты времени: а) t = 0.0003 c,
б) t = 0.0005 c, в) t = 0.0009 c, г) t = 0.0011 c

вия в полученной модели наблюдаются перерас-
пределения потока жидкости в пристеночной об-
ласти, связанные с прохождением волны сквозь
искривленный слой.
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а) б) в)

Рис. 3. Продольное распределение давления по центру трубы (а), поперечные эпюры давления в сечениях (б),
профиль скорости в сечениях (в) в момент времени t = 0.0003 c

а) б) в)

Рис. 4. Продольное распределение давления по центру трубы (а), поперечные эпюры давления в сечениях (б),
профиль скорости в сечениях (в) в момент времени t = 0.0005 c

а) б) в)

Рис. 5. Продольное распределение давления по центру трубы (а), поперечные эпюры давления в сечениях (б),
профиль скорости в сечениях (в) в момент времени t = 0.0009 c

а) б) в)

Рис. 6. Продольное распределение давления по центру трубы (а), поперечные эпюры давления в сечениях (б),
профиль скорости в сечениях (в) в момент времени t = 0.0011 c
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On the distortion of transmitted and reflected shock
waves when interacting with a layer of a granular

medium
Bashirova K.I.

Ufa state aviation technical university, Ufa

A model of a shock tube has been prepared to study the behavior of a shock wave in a curved layer of light elastic
granular particles located in the center of the tube. For the given problem, a standard mathematical model is written
for a two-phase system, consisting of equations of continuity, state and energy, as well as an equation for the force of
interphase interaction. Computational experiments were made using the OpenFOAM package. The prepared model
allowed to carry out simulations for pressure between 3× 105 Pa and 105 Pa and concentration of particles 20%,
which creates a shock wave. Pressure distributions were obtained at different times in different sections before and
after passing through the curved layer, as well as velocity profiles in similar sections. Numerical experiments have
shown that the curvature of the layer of granular particles leads to significant scattering of the wave. In addition,
significant changes in the wave front were revealed in the near-wall regions after the passage of a layer of granular
medium. The redistribution of the fluid flow in the near-wall region is caused by the curvature of the lower boundary
of the particle layer.

Keywords: shock waves, granular layer, wave scattering, numerical simulation
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Пляшущие капли на воде
Терентьев А.Г.

Чувашский государственный университет им И.Н. Ульянова, Чебоксары

В работе предлагается теоретическая модель подпрыгивания капли воды на свободной поверхности. Движение
капли в воздухе описывается обычными уравнениями, связывающими силы инерции, тяжести и Стокса (сопро-
тивление вязкости). Капля считается сферической с заданным поверхностным натяжением. Численные расчеты
проводились по одному и тому же алгоритму, но с разными начальными условиями. Одни условия задаются
для распада капли, другие — для отражения капли от свободной поверхности. Показано, что распад капли
происходит периодически с уменьшением размера капли и увеличением высоты подъема капли. В промежут-
ке между распадами капли происходит периодическое отражение от свободной поверхности с уменьшением
высоты подъема.

Ключевые слова: капля, поверхность, поверхностное натяжение

1. Введение
Исследованию взаимодействия капли со сво-

бодной поверхностью воды посвящено большое
количество работ [1–4]. Подробная информация
представлена в статьях [5, 6]. Численные методы
применительно к каплям и кавернам можно найти
в [7]. Следует отметить, что достаточно широкий
материал, особенно съёмки замедленных движе-
ний капли, можно найти в интернете. В частности,
Вячеслав Медведь представил интересный кино-
фильм с замедленным падением капли на воду.
Путем сравнения снимков он показал, что после
распада капли диаметр новой капли уменьшается
вдвое. В промежутке между распадами капли про-
исходит периодическое отражение от свободной
поверхности с уменьшением амплитуды. Так по-
вторяется несколько раз, демонстрируя «пляску»
капли на воде. Процесс происходит в весьма ма-
лом промежутке времени, так что при обычном на-
блюдении невооруженным глазом это невозможно
зафиксировать, только высокочастотной фотока-
мерой (2000 кадров в секунду и более). Несмотря
на многочисленные опытные наблюдения такой
«пляски», теоретического объяснения данного яв-
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ления не имеется. Скоростные фотоснимки пока-
зывают также, что капля при падении с малой вы-
соты на свободную поверхность подпрыгивает, как
на батуте, и постепенно успокаивается, хотя и не
разрушается.Можнопредположить, что свободные
поверхности при соприкосновении не сразу разру-
шаются, а каждая из них продолжают быть незави-
симой, но соприкасающейся поверхностью. Через
некоторый промежуток времени в точке касания
происходит разрыв поверхности, и жидкость под
внутренним давлением капли выливается в основ-
ной поток. Однако часть жидкости образует новую
каплю диаметромпримерно в два раза меньшим, и
которая также совершает вертикальное движение.
Это повторяется несколько раз, пока размер капли
не уменьшится до предельного малого значения и
не исчезнет в основной жидкости.

В настоящей работе предлагается теоретиче-
ская модель распада капли воды и последующее ко-
лебательное движение на свободной поверхности.
Задача состоит из двух проблем: 1) распад капли, 2)
отражение капли от свободнойповерхности. После-
дующее вертикальное движение капли в поле силы
тяжести с учетом поверхностной силы трения воз-
духа описывается одним и тем же уравнением. По-
скольку движение происходит с малой скоростью,
то жидкость (вода) и воздух считаются несжимае-
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мыми.

2. Начальные условия деформации
капли
Пусть капля воды имеет сферическую форму

радиуса R, тогда разность внешнего и внутрен-
него давлений в соответствии с формулой Лапла-
са ∆p = 2σ/R, где σ — поверхностное натяжение.
Потенциальная энергия капли U = 4πσR2. Будем
предполагать, что капля первоначально соприка-
сается с поверхностью основной жидкости, запол-
няющей нижнее полупространство. При соприкос-
новении со свободной поверхностью капля некото-
рый малый промежуток не реагирует на касание,
затемповерхность капли разрушается, и частьжид-
кости из капли перетекает в основную жидкость;
другая часть в виде сферы радиуса r = R/2 совер-
шает свободное вертикальное движение в воздухе.
Из уравнения Бернулли вычисляется скорость ис-
течения жидкости

Ve = 2
√
σ/Rρ, (1)

где ρ— плотность воды.
Поскольку масса уменьшенной капли

M0 = ρπR3/6, а масса жидкости, перетекаю-
щей из капли, равна Me = 7ρπR3/6, то сохранение
энергии капли выражается равенством

U = U0 + K0 + Ke,

где U0 = 4σπr2, K0 = M0V2
0 /2 — потенциальная

и кинетическая энергии уменьшенной капли;
Ke = MeV2

e /2 — кинетическая энергия части жид-
кости, перетекающей в основную жидкость.

Отсюда вычисляется начальная скорость
капли:

V0 = −
√

2Ve. (2)

3. Вертикальное движение капли
На каплю радиуса r = R/2, кроме силы

инерции Fin = −4πr3ρy”/3, действуют сила тя-
жести Fg = −4πr3ρg/3 и стоксовая сила трения
FSt = −6πrµV(t), где µ — динамическая вязкость
воздуха. Поэтому движение капли описывается
линейным дифференциальным уравнением

dV
dt

= − 9µ
2ρr2 V − g.

Решение уравнения с учетом начальных усло-
вий (V(0) = V0) определяется стандартными мето-
дами. Если обозначить параметр a = 9µ/2r2ρ, то
из (2) следует

V(t) =
( g

a
+ V0

)
e−at − g

a
. (3)

Ордината y(t) =
t∫

0
V(t)dt + r или

y(t) =
1
a

( g
a
+ V0

)
(1− e−at) + r− gt

a
. (4)

Из уравнения (3) можно найти момент време-
ни, когда капля достигнет максимальной высоты и
скорости V(T0) = 0:

T0 =
1
a

ln
(

1 +
aV0

g

)
.

Максимальная высота подъема капли h = y(T0).
Момент времени T1, когда капля вернется на-

зад и коснется свободной поверхности y(T1) = r,
можно вычислить только численно, приняв, напри-
мер, в качестве начального приближения t0 = 2T0.

Через определенное время происходит распад
капли: 7/8 жидкости со скоростью (1) устремляются
вниз, другая 1/8 часть в виде уменьшенной капли с
начальной скоростью (2) совершает вертикальное
движение. Если обозначить теперь радиус r как R,
то все предыдущие формулы будут справедливы
и для последующей капли. Так можно проследить
весь процесс распада заданной капли. Между рас-
падами капли вновь образованная капля соверша-
ет вертикальное затухающее колебание.

4. Затухающее колебание капли
После касания свободной поверхности основ-

нойжидкости капля не исчезает, а получает некото-
рый вертикальныйимпульс и совершает свободное
вертикальное движение. Теперь уже рассматрива-
ется капля постоянного радиуса r, и формулы (3),
(4) справедливы и в данном случае. Определение
начальной скорости представляет очень трудную
проблему, связанную с деформацией капли и поте-
рей энергии за счет вязкости. Ясно, что скорость от-
скока будет меньше скорости падения капли. Здесь
для простотыпредполагается, что скорость отскока
V0 = −V(T1)/2, что примерно согласуется с экспе-
риментальными наблюдениями. С энергетической
точки зрения это означает, что 3/4 кинетической
энергии капли до удара переходит в диссипатив-
ную энергию, 1/4 часть энергии — в кинетическую
энергию после удара.

5. Результаты расчетов
Все расчеты проводились для конкретных зна-

чений плотности воды ρ = 999, 1 кг/м3, плотности
воздуха ρa = 1, 225 кг/м3, поверхностного натяже-
ния σ = 0, 0728 Н/м, динамической вязкости возду-
ха µa = 1, 746 · 10−4 Н/м·c, что соответствует темпе-
ратуре 15◦.
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Рис. 1. Кривые зависимости подъёма капли различно-
го радиуса. Указанный радиус r = 2 мм соот-
ветствует первоначальному радиусу R = 4 мм
до распада капли

Результаты расчетов представлены на
рис. 1 и 2. На рис. 1 нанесены кривые зависимости
подъема капли после распада. Радиус капли
показан в миллиметрах, время в секундах. Видно,
что с уменьшением капли до r = 0, 125 мм высота
подъема увеличивается. Это связано с тем, что
внутреннее давление капли увеличивается и
растет начальная скорость. Однако с уменьшением
радиуса r < 0, 125 мм высота подъема капли
уменьшается, так как большое влияние оказы-
вает вязкость воздуха. Например, при радиусе
r = 0, 0314 мм, что свойственно каплям в облаках,
сила вязкостного трения уравновешивается с
силой тяжести; капля движется по инерции.

Из рис. 2 видно, что капля между распадами
капли радиуса R = 0, 5 мм и r = 0, 25 мм соверша-
ет затухающее колебание. Аналогичное колебание
наблюдается и на других интервалах. Заметим, что
результаты расчетов справедливы для малых чисел
Рейнольдса и чисел Вебера. Если высота падения
капли достаточно большая, то скорость приводне-
ния тоже большая, и капля углубляется в жидкость,
образуя воронку и брызги. Этот режим достаточно
полно рассмотрен в [1].

6. Заключение
1. Разрушение капли на свободной поверхности
происходит дискретно с уменьшением ради-
уса капли, при этом высота подъема капли
увеличивается.

Рис. 2. Зависимость высоты подъема одной и той же
капли радиуса r = 0, 25 мм после распада
капли радиуса r = 0, 5 мм

2. В промежутке между распадами капли проис-
ходит колебательное движение капли.

3. Разрыв поверхности капли при соприкоснове-
нии со свободной поверхностью происходит
не мгновенно, а через определенный проме-
жуток времени. Эти промежутки, как впрочем,
и неупругое отражение от свободной поверх-
ности нуждаются в дополнительном экспери-
ментальном исследовании.
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Jumping drops on the surface of the water
Terentiev A.G
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The paper proposes a theoretical model for the bouncing of a water drop on a free surface. The motion of a drop
in air is described by the usual equations connecting the forces of inertia, gravity, and Stokes (viscosity resistance).
The drop is considered spherical with a given surface tension. Numerical calculations were carried out using the
same algorithm, but with different initial conditions. Some conditions are set for the droplet disintegration, others
for the droplet reflection from the free surface. It is shown that the disintegration of a drop occurs periodically with a
decrease in the drop size and an increase in the drop rise height. In the interval between droplet decays, periodic
reflection from the free surface occurs with a decrease in the rise height.

Keywords: drop, surface, surface tension
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Групповая классификация цепочки нелинейных
волновых уравнений третьего порядка

Бабков О.К., Мухаметова Г.З.

Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа

В работе приводятся результаты вычисления алгебр точечных симметрий для нелинейных волновых уравнений
третьего порядка, связанных в цепочку преобразованиями Бэклунда. Методом Ли–Овсянникова [1–3] найдены
основные алгебры точечных симметрий указанных уравнений, выявлены все возможные случаи их расширения
и вычислены таблицы коммутаторов найденных алгебр.

Ключевые слова: цепочка дифференциальных уравнений, групповая классификация, допустимый оператор,
алгебра Ли, таблица коммутаторов

Всюду и далее K(s) — некоторая достаточно
гладкая функция одной переменной, отличная от
линейной.

Рассматривается цепочка из четырех
уравнений:

utt =
∂3

∂x3 K(u), u = u(t, x),

vtt =
∂2

∂x2 K(vx), v = v(t, x),

wtt =
∂

∂x
K(wxx), w = w(t, x),

ztt = K(zxxx), z = z(t, x),

связанных преобразованиями Бэклунда zx = w,
wx = v, vx = u, и проводится групповая классифи-
кация для каждого из этих четырех уравнений. Сле-
дует признать, что основным стимулом к решению
данной задачи послужила приведенная в [4] груп-
повая классификация цепочки нелинейных волно-
вых уравнений второго порядка.

Отметим, что для случая линейной функ-
ции K(s) все уравнения цепочки превращаются
в одно и то же линейное уравнение utt = λuxxx

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Бабков О.К.
©Мухаметова Г.З.

(λ = const 6= 0) с бесконечномерной алгеброй до-
пустимых операторов:

〈∂t, ∂x, u∂u, 3t∂t + 2x∂x, h(t, x)∂u〉,
htt(t, x) = λhxxx(t, x).

Теорема 1. Уравнение

utt =
∂3

∂x3 K(u), u = u(t, x)

при произвольной непостоянной функции
K =K(u) допускает 3-мерную алгебру операторов
L3 = 〈∂t, ∂x, 3t∂t + 2x∂x〉. Таблица коммутаторов:

X1 X2 X3
X1 2X1
X2 3X2
X3 −2X1 −3X2

Расширение этой алгебры возможно только в
следующих случаях:

1. K(u) = K1(au + b)λ, a 6= 0, λ 6= 0, 1,−1/2,−3,

utt = K1
∂3

∂x3 (au + b)λ:

X4 = −t∂t + d
2
λ− 1

(
u +

b
a

)
∂u;
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X1 X2 X3 X4
X1 2X1
X2 3X2 −X2
X3 −2X1 −3X2
X4 X2

2. K(u) = K1(au + b)−
1
2 , utt = K1

∂3

∂x3
1√

au + b
:

X4 = −t∂t −
4
3

(
u +

b
a

)
∂u,

X5 = x2∂x − 4x
(

u +
b
a

)
∂u;

X1 X2 X3 X4 X5
X1 2X1 X3+3X4
X2 3X2 −X2
X3 −2X1 −3X2 2X5
X4 X2
X5 −X3−3X4 −2X5

3. K(u) = K1(au + b)−3, utt = K1
∂3

∂x3 (au + b)−3:

X4 = −t∂t −
4
3

(
u +

b
a

)
∂u,

X5 = t2∂t + t
(

u +
b
a

)
∂u;

X1 X2 X3 X4 X5
X1 2X1
X2 3X2 −X2 −2X4
X3 −2X1 −3X2 3X5
X4 X2 −X5
X5 2X4 −3X5 X5

4. K(z) = K1eλz, utt = K1
∂3

∂x3 eλu:

X4 = t∂t −
2
λ

∂u;

X1 X2 X3 X4
X1 2X1
X2 3X2 X2
X3 −2X1 −3X2
X4 −X2

5. K(z) = K1 ln(au + b), utt = K1
∂3

∂x3 ln(au + b):

X4 = x∂x − 3
(

u +
b
a

)
∂u;

X1 X2 X3 X4
X1 2X1 X1
X2 3X2
X3 −2X1 −3X2
X4 −X1

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L3 нет.

Теорема 2. Уравнение

vtt =
∂2

∂x2 K(vx), v = v(t, x)

при произвольной нелинейной функции K = K(z)
допускает 5-мерную алгебру операторов

L5 = 〈t∂v, ∂t, ∂x, ∂v, 3t∂t + 2x∂x + 2v∂v〉.

Таблица коммутаторов этой алгебры имеет вид:

X1 X2 X3 X4 X5
X1 −X4 −X1
X2 X4 3X2
X3 2X4
X4 2X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4

Расширение этой алгебры возможно в следую-
щих случаях:

1. K(z) = K1(az + b)λ, a 6= 0, λ 6= 1,−3,

vtt = K1
∂2

∂x3 (avx + b)λ:

X6 = a(λ− 1)t∂t − 2(av + bx)∂v;

X1 X2 X3
X1 −X4
X2 X4
X3
X4
X5 X1 −3X2 −2X3
X6 a(λ+ 1)X1 −a(λ− 1)X2 2bX4

X4 X5 X6
X1 −X1 −a(λ+ 1)X1
X2 3X2 a(λ− 1)X2
X3 2X4 −2bX4
X4 2X4 −2aX4
X5 −2X4
X6 2aX4

2. K(z) = K1(az + b)−3, vtt = K1
∂2

∂x3 (avx + b)−3:

X6 = 4ax∂x + (av− 3bx)∂v,

X7 = at2∂t + t(av + bx)∂v;
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X1 X2 X3 X4
X1 −X4
X2 X4
X3
X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4
X6 −2aX1 4aX2 2bX4 2aX4
X7

1
2 X6 −bX1 −aX1

X5 X6 X7
X1 −X1 2aX1
X2 3X2 −4aX2 − 1

2 X6
X3 2X4 −2bX4 bX1
X4 2X4 −2aX4 aX1
X5 3X7
X6 −4aX7
X7 −3X7 4aX7

3. K(z) = K1eλz, vtt = K1
∂2

∂x3 eλvx :

X6 = λt∂t − 2x∂v;

X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 −X4 −X1 λX1
X2 X4 3X2 −λX2
X3 2X4 2X4
X4 2X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4
X6 −λX1 λX2 −2X4

4. K(z) = K1 ln(az + b), vtt = K1
∂2

∂x3 ln(avx + b):

X6 = at∂t + ax∂x − bx∂v.

X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 −X4 −X1 −aX1
X2 X4 3X2 aX2
X3 2X4 aX3 − bX44
X4 2X4
X5 X1 −3X2 −2X3 −2X4
X6 aX1 −aX2 −aX3 + bX4

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L5 нет.

Теорема 3. Уравнение

wtt =
∂

∂x
K(wxx), w=w(t, x),

при произвольной нелинейной функции K = K(z)
допускает 7-мерную алгебру операторов

L7 = 〈∂t, ∂x, ∂w, tx∂w, t∂w, x∂w, 3t∂t + 2x∂x + 4w∂v〉.

Таблица коммутаторов:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
X1 X6 X3 3X1
X2 X5 X3 2X2
X3 4X3
X4 −X6 −X5 −X4
X5 −X3 X5
X6 −X3 2X6
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4 −X5 −2X6

Расширение этой алгебры возможно в следую-
щих случаях:

1. K(z) = K1(az + b)λ, a 6= 0, λ 6= 0, 1,−3,

wtt = K1
∂

∂x
(awxx + b)λ:

X8 = (2λ+ 1)t∂t + 2x∂x −
2b
a

x2∂w;

X1 X2 X3 X4
X1 X6
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4

X8 −(2λ+ 1)X1 −2X2 +
4b
a

X6 (2λ+ 3)X4

X5 X6 X7 X8
X1 X3 3X1 (2λ+ 1)X1

X2 X3 2X2 2X2 −
4b
a

X6

X3 4X3
X4 −X4 −(2λ+ 3)X4
X5 X5 −(2λ+ 1)X5
X6 2X6 −2X6
X7 −X5 −2X6
X8 (2λ+ 1)X5 2X6

2. K(z)=K1(az+b)−3, wtt =K1
∂

∂x
(awxx+b)−3:

X8 = −5t∂t + 2x∂x −
2b
a

x2∂w,

X9 = 4t2∂t + 2t
(

2w +
b
a

x2
)

∂w;
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X1 X2 X3 X4 X5
X1 X6 X3
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4 −X5

X8 5X1 −2X2 +
4b
a

X6 −3X4 −5X5

X9 −X7 + X8 −4b
a

X4 −4X5

X6 X7 X8 X9
X1 3X1 −5X1 X7 − X8

X2 X3 2X2 2X2 −
4b
a

X6
4b
a

X4

X3 4X3 4X5
X4 −X4 3X4
X5 X5 5X5
X6 2X6 −2X6 4X4
X7 −2X6 3X9
X8 2X6 −5X9
X9 −4X4 −3X9 5X9

3. K(z) = K1eλz, wtt = K1
∂

∂x
eλwxx :

X8 = −λt∂t + x2∂w.

X1 X2 X3 X4
X1 X6
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4
X8 λX1 −2X6 −λX4

X5 X6 X7 X8
X1 X3 3X1 −λX1
X2 X3 2X2 2X6
X3 4X3
X4 −X4 λX4
X5 X5 λX5
X6 2X6
X7 −X5 −2X6
X8 −λX5

4. K(z)=K1 ln(az + b), wtt =K1
∂

∂x
ln(awxx + b):

X8 = t∂t + 2x∂x −
2b
a

x2∂w.

X1 X2 X3 X4
X1 X6
X2 X5
X3
X4 −X6 −X5
X5 −X3
X6 −X3
X7 −3X1 −2X2 −4X3 X4

X8 −X1 −2X2 +
2b
a

X6 3X4

X5 X6 X7 X8
X1 X3 3X1 X1

X2 X3 2X2 2X2 −
2b
a

X6

X3 4X3
X4 −X4 −3X4
X5 X5 −X5
X6 2X6 −2X6
X7 −X5 −2X6
X8 X5 2X6

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L7 нет.

Теорема 4. Уравнение

ztt = K(zxxx), z = z(t, x)

при произвольной непостоянной функции
K = K(z) допускает 9-мерную алгебру операторов

L9 = 〈∂t, ∂x, ∂z, x∂z, x2∂z, t∂z, tx∂z, tx2∂z, 3t∂t + 2x∂x + 6z∂z〉.

X1 X2 X3 X4 X5
X1
X2 X3 2X4
X3
X4 −X3
X5 −2X4
X6 −X3
X7 −X4 −X6
X8 −X5 −2X7
X9 −3X1 −2X2 −6X3 −4X4 −2X5

X6 X7 X8 X9
X1 X3 X4 X5 3X1
X2 X6 2X7 2X2
X3 6X3
X4 4X4
X5 2X5
X6 3X6
X7 X7
X8 −X8
X9 −3X6 −X7 X8

Расширение этой алгебры возможно в следую-
щих случаях:
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1. K(z) = K1(az + b)λ + K0, λ 6= 0, 1,−3,−1
2
,

a 6= 0, ztt = K1(azxxx + b)λ + K0:

X10 = (λ− 1)t∂t −
(
λK0t2 − b

3a
x3 − 2az

)
∂z;

2. K(z) = K1(az + b)−1/2 + K0, ztt = K1(azxxx+
+b)−1/2 + K0:

X10 = −3ax∂x +

(
3
2

aK0t2 + bx3 − 3az
)

∂z,

X11 = x2∂x −
(

K0xt2 +
b

6a
x4 − 2xz

)
∂z;

3. K(z)=K1(az+b)−3+K0, ztt =K1(azxxx+b)−3+K0:

X10 = −8a x∂x + (9aK0t2 + bx3 − 18az)∂z,

X11 = t2∂t +

(
K0

2
t3 +

b
6a

tx3 + tz
)

∂z;

4. K(z) = K1eλz + K0, ztt = K1eλzxxx + K0:

X10 = 3λt∂t +
(

3λK0t2 − x3
)

∂z;

5. K(z) = K1 ln(az + b) + K0, ztt = K1 ln(azxxx+
+b) + K0:

X10 = −2ax∂x + (3aK1t2 + bx3)∂z.

Других случаев расширения минимальной ал-
гебры L9 нет.

В последней теореме приведена только табли-
ца коммутаторов основной алгебры допустимых
операторов, остальные же таблицы коммутаторов
не приводятся ввиду их значительного размера.
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