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Цепочка вложенных инвариантных подмоделей
конических движений1

Мукминов Т.Ф.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Уравнения механики сплошной среды инвариантны относительно группы Галилея, расширенной растяжением.
Ее 11-мерная алгебра Ли имеет множество подалгебр, которые сведены в оптимальную систему неподобных
подалгебр. Подалгебры из оптимальной системы образуют граф вложенных подалгебр. В графе выделяется
множество цепочек подалгебр. Выбрана цепочка подалгебр, состоящих из операторов переносов по простран-
ственной переменной и времени, вращения и равномерного растяжения по всем независимым переменным. Для
подалгебр выбираются согласованные инварианты. На их основе строится цепочка инвариантных подмоделей в
цилиндрической системе координат. Решения подмодели, построенной по подалгебре большей размерности,
будут являться решениями подмоделей, построенных по подалгебрам меньших размерностей из рассматривае-
мой цепочки. Таким образом, получена цепочка вложенных инвариантных подмоделей на примере уравнений
идеальной газовой динамики.

Ключевые слова: группа Галилея, алгебра Ли операторов,цепочка вложенных подалгебр, согласованные инвари-
анты, инвариантные подмодели

1. Введение

Модели механики сплошной среды допускают
группу Галилея, расширенную растяжением. Базис
соответствующей 11-мерной алгебры Ли L11 [1] в
декартовой системе координат состоит из следую-
щих операторов:

1) переносов по пространству

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z;

2) галилеевых переносов

X4 = t∂x + ∂u, X5 = t∂y + ∂v, X6 = t∂z + ∂w;

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (грант№ 18-29-10071)
и по госзаданию№0246-2019-0052.

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c©Мукминов Т.Ф.

3) вращений

X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v,

X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,

X9 = x∂y − y∂x + u∂v − v∂u;

4) переноса по времени

X10 = ∂t;

5) равномерного растяжения

X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z,

где t — время, ~x = (x, y, z), ~u = (u, v, w) —
координаты частицы и скорости.

Подалгебра алгебры L11 — это линейное
подпространство, замкнутое относительно
коммутатора

X, Y ∈ L11 ⇒ [X, Y] = XY−YX ∈ L11.

С точностью до внутренних автоморфизмов
подалгебры различных размерностей приведены

http://mfs.uimech.org/mfs2019.4.034
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в [2]. Это оптимальная система серий классов по-
добных подалгебр. Параметры серий являются ин-
вариантами внутренних автоморфизмов.

В таблице оптимальной системы введены сле-
дующие обозначения. Подалгебры записаныв виде
k.n, где k — размерность подалгебры; n — порядко-
вый номер подалгебры в данной размерности.

По оптимальной системе построен граф вло-
женных подалгебр в виде таблицы [1]. Рассмотрим
цепочку вложенных подалгебр из оптимальной си-
стемы, взятой из таблицы графа: 1.6 ⊂ 2.5 ⊂ 3.2 ⊂
4.3, где подалгебры заданы базисами из операто-
ров дифференцирования

1.6 = {X7 + X10} ,

2.5 = {X7, X10} ,

3.2 = {X7, X10, X11} ,

4.3 = {X1, X7, X10, X11},

которые допускаются уравнениями газовой дина-
мики. Выберем согласованные инварианты этой
цепочки. Инварианты подалгебры меньшей раз-
мерности должны содержать инварианты подал-
гебры большей размерности [3].

Уравнения газовой динамики имеют 4 неза-
висимые переменные t, ~x и 5 функций ~u, p, ρ —
всего 9 переменных. У подалгебры размерности
k будет 9 − k точечных инвариантов. Выбирают
s, 0 6 s < 4, инвариантов в качестве новых неза-
висимых переменных (ранг подмодели). Если вы-
ражения для инвариантов зависят от исходных
независимых переменных, то они должны входить
в число новых независимых переменных. Из по-
лученных выражений для инвариантов находят
некоторое число функций. Функции, которые не
определяются из выражений, являются функция-
ми первоначально общего вида, т.е. зависят от t, ~x.
Число таких функций называется дефектом под-
модели. В этом случае подмодель называется ча-
стично инвариантной [4]. В настоящей работе они
не рассматриваются.

Таким образом, получено представление ре-
шения, которое подставляем в уравнения газовой
динамики в удобной системе координат. Доказа-
но, что после исключения функций общего вида
получится система уравнений только для новых
функций [4]. Если для цепочки подалгебр выбра-
ны согласованные инварианты, то полученные с
их помощью подмодели будут вложены друг в дру-
га. Это значит, что всякое решение подмодели с
меньшим числом независимых переменных бу-
дет точным решением подмодели с большим чис-
лом независимых переменных для подмоделей
одного дефекта [3].

2. Построение инвариантных подмо-
делей

2.1. Выбор уравнения состояния

Для механики сплошной среды термодинами-
ческие параметры таковы: ρ— плотность; p — дав-
ление; T — температура; ε— удельная внутренняя
энергия; S — энтропия. Они связаны тождеством

TdS = dε+ pdV,

где V = ρ−1 — удельный объем.
Независимыхпараметров лишь 2 (аксиома тер-

модинамики). Если p, ρ—независимые, то T, S, ε—
функции от V, p.

Уравнения газовой динамики (законы сохра-
нения импульса, массы и энергии)

~ut + (~u · ∇)~u + ρ
−1∇p = 0,

ρt + ~u · ∇ρ+ ρ∇ · ~u = 0,

εt + ~u · ∇ε+ pρ−1∇ · ~u = 0

(1)

замыкаются уравнением состояния.
Пусть ε = ε(S, V)— уравнение состояния. То-

гда из термодинамического тождества следует

TdS = εSdS + εVdV + pdV,

T = εS, p = −εV .

В этом случае достаточно одного уравнения
состояния.

Далее используем уравнение состояния вида:

p = f (ρ, S), T = εS,

ε = −
∫ f (ρ, S)

ρ2 dρ+ G(S),

где G(S)— произвольная функция, которая подле-
жит дополнительному измерению.

2.2. Переход к цилиндрической системе ко-
ординат

Так как среди операторов цепочки подалгебр
есть оператор вращения вокруг одной оси, удобно
вычисление подмоделей цепочки подалгебр про-
водить в цилиндрических координатах:

t, x, y = r cos θ, z = r sin θ, u = U,

v = V cos θ−W sin θ, w = V sin θ+ W cos θ,

0 6 r < ∞, 0 6 θ < 2π.
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Обратная замена:

r =
√

y2 + z2, θ = arctan
z
y

,

V = v cos θ+ w sin θ =
yv + zw√

y2 + z2
,

W = w cos θ− v sin θ =
yw− zv√

y2 + z2
.

Операторы цепочки подалгебр в цилиндриче-
ских координатах:

X1 = ∂x, X4 = t∂x + ∂U , X7 = ∂θ,

X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + r∂r.

Пусть~ex, ~er, ~eθ — ортонормированный базис в
цилиндрической системе координат:

∂~x
∂x

=~i = ~ex,

∂~x
∂r

= cos θ~j + sin θ~k = ~er,

∂~x
∂θ

= r(− sin θ~j + cos θ~k) = r~eθ,

~x = x~i + y~j + z~k = x~ex + r~er,

~u = u~i + v~j + w~k = U~ex + V~er + W~eθ.

Перепишем оператор полного дифференциро-
вания по t в виде:

D = ∂t + ~u · ∇ = ∂t + U∂x + V∂r +
1
r

W∂θ.

Из законов сохранения (1) и термодинамиче-
ского тождества следует:

TDS = Dε+ pDρ−1 = − p∇ · ~u
ρ

+
pρ∇ · ~u
ρ2 = 0,

DS = 0.

Оператор применяется к базисным векторам:

D~er =
1
r

W~eθ, D~eθ = −
1
r

W~er.

Уравнения системы (1) в цилиндрических ко-
ординатах принимают вид:

DU + ρ
−1 px = 0,

DV + ρ
−1 pr = r−1W2,

DW + ρ
−1r−1 pθ = −r−1VW,

Dρ+ ρ(Ux + Vr + r−1(V + Wθ)) = 0,

DS = 0, p = f (ρ, S).

(2)

2.3. Согласованные инварианты

Получим согласованные инварианты рассмат-
риваемой цепочки, то есть функционально незави-
симые инварианты подалгебры меньшей размер-
ности должны содержать инварианты подалгебры
большей размерности.

Инварианты подалгебры

{X1 = ∂x, X7 = ∂θ, X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + r∂r}

вычисляются из системы уравнений Xi I = 0. Вид-
но, что I не зависит от x, θ, t, r. Независимые ин-
варианты: U, V, W, p, ρ.

Для подалгебры {X7, X10, X11} инварианты не
зависят от θ, t. Инвариант для X11 равен

x
r

= Φ.
Остальные инварианты: U, V, W, p, ρ.

Для подалгебры {X7, X10} инварианты не за-
висят от θ и t. Согласованные инварианты таковы:
r, Φ, U, V, W, p, ρ.

Для подалгебры {X7 + X10} согласованные ин-
варианты: τ = θ− t, r, Φ, U, V, W, p, ρ.

Таким образом, получена цепочка согласован-
ных инвариантов:

{U, V, W, p, ρ} ⊂ {Φ, U, V, W, p, ρ} ⊂
⊂ {r, Φ, U, V, W, p, ρ} ⊂ {τ, r, Φ, U, V, W, p, ρ}.

2.4. Вложенные инвариантные подмодели

Для каждой подалгебры из выбранной цепоч-
ки построим инвариантную подмодель. Были най-
дены инварианты подалгебры 1.6:

τ = θ− t, r, Φ =
x
r

, U, V, W, p, ρ.

Первые 3 инварианта выражены через исход-
ные независимые переменные, поэтому их нужно
взять за новые независимые переменные. Осталь-
ные инварианты назначим функциями от τ, r, Φ.

Представление инвариантного решения:

U = U(τ, r, Φ), V = V(τ, r, Φ), W = W(τ, r, Φ),

p = p(τ, r, Φ), ρ = ρ(τ, r, Φ).

Сделаем замену переменных t, τ, r, Φ в опера-
торах дифференцирования:

∂t = ∂t +
∂τ

∂t
∂τ = ∂t − ∂τ,

∂x =
∂Φ
∂x

∂Φ =
1
r

∂Φ,

∂θ =
∂τ

∂θ
∂τ = ∂τ,

∂r =
∂r
∂r

∂r +
∂Φ
∂r

∂Φ = ∂r −
x
r2 ∂Φ = ∂r −

Φ
r

∂Φ.
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Тогда оператор D примет вид:

D = ∂t +

(
W
r
− 1
)

∂τ + V∂r +
1
r
(U −VΦ) ∂Φ.

Из системы (2) следует:

DU +
1
rρ

pΦ = 0,

DV +
1
ρ

(
pr −

Φ
r

pΦ

)
=

1
r

W2,

DW +
1
rρ

pτ = −
1
r

VW,

Dρ+ ρ

[
Vr +

1
r
(UΦ −ΦVΦ + V + Wτ)

]
= 0,

DS = 0, p = f (ρ, S),

(3)

где можно считать

D =

(
W
r
− 1
)

∂τ + V∂r +
1
r
(U −VΦ)∂Φ.

Полученная система содержит только инвари-
анты. Итак, построена инвариантная подмодель
ранга 3 подалгебры 1.6.

Перейдем к подалгебре 2.5 с инвариантами
r, Φ, U, V, W, p, ρ. Представление инвариантного
решения имеет вид:

U = U(r, Φ), V = V(r, Φ), W = W(r, Φ),

p = p(r, Φ), ρ = ρ(r, Φ).

Исходная система (2) запишется так:

DU +
1
rρ

pΦ = 0,

DV +
1
ρ

(
pr −

Φ
r

pΦ

)
=

1
r

W2,

DW = −1
r

VW,

Dρ+ ρ

[
Vr +

1
r
(UΦ −ΦVΦ + V)

]
= 0,

DS = 0, p = f (ρ, S),

(4)

где можно считать D = V∂r +
1
r
(U −VΦ)∂Φ.

Получена инвариантная подмодель ранга 2 по-
далгебры 2.5. Легко заметить, что подмодель мог-
ла быть построена по подмодели (3) подалгебры
1.6. Достаточно принять функции U, V, W, p и ρ
независимыми от τ. Это следует из того, что были
выбраны согласованные инварианты. Можно сде-
лать вывод, что решения подмодели (4) подалгеб-
ры 2.5 будут частными решениями подмодели (3)
подалгебры 1.6.

Аналогично строится инвариантная подмо-
дель подалгебры 3.2. Среди инвариантов был най-
ден лишь один, зависящий от исходных независи-
мых переменных, поэтому инвариантная подмо-
дель будет иметь ранг 1. Представление инвари-
антного решения

U = U(Φ), V = V(Φ), W = W(Φ),

p = p(Φ), ρ = ρ(Φ)

подставим в (2). Получим следующую систему
обыкновенных дифференциальных уравнений:

D1U +
1
ρ

pΦ = 0,

D1V −
Φ
ρ

pΦ = W2,

D1W = −VW,

D1ρ+ ρ(UΦ −ΦVΦ + V) = 0,

D1S = 0, p = f (ρ, S),

(5)

где D1 = (U −ΦV)∂Φ.
Все функции зависят только от Φ. Подмодель

из обыкновенных дифференциальных уравнений
при U 6= ΦV имеет интегралы:

Aρ(U −ΦV) = W2,

U2 + V2 + W2 + 2
∫ dρ

ρ
= B2,

S = S0,

где A, B и S0 — постоянные, и сводится к системе
конических движений [2]:

ΦU′ + V′ = σAρ,[
(U −ΦV)2 − fρ

]
U′ + Φ fρV′ = V fρ,

где σ = sign(U −ΦV). При U = ΦV из уравнений
системы (5) следует покой:

p = p0, U = V = W = 0, p0 = f (ρ, S).

Решения полученной подмодели будут являть-
ся частными решениями подмодели (4).

Подалгебра 4.3 не имеет инварианта, зави-
сящего от исходных независимых переменных,
поэтому представление инвариантного решения
U, V, W, p, ρ— постоянные. Из (3) получим:

W2 = 0,

VW = 0,

ρV = 0,

p = f (ρ, S).

(6)
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Решения U = U0, V = W = 0, ρ = ρ0 6= 0,
p = p0 = f (ρ0, S0), S = S0 являются инвари-
антными решениями ранга 0. Они являются
тривиальными решениями системы (5).

3. Заключение
В настоящей работе рассмотрена цепочка

вложенных подалгебр 11-мерной алгебры Ли
для идеальной модели гидродинамического ти-
па. Для подалгебр выбраны согласованные ин-
варианты. На их основе построена цепочка ин-
вариантных подмоделей и рассмотрены их ре-
шения. Проверено, что решения подмодели, по-
строенной по подалгебре большей размерности,
будут являться решениями подмоделей, постро-
енных по подалгебрам меньших размерностей
из рассматриваемой цепочки.

Дальнейшее исследование подалгебр больших
размерностей относится к построению подмоде-
лей для дифференциальных инвариантов (содер-

жащих производные), поскольку точечных инвари-
антов (не содержащих производные) недостаточно,
чтобы конструктивно построить подмодель. Такие
подмодели будут частично инвариантными боль-
шого дефекта и требуют изучения совместности
переопределенных систем.
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The chain of embedded invariant submodels for conic
motions
Mukminov T.F.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa , Russia

The equations of continuum mechanics are invariant in relation to the Galilean group generalized by extention.
Its 11-dimensional Lie algebra has many subalgebras, which form the optimal system of dissimilar subalgebras.
Subalgebras from the optimal system form the graph of embedded subalgebras. There are many chains of subalgebras
in the graph. We consider the chain of embedded subalgebras containing operators of space and time translation, the
rotation and uniform extension of all independent variables for the models of the continuous medium mechanics. We
choose concordant invariants for each subalgebra from the chain. The chain of invariant submodels is constructed
in a cylindrical coordinates based on chosen invariants. It is proved that solutions of a submodel constructed on
a subalgebra of higher dimension will be part of solutions of submodels constructed on subalgebra of smaller
dimensions for the considered chain. Thus, the chain of embedded invariant submodels is constructed by the example
of equations of ideal gas dynamics.

Keywords: Galilean group, Lie algebra, chain of embedded subalgebras, concordant invariants, invariant submodels
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