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Исследование собственных функций возмущения
поперечной составляющей скорости потока

термовязких жидкостей1
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Рассмотрено течение вязкой модельной жидкости в плоском канале с линейным профилем температуры. Задача
об устойчивости течения термовязкой жидкости решается на основе полученного ранее обобщенного уравнения
Орра–Зоммерфельда спектральным методом разложения по полиномам Чебышева. Исследуется влияние учета
линейной и экспоненциальной зависимостей вязкости жидкости от температуры на собственные функции уравне-
ния гидродинамической устойчивости и на возмущения поперечной скорости течения несжимаемой жидкости в
плоском канале при задании различных значений температуры стенок. Численно найдены собственные функции
для двух собственных значений линейной и экспоненциальной зависимостей вязкости от температуры. Представ-
лены графики собственных функций. Собственные функции демонстрируют поведение возмущений поперечной
скорости, их возможный рост или затухание с течением времени. Для приведенных в работе собственных
функций получены возмущения поперечной скорости течения термовязкой жидкости. Показано, что учет темпе-
ратурной зависимости вязкости влияет на собственные функции уравнения гидродинамической устойчивости
и на возмущения поперечной скорости течения. Возмущения поперечной скорости оказывают существенное
влияние на гидродинамическую неустойчивость течения жидкостей. По полученным результатам видно, что при
рассмотрении неустойчивого собственного значения с течением времени возмущения скорости начинают расти,
что приводит к турбулизации течения. Максимальные значения собственных функций и возмущений попереч-
ных скоростей смещены в сторону горячей стенки. Показано, что для неустойчивого собственного значения
возмущения поперечной скорости течения возрастают с течением времени, а для устойчивого — затухают.

Ключевые слова: термовязкая жидкость, собственные функции, возмущения поперечной скорости, гидродинами-
ческая неустойчивость

1. Введение
Гидродинамическая устойчивость течения

жидкости является одной из главных задач гид-
родинамики. Хорошо известно, что существует два
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режима течения жидкости: ламинарный и турбу-
лентный. Каждый из этих режимов имеет важное
значение в технологических процессах. Ламинар-
ный режим важен с точки зрения энергетической
эффективности, а турбулентный — при учете эф-
фективности тепломассопереноса и зависимости
вязкости от температуры в плоском канале с ли-
нейным профилем температуры.

Особенности устойчивости теченияжидкостей
с постоянной вязкостью подробно исследованы в
работах [1,2]. Численный алгоритм решения зада-
чи об устойчивости течения жидкости с постоян-
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ной вязкостью приведен в работе [3]. Однако, зави-
симость вязкости жидкости от температуры явля-
ется важным фактором,определяющим характер
течения [4–6], и безусловно отражающимся на за-
кономерностях потери устойчивости потока [7,8].

В настоящей работе представлены результа-
ты исследования устойчивости течений жидкостей
с линейной и экспоненциальной зависимостями
вязкости от температуры.

2. Постановка задачи об устойчиво-
сти течения термовязкойжидкости
Рассматривается течение несжимаемой тер-

мовязкой жидкости в плоском канале с линейным
профилем температуры.

Задача гидродинамической устойчивости те-
чения термовязкой жидкости в плоскопараллель-
ном канале с неоднородным температурным по-
лем сводится к обобщенному уравнению Орра–
Зоммерфельда:
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с граничными условиями:

ϕ(−1) = ϕ(1) = 0, ϕ
′(−1) = ϕ

′(1) = 0,

где µ — вязкость; ϕ(y) — амплитуда возмущения
поперечной скорости; u0 = u0(y)— профиль ско-
рости в невозмущенном состоянии; i — мнимая
единица; c = w/k —фазовая скорость волны вдоль

оси канала (собственное значение); w — частота;
k—проекция волнового вектора на ось канала (вол-
новое число); Re — число Рейнольдса.

Для решения полученного уравнения приме-
няется спектральный метод, использующий разло-
жения по полиномам Чебышева первого рода.

3. Результаты численного моделиро-
вания и их анализ

3.1. Линейная зависимость вязкости от тем-
пературы
Рассмотрим зависимость вязкости жидкости

от температуры:

µL(T) = 1− αLT,

где αL < 0, 5 — параметр изменения вязкости; T —
температура.

Собственные функции для первого собствен-
ного значения [9] течения жидкости с линейной
зависимостьювязкости от температурыпрификси-
рованных параметрах числа Рейнольдса Re = 104

и волновом числе k = 1 представлены на рис. 1(а).
Рис. 2 является иллюстрацией вещественных ча-
стей возмущений поперечной скорости течения
жидкости для первого собственного значения и
различных безразмерных временных значений t.
По полученным результатам видно, что при рас-
смотрении неустойчивого собственного значения
с течением времени t возмущения скорости начи-
нают расти, что приводит к турбулизации течения.
Вещественная и мнимая части собственной функ-
ции, соответствующей второму собственному зна-
чению, представлены на рис. 1(б), а возмущения
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Рис. 1. Вещественная (красная линия) и мнимая (синяя линия) части собственных функций первого (а) и второго (б)
собственных значений для жидкости с линейной зависимостью вязкости от температуры и параметрами
Re = 104, k = 1, αL = 0.2
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Рис. 2. Вещественная часть возмущений поперечной скорости первого собственного значения для жидкости с
линейной зависимостью вязкости от температуры и параметрами Re = 104, k = 1, αL = 0.2: а) t = 0;
б) t = 103

поперечной скорости — на рис. 3. Второе собствен-
ное значение является устойчивым и по графикам
видно, что с течением времени возмущения попе-
речной скорости затухают. Также стоит отметить,
что собственные функции и возмущения попереч-
ной скорости не обладают признаком симметрии,
это следует из того, что профиль скорости в невоз-
мущенном состоянии тоже не обладает симмет-
рией. Максимальные значения собственных функ-
ций и возмущений поперечных скоростей смеще-
ны вправо от оси y = 0, это соотвествует тому, что
возмущения возникают и интенсивно растут вбли-
зи горячей стенки.

3.2. Экспоненциальная зависимость вязкости
от температуры

Рассмотрим течение жидкости с экспоненци-
альной температурной зависимостью вязкости:

µE(T) = exp(−αET),

где αE > 0 — параметр термовязкости.
На рис. 4(а) представлены графики веществен-

ной и мнимой частей собственной функции, со-
ответствующей первому собственному значению.
Рис. 5 является иллюстрацией вещественных ча-
стей возмущений поперечной скорости течения
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Рис. 3. Вещественная часть возмущений поперечной скорости второго собственного значения для жидкости с линей-
ной зависимостью вязкости от температуры и параметрами Re = 104, k = 1, αL = 0.2: а) t = 0; б) t = 103
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Рис. 4. Вещественная (красная линия) и мнимая (синяя линия) части собственных функций первого (а) и второ-
го (б) собственных значений для жидкости с экспоненциальной зависимостью вязкости от температуры и
параметрами Re = 104, k = 1, αE = 1

жидкости для различных временных значений t.
По полученным результатам видно, что при рас-
смотрении неустойчивого собственного значения
с течением времени t возмущения скорости начи-
нают расти, что приводит к турбулизации течения.
Вещественная и мнимая части собственной функ-
ции, соответствующей второму собственному зна-
чению показаны на рис. 4(б), а возмущения попе-
речной скорости — на рис. 6. Второе собственное
значение является устойчивымипо графикаммож-
но видеть, что с течением времени возмущения
поперечной скорости затухают.

4. Заключение
Установлено, что функциональная зависи-

мость вязкости от температуры влияет на ре-
зультаты решения задачи о гидродинамической
устойчивости. Таким образом, при решении за-
дачи об устойчивости течения термовязкой жид-
кости следует учитывать зависимость вязкости
от температуры.
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Рис. 5. Вещественная и мнимая части возмущений поперечной скорости первого собственного значения для жидкости
с экспоненциальной зависимостью вязкости от температуры и параметрами Re = 104, k = 1, αE = 1: а) t = 0;
б) t = 103
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Рис. 6. Вещественная часть возмущений поперечной скорости второго собственного значения для жидкости с экс-
поненциальной зависимостью вязкости от температуры и параметрами Re = 104, k = 1, αE = 1: а) t = 0;
б) t = 103
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Research of eigenfuctions perturbation of the transverse
component velocity thermoviscous liquids flow

Nizamova A.D.∗, Kireev V.N.∗∗, Urmancheev S.F.∗

∗Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia
∗∗Bashkir State University, Ufa, Russia

The viscous model fluid flow in a plane channel with a linear temperature profile is considered. The problem of the
thermoviscous fluid flow stability is solved on the basis of the previously obtained generalized Orr–Sommerfeld
equation by the spectral method of decomposition into Chebyshev polynomials. We study the effect of taking into
account the linear and exponential dependences of the viscosity of a liquid on temperature on the eigenfunctions
of the hydrodynamic stability equation and on perturbations of the transverse velocity of an incompressible fluid
in a plane channel when various wall temperatures are specified. Eigenfunctions are found numerically for two
eigenvalues of the linear and exponential dependence of viscosity on temperature. Presented pictures of their own
functions. The eigenfunctions demonstrate the behavior of the transverse velocity perturbations, their possible
growth or attenuation over time. For the given eigenfunctions, perturbations of the transverse flow velocity of a
thermoviscous fluid are obtained. It is shown that taking the temperature dependence of viscosity into account
affects the eigenfunctions of the equations of hydrodynamic stability and perturbations of the transverse flow velocity.
Perturbations of the transverse velocity significantly affect the hydrodynamic instability of the fluid flow. The results
show that when considering the unstable eigenvalue over time, the velocity perturbations begin to grow, which leads
to turbulence of the flow. The maximum values of the eigenfunctions and perturbations of the transverse velocities
are shifted to the hot wall. It is seen that for an unstable eigenvalue, the perturbations of the transverse flow velocity
increase over time, and for a stable one, they decay.

Keywords: thermoviscous liquid, eigenfunctions, perturbations of cross section velocity, hydrodynamics instability
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