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Влияние зависимости вязкости от температуры на
спектральные характеристики уравнения

устойчивости течения термовязких жидкостей1
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Рассмотрено течение вязкой модельной жидкости в плоскопараллельном канале с неоднородным температур-
ным полем. Задача об устойчивости течения термовязкой жидкости решается на основе полученного ранее
обобщенного уравнения Орра–Зоммерфельда спектральным методом разложения по полиномам Чебышева.
Исследуется влияние учета линейной и экспоненциальной зависимостей вязкости жидкости от температуры на
спектральные характеристики уравнения гидродинамической устойчивости течения несжимаемой жидкости
в плоском канале при различных значениях температуры стенок. Аналитически получены профили скорости
течения термовязкой жидкости. Построены спектральные картины собственных значений обобщенного уравнения
Орра–Зоммерфельда. Показано, что структура спектров в значительной степени зависит от свойств жидкости,
определяемых показателем функциональной зависимости вязкости. Установлено, что при малых значениях
параметра термовязкости спектр сопостави́м спектру для изотермического течения жидкости, однако, при его
увеличении число собственных значений и их плотность возрастают, то есть существует большее количество
точек, при которых задача имеет нетривиальное решение. Устойчивость течения термовязкой жидкости зависит
от наличия собственного значения с положительной мнимой частью среди всего множества найденных соб-
ственных значений при фиксированных параметрах числа Рейнольдса и волнового числа. Показано, что при
фиксированных значениях числа Рейнольдса и волнового числа с ростом параметра термовязкости течение
может стать неустойчивым. Спектральные характеристики определяют структуру собственных функций и крити-
ческие параметры течения термовязкой жидкости. При этом собственные функции демонстрируют поведение
возмущений поперечной скорости, их возможный рост или затухание с течением времени.

Ключевые слова: термовязкая жидкость, спектры собственных значений, гидродинамическая неустойчивость

1. Введение
Задача исследования устойчивости течения

термовязкой жидкости определяется необходимо-
стью разработки методов управления режимами
течения в промышленных конденсаторах и тепло-
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(проект№ 17-41-020999-р_а.) и Академии наук Республики Баш-
кортостан (договор№ 40/10).
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обменных устройствах. Как известно, в различных
технологических процессах важны как ламинар-
ный, так и турбулентный режимы течения. С точ-
ки зрения энергетической эффективности важен
ламинарный режим, с другой стороны, при учете
эффективности тепломассопереноса — турбулент-
ный. С увеличением скорости ламинарное течение
теряет устойчивость, и начинают развиваться воз-
мущения, которые могут привести либо к установ-
лению вторичного нелинейного режима, сохраня-
ющего основные свойства ламинарного течения,
либо к турбулизации потока.

В настоящее время накоплен достаточный за-
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дел по изучению особенностей устойчивости тече-
ния однородных жидкостей в каналах и их спек-
тральных характеристик [1–4] и, как правило, об-
стоятельством возможных перепадов температур
пренебрегают. Однако, характер зависимости вяз-
кости жидкости от температуры является важным
фактором, который во многом определяет законо-
мерности течения [5].

В настоящей работе исследована устойчивость
течения термовязких жидкостей с линейной и
экспоненциальной зависимостями вязкости от
температуры.

2. Постановка задачи об устойчиво-
сти течения термовязкойжидкости
Задача гидродинамической устойчивости те-

чения термовязкой жидкости в плоскопараллель-
ном канале с неоднородным температурным по-
лем сводится к обобщенному уравнению Орра–
Зоммерфельда [6–8]:

µ0

[
ϕ

IV − 2k2
ϕ
′′ + k4

ϕ
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[
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)
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(
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(1)

с граничными условиями:

ϕ(−1) = ϕ(1) = 0, ϕ
′(−1) = ϕ

′(1) = 0, (2)

где µ — вязкость; ϕ(y) — амплитуда возмущения
поперечной скорости; u0 = u0(y)—профиль скоро-
сти в невозмущенном состоянии; i —мнимая еди-
ница; c = w/k—фазовая скорость волны вдоль оси
канала (собственное значение); w — частота; k —
проекция волнового вектора на ось канала (волно-
вое число); Re — число Рейнольдса. При решении
задачи в уравнениях и формулах вязкость пред-
ставлена в безразмерном виде. В исходной матема-
тической модели размерность вязкости [µ] = Па·с.

Следует отметить, что вывод уравнения (1) осу-
ществлялся при задании возмущений только на
давление и компоненты вектора скорости.

Если считать течение изотермическим, то
уравнение (1) упрощается и сводится к классиче-
скому уравнению Орра–Зоммерфельда.

При решении уравнения (1) обычно применя-
ют временной подход, исследуя растущие возмуще-
ния с течением времени, т.е. задавая действитель-
ные значения k и считая фазовую скорость ком-
плексной: c = cr + ici с неизвестными значения-
ми cr (вещественная часть), ci (мнимая часть).

Таким образом, для решения задачи об устой-
чивости течения жидкости необходимо найти все
собственные значения c, которым соответствуют

нетривиальные собственные функции ϕ(y). Тогда
критерием неустойчивости, очевидно, будет усло-
вие ci > 0: если существует хотя бы одно собствен-
ное значение c положительной мнимой частью,
то течение является неустойчивым при заданных
числе Рейнольдса и волновом числе. Если же все
собственные значения имеют неположительную
мнимую часть, то течение устойчивое при задан-
ных параметрах. Этот факт объясняется тем, что
при существовании хотя бы одного собственного
значения, мнимая часть которого отрицательна,
возмущения в виде бегущей волны примут вид:

u(y) = ϕ(y)eik(x−ct) = ϕ(y)eik(x−crt−icit) =

= ϕ(y)ekcit−ik(x−crt) =

= ϕ(y)ekcit(cos(k(x− crt))− i sin(k(x− crt))).

Отметим, что возмущения будут увеличивать-
ся за счет быстрого роста множителя eik(x−ct).

Заметим, что, если основной поток u0(y) яв-
ляется четной функцией u0(y) = ay2 + c, то ре-
шения ϕ(y) уравнения Орра–Зоммерфельда обла-
дают свойством четности или нечетности. В слу-
чае, когда скорость основного потока u0(y) являет-
ся нечетной функцией, вещественной на отрезке
y ∈ [−1; 1]: u0(y) = by, Im(b) = 0, то собственные
значения и функции также имеют определенную
симметрию. Так, если имеется собственное значе-
ние λ0 и соответствующая ему собственная функ-
ция ϕ0(y), то, используя комплексное сопряжение
для уравнения Орра–Зоммерфельда, убеждаемся,
что значение λ1 и функция ϕ1(y):

λ1 = −λ∗0 , ϕ1(y) = ϕ
∗
0(−y)

также являются собственными. Таким образом,
в случае нечетности основного потока u0(y) соб-
ственные значения обладают симметрией относи-
тельно мнимой оси.

Условие ci = 0 дает нейтральную кривую, на
которой возмущения не растут и не затухают. Ми-
нимальное значение числа Рейнольдса на ней-
тральной кривой называется критическим числом
Рейнольдса Recr.

Согласно теории [9] рассматривается устойчи-
вость течений жидкостей относительно возмуще-
ний поперечной скорости, так как они являются
самыми «опасными» для турбулизации течения.

3. Методы и подходы, используемые
для решения задачи
В настоящей работе применяется спектраль-

ный метод, использующий разложения по поли-
номам Чебышева первого рода. Решение зада-
чи (1), (2) будем искать с помощью следующего
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разложения:

ϕ =
N

∑
n=0

znTn(y), −1 6 y 6 1, (3)

где zn — коэффиициенты разложения собственных
функций по полиномам Чебышева, а Tn(y) явля-
ются полиномами Чебышева первого рода и мо-
гут быть определены с помощью рекуррентного
соотношения:

T0(y) = 1;
T1(y) = y;

...
Tn+1(y) = 2yTn(y)− Tn−1(y),

или в тригонометрической форме:

Tn(y) = cos (n · arccos(y)) (|y| 6 1).

Найденную аналитически функцию профиля
скорости течения в невозмущенном состоянии
представим следующим рядом:

U(y) =
N

∑
n=0

unTn(y) (−1 6 y 6 1), (4)

и найдем соответствующие коэффициенты разло-
жения un. Далее с помощью подстановки (3), (4)
в систему уравнений (1), приравниваем коэффи-
циенты при различных Tn и получаем уравнения
для zn:
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(5)

где z̄p = d|p|z|p|; ūp = d|p|u|p|; −N 6 p 6 N; d0 = 2;
dp = 1; p > 0; p ≡ n(mod2) означает, что p − n
кратно двум.

Также, применяя свойства полиномов Чебы-
шева на концах отрезка [−1; 1]:

Tn(±1) = (±1)n, T′n(±1) = (±1)nn2,

граничные условия (5) настоящей задачи при
y = −1 и y = 1 можно переписать:

N

∑
n = 0

n ≡ 0(mod2)

zn = 0,
N

∑
n = 0

n ≡ 0(mod2)

n2zn = 0, (6)

N

∑
n = 1

n ≡ 1(mod2)

nzn = 0,
N

∑
n = 1

n ≡ 1(mod2)

n2zn = 0. (7)

Стоит отметить, что для течений с симметрич-
ным профилем достаточно рассматривать только
четные zn, n = 0, 2, ..., N = 2M (условия (7) вы-
полняются автоматически) и размерность системы
уравнений (5) уменьшается в два раза.

Для того чтобы найти M + 1 неизвестных ко-
эффициентов z2m, m = 0, 1, ..., M = N/2 из M + 3
уравнений применяется τ-метод, заключающийся
в откидывании последних двух уравнений (m =
M− 1, M), тогда с граничными условиями (6) по-
лучаются M + 1 уравнение для M + 1 неизвест-
ных z2m, m = 0, 1, ..., M − 1. Таким образом из (5)
получаем:

Az = cBz,

где z — вектор с неизвестными компонентами; A,
B — матрицы размерности (M + 1)× (M + 1), ко-
торые можно записать следующим образом:

A =


1 1 1 ... 1
0 4 9 ... N2

0 0 a11 ... a1,M−1
...
0 0 aM−1,1 ... aM−1,M−1

 ,

B =


0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
0 0 b11 ... b1,M−1
...
0 0 bM−1,1 ... bM−1,M−1

 .

Первые две строчкиматриц A и B были получе-
ны с помощью граничных условий (6), а элементы
ai,j и bi,j — из уравнений (5). Матрица B является
особенной из-за нулевых первых строк и появляют-
ся дополнительные сложности с поиском ее обра-
щения. Поэтому алгебраическими преобразовани-
ями матриц: обнулив вне диагональные элементы
и нормируя диагональные элементы первых двух
строк матрицы A, и применяя это преобразование
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одновременно к матрице B, можем избежать появ-
ления дополнительных трудностей:

Ã =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 ã11 ... ã1,M−1
...
0 0 ãM−1,1 ... ãM−1,M−1

 ,

B̃ =


0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
0 0 b̃11 ... b̃1,M−1
...
0 0 b̃M−1,1 ... b̃M−1,M−1

 .

Тогда собственные значения(
Ã− cB̃

)
z̃ = 0, (8)

где A и B — невырожденные матрицы. Далее, ис-
пользуя алгоритм QZ к уравнениям (8), находим
искомые собственные значения. Для дальнейшего
поиска собственных функций из вычисленных z̃
обратными преобразованиями найдем z.

4. Результаты численного моделиро-
вания и их анализ

4.1. Линейная зависимость вязкости от тем-
пературы

Рассмотрим зависимость вязкости жидкости
от температуры:

µL(T) = 1− αLT,

где αL < 0, 5 — параметр изменения вязкости; T —
температура.

Спектральные картины собственных значений
течения жидкостей с линейной температурной за-
висимостью вязкости при фиксированных пара-
метрах числа Рейнольдса Re = 104 и волновом чис-
ле k = 1 представлены на рис. 1. Такие картины
принято называть «спектральным галстуком». Ана-
лиз полученных результатов показывает, что при
малых значениях параметра термовязкости спектр
сопостави́м спектру для изотермического течения
жидкости. Однако, при его увеличении количество
собственных значений и их плотность возраста-
ют, то есть существует большее количество точек,
при которых задача имеет нетривиальное реше-
ние. Также стоит отметить, что при заданных Re и
k для рассмотренных значений параметра термо-
вязкости течение всегда является неустойчивым.
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Рис. 1. Спектры собственных значений: а) αL = 0.1;
б) αL = 0.2; в) αL = 0.5
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Рис. 2. Спектры собственных значений при Re = 104,
k = 1: а) αL = 0.1; б) αL = 0.2; в) αL = 0.5

4.2. Экспоненциальная зависимость вязкости
от температуры

Рассмотрим течение жидкости с экспоненци-
альной температурной зависимостью вязкости:

µE(T) = exp(−αET),

где αE > 0 — параметр термовязкости.
Спектры собственных значений течения жид-

кости с экспоненциальной температурной зависи-
мостью вязкости для нескольких значений αE пред-
ставлены на рис. 2. По полученным результатам
можно сделать вывод о том, что при выполненных
предположениях спектр собственных значенийдля
малых параметров αE (рис. 2 (a), (б)) качествен-
но соответствует спектру собственных значений
изотермического течения жидкости. Собственные
значения стремятся к оси вещественных частей,
группируясь в вертикальную ветвь, а при прибли-
жении к нулевым мнимым частям — делятся на
отдельные ветви. С увеличением значений пара-
метра αE спектр имеет значительные изменения:
вертикальная ветвь начинает делиться на несколь-
ко отдельных ветвей (рис. 2 (в)). Стоит отметить,
что существует собственное значение с мнимой
частью большей нуля (рис. 2), а это соответствует
неустойчивости течения при фиксированных па-
раметрах волнового числа и числа Рейнольдса.

5. Заключение

Установлено, что учет зависимости вязкости
от температуры значительно влияет на выводы
относительно гидродинамической устойчивости,
что, безусловно, важно при анализе режимов тече-
ния в каналах теплообменников. При одних и тех
же значениях чисел Рейнольдса и волновых чисел,
описывающих устойчивые режимы течения, увели-
чение параметра термовязкости может привести к
возникновению неустойчивых режимов. Следует
отметить, что при этом происходит и качествен-
ное изменение структуры спектров собственных
значений. Спектральные характеристики течения
являются важной частью при анализе режимов те-
чения жидкостей.
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Influence of viscosity temperature dependence on the
spectral characteristics of the thermoviscous liquids flow

stability equation
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The flow of a viscous model fluid in a flat channel with a non-uniform temperature field is considered. The problem
of the stability of a thermoviscous fluid is solved on the basis of the derived generalized Orr-Sommerfeld equation
by the spectral decomposition method in Chebyshev polynomials. The effect of taking into account the linear and
exponential dependences of the fluid viscosity on temperature on the spectral characteristics of the hydrodynamic
stability equation for an incompressible fluid in a flat channel with given different wall temperatures is investigated.
Analytically obtained profiles of the flow rate of a thermovisible fluid. The spectral pictures of the eigenvalues
of the generalized Orr-Sommerfeld equation are constructed. It is shown that the structure of the spectra largely
depends on the properties of the liquid, which are determined by the viscosity functional dependence index. It has
been established that for small values of the thermoviscosity parameter the spectrum compares the spectrum for
isothermal fluid flow, however, as it increases, the number of eigenvalues and their density increase, that is, there
are more points at which the problem has a nontrivial solution. The stability of the flow of a thermoviscous fluid
depends on the presence of an eigenvalue with a positive imaginary part among the entire set of eigenvalues found
with fixed Reynolds number and wavenumber parameters. It is shown that with a fixed Reynolds number and a wave
number with an increase in the thermoviscosity parameter, the flow becomes unstable. The spectral characteristics
determine the structure of the eigenfunctions and the critical parameters of the flow of a thermally viscous fluid. The
eigenfunctions constructed in the subsequent works show the behavior of transverse-velocity perturbations, their
possible growth or decay over time.

Keywords: thermoviscous liquid, spectra of eigenvalues, hydrodynamics instability
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