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Вдавливание цилиндрической оболочки в
упругопластическое полупространство

Филиппов А.А.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, г. Уфа

В статье рассматривается задача вдавливания стальной цилиндрической оболочки в упругопластическое полу-
пространство, имеющее цилиндрическую вогнутость. Проведен расчет и анализ напряженно-деформированного
состояния стальной оболочки и упругопластического полупространства. Приведены графики зависимостей смятия
полупространства, коэффициента запаса и напряженного состояния в стальной оболочке от силы вдавливания
оболочки в полупространство. Расчеты проводились для трех радиусов вогнутостей и двух типов материалов
полупространства. Предполагалось, что упругопластическое полупространство подчиняется критерию разрушения
Мора–Кулона.
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1. Постановка задачи
Рассматривается задача вдавливания сталь-

ной цилиндрической оболочки в упругопластиче-
скиеполупространства, имеющиецилиндрические
вогнутости различной кривизны. Диаметр цилин-
дрической оболочки равен d = 1220 мм, толщина
стенки — h = 20 мм (рис. 1).

Задача рассматривалась в плоской постановке
(плоская деформация). Расчетная область состоит
из двух элементов: сечение цилиндрической обо-
лочки и сечение ограниченного фрагмента полу-
пространства, имеющего вид полудиска радиуса
5 м, на верхней грани которого располагается во-
гнутость постоянной кривизны. Рассматривались
полупространства с вогнутостями, радиус кривиз-
ны которых R1 = 1220 мм, R2 = 1600 мм и R3 = ∞.

Полупространство представляет собой одно-
родныйматериал, имеющий свойства тугопластич-
ной глиныили известняка. Этиматериалы относят-
ся к классу горных пород, подчиняющихся закону
разрушения Мора–Кулона. Материал оболочки —
сталь 13Г1С-У. Упругопластические свойства мате-
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риалов приведены в табл. 1.
Материал подчиняется закону разрушения

Мора–Кулона, если предельные касательные на-
пряжения линейным образом зависят от нормаль-
ных напряжений [1,2].

Критерий разрушения Мора–Кулона удобно
представить графически с помощью круговой диа-
граммы Мора. В этом случае напряженное состоя-
ние считается допустимым, если круги Мора рас-

Рис. 1. Расчетная область
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Таблица 1. Физико-механические свойства грунта и трубопровода

Глина тугопластичная Известняк Сталь 13Г1С-У
Плотность ρ, кг/м3 1880 2400 7450
Модуль упругости E, МПа 5.57 100 206 · 103

Коэффициент Пуассона υ 0.4 0.3 0.33
Предел текучести σ, МПа — — 215
Угол внутреннего трения φ 15.38 31 —
Удельное сцепление c, МПа 0.047 7.3 —

положены ниже прямой τ+ σ · tgφ = c, где τ и σ—
касательные и нормальные напряжения; φ— угол
внутреннего трения; c — удельное сцепление.

Аналитически этот критерий можно записать
с помощью функции F(σ), называемой функци-
ей текучести материала, в пространстве главных
напряжений [1]:

F(σ)=max


|σ1−σ2|

2
+
σ1+σ2

2
sinφ−c·cosφ

|σ2−σ3|
2

+
σ2+σ3

2
sinφ−c·cosφ

|σ1−σ3|
2

+
σ1+σ3

2
sinφ−c·cosφ

 (1)

Разрушение происходит в случае, когда значение
функции F(σ) больше или равно нулю.

Идеальная упругопластическая модель Мора–
Кулона наиболее точно описываетмеханику дефор-
мации горных пород, удовлетворяющих критерию
разрушения Мора–Кулона [3]. В этой модели вы-
ражение F(σ) = 0 задает поверхность текучести
материала, а область допустимых значений напря-
жений определяется условием F(σ) 6 0.

Согласно теории пластического течения при-
ращение пластической деформации пропорцио-

нально градиенту функции текучести ε̇ = λ̇
∂F
∂σ
.

При этом необходимо, чтобы выполнялось одно
из условий [2]:{

F (σ) < 0, λ̇ = 0,
F (σ) = 0, λ̇ > 0.

Первый вариант соответствует ситуации, ко-
гда напряжения не достигли предела текучести, в
этом случае приращение получает только упругая
компонента деформации. Второй вариант реали-
зуется, когда напряжения σ достигли предела теку-
чести, в результате происходит приращение пла-
стической деформации.

Основные уравнения механики упругопласти-
ческой деформации с ассоциированным законом

пластического течения можно записать в виде сле-
дующей системы [2]:

σ
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,
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ε̇(
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1,2) + ε̇(
1,2),

ε̇(
1,2) = λ̇(
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,

F(1,2) (σ) 6 0,
Ḟ(1,2) (σ) = 0,

(2)

где σ(1,2)
ij — тензор напряжений; f (1,2)

i — компонен-

ты вектора объемных сил; λ(1,2), µ(1,2) — коэффи-
циенты Лямэ; ε(1,2) — тензор полной деформации;
ε(1,2)—тензор упругой деформации; ε(1,2)—тензор
пластической деформации λ— множитель Лагран-
жа; F(1,2) (σ)— функция текучести.

Верхний индекс (1, 2) определяет компоненту
рассматриваемой области (полупространство или
оболочка соответственно). Функция текучести ма-
териала полупространства F(1) определяется по за-
кону пластического течения Мора–Кулона (1).

F(2)(σ) =

=

√
1
2
((σ1−σ2)2+(σ2−σ3)2+(σ1−σ3)2)−σт,

(3)

определяется как функция текучести Мизеса, где
σт — предел текучести материала. Закон пласти-
ческого течения с функцией текучести (3) доста-
точно точно описывает механику деформации
большинства конструкционных материалов, таких
как сталь.

2. Схема решения
Для оболочки, находящейся в положении на-

чального контакта с нижней точкой вогнутости по-
лупространства, задавались несколько вариантов
вертикальных смещений. В результате численного



2018. Т. 13. №3 49

Рис. 2. Максимальное смятие грунта в зоне контакта

решения определялись контактные силы, действу-
ющие на полупространство со стороны оболочки.

Условие отсутствия перемещений в точках по-
лупространства, лежащих на бесконечном удале-
нии от зоны контакта с цилиндрической оболоч-
кой, для рассматриваемой модели исследуемой об-
ласти соответствует отсутствию перемещений на
границе ∂Ω1:

u(1)|∂Ω1 = 0. (4)

Система уравнений (2) для верхнего индекса 1
и граничные условия (4) определяют математиче-
скую постановку задачи механики упругопласти-
ческой деформации полупространства по пласти-
ческому закону течения Мора–Кулона.

Система уравнений (2) для верхнего индекса 2
и граничные условия (5) определяют математиче-
скую постановку задачи механики упругопластиче-
ской деформации оболочки по условию текучести

Рис. 3. Диаграмма распределения коэффициента за-
паса прочности η (материал полупростран-
ства — глина, радиус вогнутости R = ∞)

Мизеса:
u(2)

1 |xP = 0,

u(2)
2 |xP = u0

2,
(5)

где u(2)
i |xP — компоненты перемещения точки P;

u0
2 — заданное вертикальное смещение.

3. Результаты
Полученырезультатычисленных расчетов кон-

тактной задачи вдавливания цилиндрической обо-
лочки в упругопластичное полупространство для
трех типов вогнутостей и двух типов материала
полупространства.

На рис. 2 приведены графики смятия полупро-
странства в зависимости от величины силы вдав-
ливания оболочки.

Сжимающие напряжения в полупространстве
достигают наибольших значений на некотором
углублении порядка размера зоны контакта. Что со-
гласуется с теоретическим решением задачи вдав-
ливания жесткого прямоугольного индентера в по-
лубесконечное упругое пространство [4].

Для оценки напряженно-деформированного
состояния полупространства был рассчитан от-
носительный коэффициент запаса прочности
η = −F(1)(σ)/(c · cos(φ)), где c — удельное сцепле-
ние, а φ — угол внутреннего трения. Область до-
пустимых напряженний определяется значениями
η > 0. Состоянию пластической текучести соответ-
ствует η = 0. На рис. 3 и 4 представлены диаграм-
мы распределения η в окрестности зоны контакта.
Красные зоны соответствуют наименьшему (наи-
более опасному) значению коэффициента запаса
прочности η.

На рис. 5 приведен график относительного ко-
эффициента запаса. Из графика видно, что толь-

Рис. 4. Диаграмма распределения коэффициента за-
паса прочностиη (материал полупростран-
ства — глина, радиус вогнутости R = 1600 мм)



50 Многофазные системы

Рис. 5. Относительный коэффициент запаса Рис. 6. Максимальные напряжения в трубопроводе

ко для глинистого полупространства напряженное
состояние приближается к пределу текучести. В
случае, когда вогнутость имеет радиус R = ∞, при
значении вдавливающей силы примерно равной
20 кН/м в окрестности контактной зоны проис-
ходит локальное пластическое течение материа-
ла полупространства. При дальнейшем увеличе-
нии вдавливающей силы напряжения переходят
в упругую зону.

На рис. 6 приведены графики зависимостей
максимальных эквивалентных напряжений в обо-
лочке от величины вдавливающей силы. Все точки
лежат на одной прямой, за исключением случая,
когда радиус вогнутости совпадает с радиусом обо-
лочки (R = 1220 мм), и за счет большей области
контакта напряжения в оболочке снижаются. Во
всех случаях напряжения остаются в упругой зоне.

4. Выводы
Силы вдавливания, не превышающие 60 кН/м,

могут привести к локальной пластической дефор-
мации глинистого полупространства в зоне кон-

такта (для радиуса вогнутости R = ∞). Во всех
остальных случаях деформации происходят в упру-
гой зоне, при этом коэффициент запаса прочности
для известнякового полупространства не снижает-
ся ниже 0.9.

При максимальной силе вдавливания эквива-
лентные напряжения в оболочке принимают зна-
чение меньше 20 МПа, что не превышает 10% от
предела текучести стали 13Г1С-У.
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Indentation of the cylindrical shell in the elastoplastic
half-space

Filippov A.A.

Mavlutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa

The article deals with the problem of pressing the steel cylindrical shell into the elastoplastic half-space having
a cylindrical concavity. The calculation and analysis of the stress-strain state of the steel shell and elastoplastic
half-space. Given the dependence of the shear half-space, the safety factor and stress state in steel shell from the
force pushing the shell in the half-space. The calculations were carried out for three radii of concavities and two types
of half-space materials. It was assumed that the elastoplastic half-space obeys the Mohr-Coulomb fracture criterion.

Keywords: elastoplastic deformation, Mohr–Coulomb failure criterion, associative plastic flow rule, contact problem
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