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Численное моделирование динамики пузырьков в
центральной области стримера1
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Разработаны математическая модель и методика расчета сильного расширения–сжатия кавитационных пузырь-
ков, находящихся в центральной области стримера, где пузырьки остаются практически неподвижными. По
существу данные модели и методики представляют собой эффективное сочетание созданных ранее авторами
моделей и методик для расчета динамики взаимодействующих слабонесферических пузырьков в стримере
и динамики одиночного осесимметричного пузырька. Первые применяются на стадиях расширения и низко-
скоростного сжатия, где гидродинамическое взаимодействие пузырьков существенно, вторые — в финальной
высокоскоростной стадии сжатия пузырьков, где оно несущественно. Приведен пример, иллюстрирующий особен-
ности применения разработанных модели и методики расчета в случае простейшего стримера из трех пузырьков.
Показано, что при сильном расширении–сжатии изначально сферического кавитационного пузырька наличие со-
седних пузырьков может существенно отклонять динамику пара в его полости от аналогичного случая одиночного
пузырька.
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1. Введение
Одной из привлекательных особенностей

динамики пузырьков в жидкости является воз-
можность достижения в них очень высоких
термодинамических параметров (давлений,
плотностей и температур). Экспериментально
установлено [1], что на режиме периодического
свечения одиночного пузырька внутри него
кратковременно может возникать плазма с темпе-
ратурой более 16000 K. О достижении еще более
высоких параметров в кавитационных пузырьках
сообщается в ряде публикаций Талиархана с
соавторами [2, 3]. Возможность реализации в
пузырьках очень высоких температур можно
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использовать, например, в сонохимии [4] для
интенсификации химических реакций.

Наиболее высокие параметры в пузырьке
достигаются тогда, когда его форма в ходе
коллапса остается близкой к сферической, а внут-
ри него в финальной стадии коллапса возникают
близкие к сферическим радиально-сходящиеся
ударные волны [5]. Схождение и фокусировка
таких волн и приводит к достижению очень
высоких значений температуры, плотности и
давления в небольшой центральной области
пузырька. Большие отклонения формы пузырька
или возникающей в нем ударной волны от сфери-
ческой могут значительно снизить достигаемые
в пузырьке максимумы термодинамических
параметров (большая несферичность пузырька
может даже привести к разрушению его целост-
ности при коллапсе). Считается [6], что наиболее
высоких степеней сжатия среды в пузырьке можно
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добиться в том случае, когда пузырек находится в
центральной области кластера. Это объясняется, в
частности, тем, что сжимающее пузырек давление
в центральной области кластера оказывается,
выше, чем на периферии.

С учетом вышеизложенного для оценки воз-
можности достижения в пузырьках высоких тер-
модинамических параметров важную роль играет
анализ уровня их деформаций и влияния этих де-
формаций на динамику содержимого кавитацион-
ныхпузырьков вфинале сжатия. Для оценки эволю-
ции малых деформаций одиночных пузырьков на
режиме их сильного сжатия можно воспользовать-
ся моделями работ [7,8], а для немалых деформа-
ций поверхности одиночных пузырьков и возника-
ющих в них ударных волн на режиме сильного сжа-
тия — моделями работ [9,10]. Представляется, что
возможности проведения подобных оценок для пу-
зырьков, находящихся в кластере, значительно бо-
лее ограничены. Модели динамики пузырьков, ко-
торыми можно было бы воспользоваться для таких
оценок в общем случае, когда кластер пузырьков
является трехмерным (пространственным), авто-
рам неизвестны. Вместе с тем приближенные оцен-
ки влияния соседних пузырьков в трехмерном кла-
стере можно получить, используя вместо кластера
стример, под которым понимается ряд пузырьков,
распложенных на одной прямой. Отметим, что об-
разование стримеров наблюдалось в эксперимен-
тах по акустическому сверхсжатию кавитационных
пузырьков в дейтерированном ацетоне [11]. В слу-
чае стримера проведение указанных оценок упро-
щается, поскольку трехмерная задача взаимодей-
ствия пузырьков в кластере общего вида при пере-
ходе к стримеру сводится к двумерной (осесиммет-
ричной). Для оценкималых деформаций кавитаци-
онных пузырьков в стримере при их однократном
сильном совместном расширении–сжатии можно
воспользоваться моделью работы [12]. Однако эта
модель не может дать ответ на вопрос о том, что
происходит в этом случае внутри пузырька в фи-
нале его сжатия. Еще более открытым остается во-
прос о динамике пузырька в случае его немалых
деформаций в конце коллапса.

В настоящей работе предлагаютсяматематиче-
ская модель и методика расчета динамики кавита-
ционных пузырьков, находящихся в центральной
области стримера, в том случае, когда деформа-
ции пузырьков в конце их сильного коллапса могут
быть и немалыми. Центральная область стримера
отличается от периферийной тем, что пузырьки в
ней остаются практически неподвижными. Пред-
лагаемые модель и методика по существу пред-
ставляют собой эффективное сочетание моделей

и методик расчета динамики взаимодействующих
пузырьков работы [13] и динамики одиночного
пузырька работы [9]. Эффективность такого соче-
тания обусловлена учетом особенностей задачи.
На стадии низкоскоростного расширения и сжа-
тия гидродинамическое взаимодействие пузырь-
ков существенно влияет на эволюцию их формы,
в то время как пузырьки остаются близкими к го-
мобарическим, а деформации их поверхности —
малыми. Это позволяет использовать здесь эконо-
мичную упрощенную модель динамики пузырька
работы [13]. В финальной высокоскоростной ста-
дии сжатия пузырьков важно учитывать сжимае-
мость жидкости, неоднородность пара в пузырь-
ках, испарение и конденсацию на межфазной по-
верхности, образование и фокусировку несфери-
ческих ударных волн в центральной области пу-
зырька, а взаимодействие пузырьков наоборот уже
несущественно. С учетом этого в финальной высо-
коскоростной стадии сжатия для пузырьков при-
меняется модель динамики одиночного осесим-
метричного пузырька [9]. Ее применение требу-
ет гораздо больших затрат компьютерного време-
ни, чем применение упрощенной модели, поэто-
му предлагается использовать ее лишь в финале
сжатия. Приведен пример применения разработан-
ных модели и методики для расчета динамики цен-
трального пузырька при его сильном расширении–
сжатии в простейшем стримере, состоящем из трех
пузырьков.

2. Постановка задачи и математиче-
ская модель
Рассматривается однократное сильное сов-

местное расширение–сжатие кавитационных (па-
ровых) пузырьков в стримере в результате умень-
шения и последующего увеличения давления жид-
кости по гармоническому закону. Стример состо-
ит из изначально одинаковых кавитационных пу-
зырьков, равноудаленных от соседних, с центра-
ми, расположенными на одной прямой. Основное
внимание направлено на пузырьки, расположен-
ные в центральной области стримера. При доста-
точно большом количестве пузырьков пузырьки в
центральной области стримера являются практи-
чески неподвижными. Неподвижным остается и
центральный пузырек стримера из относительно
небольшого нечетного количества пузырьков. Это
объясняется тем, что воздействие ближайших сосе-
дей, расположенных по разные стороны, является
одинаковым по величине, но противоположным
по направлению.

Рассматриваемый стример является простей-
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Рис. 1. Стример из 3-х одинаковых пузырьков (i — но-
мера пузырьков, d — расстояние между цен-
трами пузырьков, Ri — их радиус)

шей моделью, позволяющей оценить закономер-
ности динамики пузырьков в центральной области
кластеров, в частности, наблюдаемых в экспери-
ментах по акустической кавитации дейтерирован-
ного ацетона [2,3,11].

Минимальное число пузырьков в стримере
равно трем (рис. 1). В таком стримере группа
центральных неподвижных пузырьков состоит
лишь из одного пузырька. Два других (периферий-
ных) пузырька являются подвижными. Они сме-
щаются относительно центрального со скоростью,
одинаковой по модулю, но противоположной по
направлению.

3. Основные положения математиче-
ской модели и методики расчета
На наиболее продолжительной низкоскорост-

ной стадии, включающей совместное расширение
пузырьков и большую часть их сжатия, где суще-
ственно гидродинамическое взаимодействие пу-
зырьков (рис. 2, промежуток времени до отмечен-
ного точкой момента), используется обобщение
модели совместной динамики двух пузырьков [13]

на случай их произвольного количества с центрами
на одной прямой. Искажения сферичности пузырь-
ков в этой модели считаются малыми, так что урав-
нение поверхности пузырьков F(ri, θi, t) = Fi = 0
(1 6 i 6 K, K — число пузырьков в стримере) пред-
ставляется в виде:

Fi = ri − Ri(t)−
N

∑
n=2

ani(t)Pn(cos θi) = 0, (1)

где ri, θi — радиальная и широтная координаты
сферической системы отсчета с началом в центре
i-го пузырька; Ri — радиус i-го пузырька; ani — ам-
плитуда отклонения формы i-го пузырька от сфе-
рической в виде осесимметричной сферической
гармоники с номером n; Pn — полином Лежандра
степени n;N—максимум срединомеров гармоник,
определяющих форму пузырьков. Несферичность
пузырьковмала, так что |εni| � 1, где εni = ani/Ri —
безразмерная амплитуда отклонения.

Эффекты теплопроводности и испаре-
ния/конденсации учитываются упрощенно:
давление внутри пузырьков полагается постоян-
ным и равным давлению насыщенных паров при
температуре окружающей жидкости. Влияние
сжимаемости жидкости, неоднородности давления
в паре, завихренности жидкости, плотности пара
на деформацию пузырьков не учитывается в силу
малости. В рамках данных допущений динамика
взаимодействующих пузырьков описывается
следующей системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно радиусов
пузырьков Ri, координат их центров zi и амплитуд
отклонений их формы от сферической ani в виде
сферических гармоник:
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Ḃ0ja2i + 3B0j ȧ2i + 4B0jṘiε2i
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10sijd2
ij

−
N

∑
m=2

3Θ̄1,2
m1n

(
B0jami

)′
2sij (n + 1) d2

ij
−

Θ2,m+1
m1n B0j

(
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Здесь точка сверху и штрих означают производ-
ную по времени; p∞ — давление жидкости на
большом удалении от пузырьков; pi — давление
внутри i-го пузырька; σ — коэффициент поверх-
ностного натяжения; ρ0 — плотность жидкости;
dij = |zi − zj| — расстояние между центрами i-го
и j-го пузырьков; B0i = −R2

i Ṙi; sij = (zi − zj)/dij,
Θn,k
γ1ς = nkαγ1ς + βγ1ς; Θ̄n,k

γ1ς = nkαγ1ς − βγ1ς;
βγ1ς = [γ(γ+ 1) + 2− ς(ς+ 1)]αγ1ς/2; δnm — символ
Кронекера;
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2
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ψ0i, ψ1i, ψni, ∆i — поправки, учитывающие влия-
ние вязкости и сжимаемости жидкости. Эффекты
вязкости жидкости учитываются в предположении
потенциальности ее движения [14].Тогда поправки
ψ0i, ψ1i, ψni определяются следующим образом:
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)]
,

где ν = µ/ρ0, µ — коэффициент динамической
вязкости жидкости. Эффект сжимаемости жидко-
сти предполагается малым, а потому описывается
без учета деформаций и взаимодействия пузырь-
ков [15]. При таком предположении поправка на
сжимаемость∆i определяется следующимобразом:

∆i =
Ṙi
c0

(
RiR̈i +

Ṙ2
i

2
+

ż2
i

4
+

pi − p∞

ρ0

)
+

+
Ri
c0

(
żi z̈i
2

+
ṗi − ṗ∞

ρ0
− 4νR̈i

Ri

)
,

(5)

где c0 —невозмущенная скорость звука в жидкости.
Система уравнений (2)–(4) решается численно

высокоточным методом Дормана–Принса [16].
В финальной стадии сжатия (рис. 2, промежу-

ток времени после отмеченного точкой момента)
за счет сильного уменьшения размеров пузырь-
ков взаимодействие между ними становится несу-
щественным, распределение параметров пара в
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Рис. 2. Типичное изменение радиуса центрального
пузырька при его расширении–сжатии. Верти-
кальной линией указана граница между рас-
ширением и сжатием, а точкой — момент,
после которого влияние соседних пузырьков
несущественно

пузырьках — все более неоднородным, внутри пу-
зырьков могут зарождаться радиально сходящие-
ся ударные волны. На процесс сжатия оказывают
влияние и такие эффекты, как нестационарная теп-
лопроводность пара и жидкости, неравновесные
испарение и конденсация на межфазной поверхно-
сти. Кроме того, необходимо принимать во внима-
ние немалость деформаций поверхности пузырька,
несферичность динамики пара в пузырьке, в том
числе и возникающих в нем ударных волн. С уче-
том этого в финальной высокоскоростной стадии
сжатия для пузырьков применяется модель дина-
мики одиночного осесимметричного пузырька [9].
Она является обобщением одномерной модели ра-
боты [6] и представляет собой следующую систему
уравнений газовой динамики:

dρ
dt

+ ρ∇ · u = 0,

ρ
du
dt

+∇p = 0,

ρ
dE
dt

+∇ · (pu− κ∇T) = 0,

(6)

замыкаемых широкодиапазонными уравнениями
состояния жидкости и пара вида p = p(ρ, T), e =
e(ρ, T) в форме Ми–Грюнайзена [6]. Здесь ρ— плот-
ность; u — скорость частицы среды; p — давление;
E = e+ u2/2—удельная полная энергия; e—удель-
ная внутренняя энергия; T — температура; κ— ко-
эффициент теплопроводности.

Граничные условия на поверхности пузырька

имеют вид:

ρ
+(D− u+) · n = ρ

−(D− u−) · n = j,

p+ = p− , T+ = T−,(
κ

∂T
∂r

)+

−
(
κ

∂T
∂r

)−
= jl,

(7)

где D = D · n — скорость смещения элемента по-
верхности пузырька; n — внешняя единичная нор-
маль; l — теплота парообразования; j — интенсив-
ность фазовых превращений (испарения или кон-
денсации), отнесенная к единице времени и еди-
нице поверхности. Верхний знак «+» означает от-
ношение к стороне жидкости, «−» — к стороне газа.
Интенсивность фазовых преобразований j опреде-
ляется по формуле Герца–Кнудсена–Ленгмюра [6].
Зависимости κ(T), l(T) представляют собой ап-
проксимации экспериментальных данных.

На большом удалении от пузырька имеем
p = p∞, T = T∞.

Уравнения (6)–(7) записываются в подвижных
координатах относительно сферической или ци-
линдрической неподвижных систем отсчета. При
этом сферическая система отсчета используется
при малой и умеренной несферичности динамики
пара в пузырьке, а при большой несферичности
(определяется по уровню несферичности ударной
волны) осуществляется переход к цилиндрической
системе отсчета. При использовании сферической
системы отсчета применяются радиально расходя-
щиеся сетки. Вмомент перехода к цилиндрической
системе в центральной части пузырька эти сетки
меняются на близкие к декартовым. Решение на-
ходится с помощью эффективной модификации
метода С.К. Годунова, имеющей второй порядок
точности [9].

4. Иллюстрация применения
Покажем применение предлагаемой методи-

ки на примере динамики центрального пузырька
в простейшем случае стримера, когда он состоит
из трех одинаковых пузырьков (рис. 1). Посколь-
ку центральный пузырек в таком стримере лишь
один, соответствующий индекс «2» далее опуска-
ется (R2, εn,2 и т.д. заменяется на R, εn и т.д.). Кро-
ме того, в силу равенства расстояний между со-
седними пузырьками (d12 = d23) вместо d12, d23
используется d.

4.1. Входные данные
Жидкость — ацетон при температуре

T∞ = 273 К. В начальный момент времени
t = 0 все три пузырька стримера одинаковые
сферические, с радиусом 5 мкм, заполнены паром
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ацетона, находящимся в состоянии насыщения с
давлением pi = 0.09 бар. Давление жидкости p∞
меняется по гармоническому закону

p∞ = p0 − pa cosωt,

с амплитудой pa = 15 бар и частотой
ω = 2π× 19.3 кГц относительно статического
давления p0 = 1 бар. Сначала следует фаза пони-
жения давления, а затем фаза его повышения, в
результате чего пузырьки первоначально расши-
ряются, а затем сжимаются. Начальное расстояние
между центральным и соседними пузырьками
равно семи радиусам центрального пузырька
в момент его максимального расширения (что
соответствует d(0) ≈ 3 мм).

4.2. Влияние взаимодействия пузырьков при
их коллапсе

Первымшагомприприменениипредлагаемой
методики является определение момента времени
tcr на стадии коллапса центрального пузырька (т.е.
tcr > tmax, где tmax — момент максимального рас-
ширения центрального пузырька, отмеченный на
рис. 2 вертикальной линией), после которого вли-
яние взаимодействия пузырьков несущественно.
Для этого применяется модель взаимодействую-
щих пузырьков (1)–(5). При этом сначала рассчиты-
вается расширение–сжатие пузырьков в стримере
до завершения сжатия одного из пузырьков. Далее
проводится серия аналогичных расчетов по этой
жемодели, но с отключением взаимодействиямеж-
ду пузырьками в некоторый момент t∗ стадии их
сжатия (т.е. t∗ > tmax). Момент отключения вза-
имодействия t∗ последовательно удаляется от на-
чала стадии сжатия (т.е. от момента tmax) до тех
пор, пока динамика центрального пузырька при
включенном и выключенном взаимодействиях пу-
зырьков не окажется близкой, что оценивается со-
поставлением временных зависимостей радиуса
центрального пузырька R(t) и амплитуд отклоне-
ний его формы от сферической an(t).

На рис. 3 показано влияние момента отклю-
чения взаимодействия пузырьков на временные
зависимости радиуса центрального пузырька и ам-
плитуды отклонения его формы от сферической
в виде второй поверхностной гармоники (ампли-
туды других отклонений в рамках модели (1)–(5)
отсутствуют) в ходе коллапса. Видно, что при от-
ключении в момент t∗ = t3 взаимодействие между
пузырьками несущественно. Это означает, что мо-
мент t3 можно принять в качестве момента tcr.

4.3. Уточнение радиальной составляющей
динамики среды в центральном пузырь-
ке в начальной стадии его коллапса

Следующимшагомприиспользованиипредла-
гаемой методики является уточнение радиальной
составляющей движения содержимого централь-
ного пузырька в начальной стадии его коллапса
(при tmax < t < tcr), где взаимодействие между
пузырьками существенно. Необходимость уточне-
ния обусловлена тем, что из-за малости влияния на
изучаемый процесс при tmax < t < tcr динамика
содержимого центрального пузырька в модели вза-
имодействующих пузырьков описывается весьма
приближенно (принимается, что пар в пузырьке
находится в состоянии насыщения с постоянным
давлением pi). Однако, при t > tcr динамика пара
в пузырьке становится значимой, так что для адек-
ватного описания необходимо уточнение в конце
начального интервала tmax < t < tcr. В частности,
на интервале tmax < t < tcr требуется коррект-
но описать изменение массы пара внутри пузырь-
ка, рост неоднородности распределения термоди-
намических параметров в полости пузырька. Для
этого используется одномерная (сферически сим-
метричная) версия модели динамики одиночно-
го пузырька (6)–(7). С ее применением на отрезке
tmax < t < tcr проводится расчет динамики цен-
трального пузырька (начальные данные определя-
ются результатами численного решения по модели
взаимодействующих пузырьков в момент t ≈ tmax).
Это позволяет уточнить сферическую составляю-
щую динамики пара в центральном пузырьке в
начале финальной стадии коллапса пузырька (в
момент t ≈ tcr), где влияние взаимодействия меж-
ду пузырьками несущественно. Вместе с тем, при
одних и тех же входных данных, динамика оди-
ночного пузырька на отрезке tmax < t < tcr может
отличаться от динамики центрального пузырька в
стримере, где пузырьки взаимодействуют. Так, на
рис. 3 видно, что зависимости R(t), рассчитанные
с учетом и без учета взаимодействия пузырьков
с момента t1 до конца коллапса, довольно сильно
расходятся. В настоящей работе за критерий близо-
сти динамики одиночного пузырька и центрально-
го пузырька в стримере принимается близость их
радиальных зависимостей R(t). Удовлетворить это-
му условию можно по-разному, например, слегка
изменив условия коллапса одиночного пузырька
(температуру жидкости, ее давление, начальный
радиус пузырька). В настоящей работе с этой целью
варьируется давление жидкости p∗∞ на внешней
границе расчетной области, причем при коллапсе
(при t > tmax) оно считается постоянным. Значение
p∗∞ подбирается путем проведения серии расчетов
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Рис. 3. Изменение радиуса центрального пузырька (a) и деформаций его поверхности в виде второй поверхностной
гармоники (б) в ходе коллапса этого пузырька с учетом взаимодействия с соседними пузырьками (сплошные
кривые) и без его учета (пунктирные кривые), начиная с моментов времени и t1 − t3, указанных точками

по модели одиночного пузырька до тех пор, пока
временная зависимость радиуса центрального пу-
зырька R(t) на отрезке tmax < t < tcr не окажется
достаточно близкой к аналогичной зависимости
радиуса центрального пузырька по модели взаи-
модействующих пузырьков.

На рис. 4 продемонстрировано, что времен-
ные зависимости радиуса центрального пузырька
в ходе его коллапса до момента tcr, рассчитанные
по модели взаимодействующих пузырьков (1)–(5)
и по одномерному (сферически симметричному)
варианту модели динамики одиночного пузырь-

Рис. 4. Изменение радиуса центрального пузырька
в ходе его коллапса до момента tcr по мо-
дели взаимодействующих пузырьков (1)–(5)
(сплошная красная кривая) и по одномерной
версии модели одиночного пузырька (6)–(7)
при p∗∞ = 12.9 бар (штриховая черная кривая)

ка (6)–(7) при p∗∞ = 12.9 бар, являются достаточ-
но близкими. Это означает, что для уточнения ра-
диальной составляющей динамики центрального
пузырька на отрезке tmax < t < tcr, где взаимо-
действие пузырьков существенно, можно исполь-
зовать результаты расчетов динамики пузырька по
одномерному (сферически симметричному) вари-
анту модели динамики одиночного пузырька при
давлении жидкости p∞ = p∗∞ = 12.9 бар.

4.4. Квазиодномерная аппроксимация на-
чальной стадии коллапса пузырька

Завершающим шагом при использовании
предлагаемой методики является переход к моде-
ли динамики одиночного осесимметричного пу-
зырька (6)–(7) в момент t = tcr. Входные данные
для этой модели (двумерные поля давления, плот-
ности, температуры как в жидкости, так и в паре,
форма межфазной поверхности и другие необхо-
димые характеристики) определяются по результа-
там расчетов сферической составляющей по одно-
мерному варианту этой модели и несферической
составляющей по модели взаимодействующих пу-
зырьков. Фактически здесь происходит переход
от квазиодномерного моделирования к полностью
двумерному.

Возможность такого перехода иллюстрируют
рис. 5 и 6, на которых сопоставляются результа-
ты расчетов коллапса одиночного пузырька, полу-
ченные с применением квазиодномерной модели
до момента tcr с последующим переходом на дву-
мерную модель, с результатами расчетов этой же
задачи с использованием двумерной модели с са-
мого начала коллапса. Как и в разделе 3.1, началь-
ные условия (параметры сферической и несфери-
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Рис. 5. Изменение радиуса пузырька (a) и деформаций его поверхности в виде второй поверхностной гармоники (б)
в ходе коллапса одиночного пузырька при его расчете с применением двумерной модели (сплошные зеленые
кривые) и с использованием квазиодномерной модели при t 6 tcr и двумерной при t > tcr (штриховые
черные кривые). Момент t′ соответствует данным рис. 6

a) б)

Рис. 6. Поля давления и температуры в пузырьке и окружающей жидкости в момент времени t′ (указан на рис. 5),
t′ > tcr , финальной стадии коллапса пузырька при его расчете с применением двумерной модели (a) и с
использованием квазиодномерной модели при t 6 tcr и двумерной при t > tcr (б). Жирная черная линия —
поверхность пузырька

ческой составляющих) соответствуют результатам
расчетов стадии расширения пузырьков по модели
с учетом их взаимодействия. Аналогично разделу
3.2 при квазиодномерном моделировании коллап-
са сферическая составляющая рассчитывается по
одномерному варианту модели динамики одиноч-
ного пузырька, несферическая — по модели вза-
имодействующих пузырьков, но без учета их вза-
имодействия, а давление жидкости при коллапсе
полагается постоянным и равным p∗∞ = 12.9 бар.
Рис. 5 и 6 показывают, что погрешности использу-
емого в методике перехода от квазиодномерного

моделирования к двумерному вполне приемлемы.

4.5. Динамика центрального пузырька при
однократном сильном расширении–
сжатии в стримере из трех пузырьков

Рис. 7 и 8 иллюстрируют ряд важных особенно-
стей динамики центрального пузырька при его од-
нократном сильном расширении–сжатии в стриме-
ре из трех пузырьков в принятых условиях. На боль-
шей части расширения и сжатия форма пузырька
определяется второй поверхностной гармоникой.
На рис. 7 видно, что в ходе расширения относитель-
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Рис. 7. Изменение амплитуд деформаций центрального пузырька: (а) в виде второй поверхностной гармоники при
его расширении–сжатии, (б) в виде второй (красная кривая), четвертой (синяя кривая) и восьмой (зеленая
кривая) гармоник в финальной стадии сжатия. Вертикальной линией указана граница между расширением
пузырька и его сжатием, а точкой — момент, после которого влияние соседних пузырьков несущественно

Рис. 8. Изменение полей давления (слева) и температуры (справа) в центральном пузырьке и окружающей жидкости
в пять последовательных моментов времени tk , k = 1− 5 финальной стадии сжатия. Жирная черная линия —
поверхность пузырька. Числовые значения границ между цветами определяются по формуле fi = fm + ( fM −
fm) i/16, где i = 1, 2, . . . , 15, f ≡ p , T, а максимальные и минимальные значения p и T приведены в табл. 1
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Таблица 1

k tk, мкс pm, бар pM, бар Tm, К TM, К
1 31.282 0.08 36.7 273 362
2 31.629 2.9 140.5 273 444
3 31.760 5.8 2477 273 1382
4 31.765 6 3843 273 1938
5 31.770 6.8 6084 273 2257

ная амплитуда деформаций центрального пузырь-
ка |ε2| в виде второй поверхностной гармоники
(деформации по другим гармоника в рамках при-
нятой модели малы) монотонно возрастает, что
обусловлено влиянием соседних пузырьков. При
этом изначально сферический пузырек становится
все более сплюснутым вдоль оси симметрии z.

В ходе сжатия (рис. 7(а),(б)) величина |ε2| снача-
ла уменьшается до нуля, затем возрастает до неко-
торого максимума, после чего вновь падает до ну-
ля и вновь возрастает. Другими словами, пузырек
при сжатии из сплюснутого превращается в сфе-
рический, затем в вытянутый вдоль оси z, после
чего вновь преобразуется в сферический, а далее —
вновь в сплюснутый.

В конце финальной стадии сжатия в силу нема-
лости деформаций поверхности пузырька в его
форму вносит вклад не только вторая, но и другие
гармоники. На рис. 7(б) представлено изменение
амплитуд трех наибольших по величине поверх-
ностных гармоник в финале сжатия: |ε2|, |ε4| и |ε8|.
Видно, что при t > 31.7 мкс амплитуда |ε4| пример-
но в 3 раза меньше, чем |ε2|, а |ε8| в 10 раз меньше,
чем |ε2|.

На рис. 8 видно, что в момент 1 финальной
стадии сжатия поверхность пузырька, поля дав-
ления и температуры в пузырьке и окружающей
жидкости близки к сферическим. Затем их несфе-
ричность довольно быстро и сильно нарастает. При
этом нарастает и неоднородность как по угловой
координате, так и в радиальном направлении. К
моменту 3 пузырек становится сплюснутым, что
соответствует росту амплитуды деформаций пу-
зырька по второй гармонике. Дальнейшее увели-
чение сплюснутости приводит к образованию вмя-
тин (моменты 4–5). Форма этих вмятин опреде-
ляется в большей степени гармоникой с номером
n = 4 и в меньшей степени гармониками с n = 6, 8.
В полости пузырька к моменту 4 сформировалась
сильно несферическая сходящаяся к центру удар-
ная волна с неоднородным распределением дав-
ления и температуры по ее фронту. Последующая
фокусировка волны оказывается весьма далекой
от сферической. В частности, начинающееся в мо-

мент 5 смыкание полости перед фронтом ударной
волны реализуется в виде столкновения двух близ-
ких к плоским ударных волн. Эти волны распро-
страняются навстречу друг к другу вдоль прямой,
проходящей через центры пузырьков. Очевидно,
что достигаемые при такой фокусировке макси-
мальные степени сжатия будут намного ниже, чем
при чисто сферической фокусировке.

Таким образом, показано, что при сильном
расширении–сжатии изначально сферического ка-
витационного пузырька при наличии соседних пу-
зырьков динамика пара в его полости может су-
щественно отклоняться от того, что реализуется
внутри аналогичного одиночного пузырька.

5. Заключение
Разработаны математическая модель и мето-

дика расчета сильного расширения–сжатия кавита-
ционных пузырьков, находящихся в центральной
области стримера, где пузырьки остаются практи-
чески неподвижными. По существу данные моде-
ли и методики представляют собой эффективное
сочетание созданных ранее авторами для расчета
динамики взаимодействующих слабонесфериче-
ских пузырьков в стримере и динамики одиноч-
ного осесимметричного пузырька. Эффективность
такого сочетания обусловлена учетом особенно-
стей задачи. На стадии низкоскоростного расшире-
ния и сжатия гидродинамическое взаимодействие
пузырьков существенно влияет на эволюцию их
формы, в то время, как пузырьки остаются близ-
кими к гомобарическим, а деформации их поверх-
ности — малыми. Здесь применяется экономич-
ная упрощенная модель динамики слабонесфери-
ческих пузырьков. В финальной высокоскоростной
стадии сжатия пузырьков их взаимодействие несу-
щественно. Вместе с тем здесь нужно учитывать
сжимаемость жидкости, неоднородность пара в пу-
зырьках, испарение–конденсацию на межфазной
поверхности, образование и фокусировку несфе-
рических ударных волн в центральной области пу-
зырька. С учетом этого в финальной высокоско-
ростной стадии сжатия применяется модель дина-
мики одиночного осесимметричного пузырька.

Приведен пример, иллюстрирующий особен-
ности применения разработанных модели и мето-
дики для расчета динамики центрального пузырь-
ка при его сильном расширении–сжатии в простей-
шем стримере, состоящем из трех пузырьков. По-
казано, что при сильном расширении–сжатии из-
начально сферического кавитационного пузырька
наличие соседних пузырьков может существенно
отклонять динамику пара в его полости от анало-
гичного одиночного пузырька.
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Numerical simulation of bubble dynamics in central
region of streamer

Aganin A.A., Davletshin A.I., Khalitova T.F.

Institute of Mechanics and Engineering, Kazan Scientific Center of the RAS, Kazan

A mathematical model and a numerical technique for studying strong expansion and collapse of cavitation bubbles
located in the central region of a streamer where the bubbles are almost motionless are developed. They are
essentially efficient combinations of the models and techniques previously created by the authors for calculating
the dynamics of interacting weakly-non-spherical bubbles in a streamer and the dynamics of a single axisymmetric
bubble. The first model and technique are applied at the low-speed stage of expansion and compression of bubbles
where their hydrodynamic interaction is significant. The second ones are used at the final high-speed stage of
their collapse where the interaction is inessential. The simplest case of the streamer comprising three bubbles is
considered as an example to illustrate the features of the developed model and numerical technique. It is shown
that under the strong expansion and collapse of an initially spherical cavitation bubble, the presence of neighboring
bubbles can substantially deflect the bubble cavity vapor dynamics from what is realized inside a similar but single
bubble.

Keywords: cavitation bubble, hydrodynamic interaction of bubbles, shock waves, deformation of bubbles
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