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Изучение течения жидкости через деформируемый
пьезоэлементом канал1
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В работе изучается течение жидкости через трубку, деформируемую пьезоэлементом по гармоническому закону.
Сравниваются линейные деформации для граничных условий Дирихле и Неймана на поверхности контакта
трубки и пьезоэлемента. Исследуется течение жидкости через деформированный канал для двух режимов
течения: в трубке с одним закрытым концом за счет деформации трубки; для трубки с двумя открытыми концами
за счет деформации трубки и приложенного к каналу перепада давления. Рассчитывается расход жидкости в
зависимости от частоты деформаций, перепада давления и физических параметров жидкости.
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1. Введение
В последнее время интенсивно развивается но-

вое направление в гидродинамике — микрогидро-
динамика, описывающая поведение сверхмалых
объёмов и потоков жидкостей в каналах, разме-
ры которых не превышают сотни микрон. В каче-
стве областей применения чаще всего рассматри-
ваются молекулярная биология, in vitro системы
диагностики, лаборатории-на-чипе (англ. lab-on-
the-chip), устройства регулирования микропото-
ков, капельные системы. Применяемые при рас-
четах методики получены эмпирическим путем и
достаточно грубы — в таких системах, в первую
очередь, принято учитывать возросшее влияние
свойств поверхности канала, требования к кото-
рым зависят от способа и области применениямик-
рофлюидной техники. Кроме того, в данных мето-
диках гипотетически предполагаются малая ше-
роховатость и однородность микроканала на всем
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протяжении, что гарантирует ламинарный харак-
тер течения жидкости, а, например, для интенсив-
ного перемешивания растворов необходимо обес-
печить турбулентное течение, т.е. внутренняя по-
верхность должна быть более «грубой».

В известных системах [1, 2] в основном рас-
сматривается формирование потоков или капель
в микроканалах с использованием шприцевых до-
заторов с электроприводом, диффузных систем и
других механизмов, имеющих нелинейную выход-
ную характеристику, поэтому актуальным видится
разработка теоретического обоснования возмож-
ности создания приводов, использующих прямые
преобразователи рода энергии, например, пьезо-
приводы. Пьезопривод имеет линейную механи-
ческую характеристику, что позволяет получить
необходимый вид микроперемещения (линейное
или вращательное) без дополнительных устройств.
Диапазон этих перемещений, от десяткамкм до до-
лей нм, сравним с требуемыми объемами переме-
щаемой жидкости за цикл (пкл). Усилий, развивае-
мых пьезоприводом, достаточно для деформации
толстостенных каналов, выполненных из упругих
материалов.

Компьютерное моделирование течения жид-
кости в микроканалах, индуцированное внешним
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воздействием (например, перепадом давления, по-
ступательным движением границы или деформа-
цией канала), в последнее время активно развива-
ется. Например, автораминастоящей работы ранее
были разработаны компьютерные модели, кото-
рые могут быть использованы в качестве элемента
вычислительного стенда для одного элемента тех-
нического устройства (поршень и гидродинамиче-
ское сопротивление). Модель поршня для осцил-
лирующего перепада давления была построена в
работе [3] методами факторного вычислительно-
го эксперимента второго порядка с учетом пяти
параметров (амплитуда и частота перепада давле-
ния, трение поршня, жесткость пружины, отноше-
ние силы трения покоя и трения скольжения). В ра-
боте [4] построена модель стационарного течения
жидкости через цилиндрическое гидросопротивле-
ние с учетом перепада давления и радиуса проход-
ного отверстия гидросопротивления, но без учета
зависимости жидкости от температуры. В [5] пред-
ставлено расширение данноймодели для описания
работы элемента во всей рабочей области темпера-
тур. В работе [6] изучалось течение жидкости через
систему трех элементов. Во всех этих исследовани-
ях геометрия канала была фиксированной.

В статье [7] изучалось течениежидкости в плос-
ком канале с гидросопротивлением для двух слу-
чаев динамического изменения геометрии канала:
поперечное сжатие проходного отверстия гидросо-
противления (течение вызывается приложенным
к слою перепадом давления) и продольное движе-
ние гидросопротивления вдоль канала (течение
вызывается этим движением). Получено, что дина-
мическое изменение геометрии канала позволяет
регулировать расход жидкости.

В настоящей работе исследуется трехмерная
компьютерная модель различных режимов тече-
ния жидкости через канал, деформируемый пье-
зоэлементом. Рассматривается влияние двух ви-
дов деформаций трубки на форму ее внутренней
поверхности, определяющей, в свою очередь, гео-
метрию канала, по которому течет жидкость. А,
именно, деформаций, описываемых граничными
условиямиДирихле иНеймана на поверхности кон-
такта трубки и пьезоэлемента. Изучаются два ре-
жима течения жидкости в микроканале:

• один конец канала закрыт и течение происхо-
дит за счет деформации трубки. Данный ре-
жим позволяет провести тестирование ком-
пьютерной модели;

• оба конца канала открыты и течение происхо-
дит как за счет деформации трубки, так и за
счет приложенного к слою перепада давления.

Целью работы является разработка трехмер-
ной компьютерной модели течения жидкости в
канале с гидросопротивлением, где форма гид-
росопротивления изменяется по периодическо-
му закону и определяется деформациями трубки
пьезоэлементом.

Данная компьютерная модель, описывающая
поведениежидкости вмикроканалах прииспользо-
вании пьезоэлектрических приводов, является пер-
вымшагом в разработке теоретического базиса для
создания микроприводов и исполнительных мик-
ромеханизмов. Микроустройства, базирующиеся
на микрофлюидике, и обладающие хорошими рас-
четными характеристиками, будут востребованы
при проектировании новых перспективных кон-
струкций микророботов и исполнительных микро-
устройств.

2. Основные уравнения
Рассматривается трехмерное течение жидко-

сти через трубку с внутренним R1 и внешним R2
радиусами и длиной L, центральная часть кото-
рой расположена внутри пьезоэлемента длины `.
На рис. 1 представлена геометрия задачи и вве-
дены следующие обозначения: Γ1 — внешняя по-
верхность трубки; Γ2 — внутренняя поверхность
трубки; Γ3 — входное отверстие; Γ4 — выходное от-
верстие. В декартовой системе координат ось Ox
является центральной осью трубки, а начало отсче-
та расположено в геометрическом центре трубки.

Упругие деформации твердого тела описыва-
ются уравнением движения (второй закон Ньюто-
на), связывающим динамическое изменение век-
тора перемещений d и действия внутренних, опи-
сываемых тензором напряжений σ, и объемных
сил fv [8]:

ρ
∂2d
∂t2 = ∇σ+ fv,

R1

R2

x1 = −L/2 x2 = L/2L

`
Γ1Γ2

Γ3 Γ4

x

z

y

Рис. 1. Геометрия и основные обозначения модели
сжатия трубки пьезоэлементом
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где ρ— плотность жидкости; t — время;∇— опе-
ратор набла.

Предполагаем, что после приложения силы
прошло достаточно времени для установления
поля деформации. Тогда статическое условие
равновесия в отсутствии объемных сил (fv = 0)
имеет вид:

∇σ = 0. (1)

В изотропном теле тензор напряжений σ зави-
сит от тензора деформаций ε и вектора перемеще-
ний d = (dx, dy, dz) следующим образом:

σ = 2µε+ λ(∇d)I, (2)

где I — единичный тензор; а коэффициенты Ламе

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν
(1 + ν)(1− 2ν)

зависят от модуля Юнга E и коэффициента
Пуассона ν.

Подставляя (2) в уравнение (1) и исключая тен-
зор деформаций ε согласно определению

ε =
1
2

(
∇d+ (∇d)T

)
,

получим уравнение равновесия, содержащее толь-
ко вектор перемещений:

∇
[
µ

(
∇d+ (∇d)T

)
+ λ(∇d)I

]
= 0. (3)

Деформации d определялись решением урав-
нения (3) численно в вариационной формулировке
(в пакете численногомоделирования FreeFem++ [9])
методом конечных элементов:∫

Ω

µ

2
(∇d +∇dT) · (∇v +∇vT)+

+λ(∇d)(∇v)dΩ = 0,
(4)

где v = (vx, vy, vz) — пробные функции; интегри-
рование производится по всему объему Ω трубки.

Рассмотрим два вида граничных условий: гра-
ничное условие Неймана (ГУН), когда «мягкий»
пьезоэлемент давит на трубку с давлением Pp и
граничное условие Дирихле (ГУД), когда «жесткий»
пьезоэлемент сдавливает трубку со смещением ∆d.
В случае ГУН в левой части уравнения (4) добавля-
ется поверхностный интеграл∫

S

(−Pp)(N · v) fp(t) dS, (5)

где N — единичный вектор нормали в точке на
поверхности контакта трубки и пьезоэлемента S;

скалярное произведение можно записать в виде
(N · v) = (y · vy + z · vz)/R2, (y, z) ∈ S; fp(t) —
нормированная форма сигнала на пьезоэлементе
(0 6 fp(t) 6 1). В расчетах функция fp(t) выбрана в
виде:

fp(t) =
1
2

(
1− cos

2πt
T

)
, (6)

где T — период колебаний.
ГУД определяет смещение на d, |d| = fp(t)∆d

области контакта S с компонентами смещения:

dy = fp(t)∆d · y/R2, dz = fp(t)∆d · z/R2, (7)

для (y, z) ∈ S.
Дополнительное условие: концы трубки зафик-

сированы (d = 0).
Течение вязкой несжимаемой жидкости опи-

сывается уравнениями Навье–Стокса и неразрыв-
ности, которые имеют следующий вид [10]:

 ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
−∇σ f

= 0,

∇u = 0,
(8)

где u = (ux, uy, uz) — вектор скорости жидкости;

σ
f — тензор напряжений, имеющий вид

σ
f
ij = −pδij + η

(
∂ui
∂j

+
∂uj

∂i

)
, (9)

где p — давление; δij — символ Кронекера; η— ди-
намическая вязкость жидкости; i и j могут прини-
мать значения x, y, z. Подставляя (9) в (8) получим
уравнение Навье–Стокса в переменных скорость–
давление:

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
+∇p− η∆u = 0, ∇u = 0, (10)

где ∆ — оператор Лапласа.
Для численногомоделирования уравнения (10)

записывались в вариационной форме и решались
методом конечных элементов.

Уравнение неразрывности в вариационной
форме (с пробной функцией q) запишем со ста-
билизационным слагаемым, имеющим смысл ма-
лой искусственной сжимаемости (∇u + εp p = 0,
εp ∼ 10−10):∫

Ω

∇un+1q dΩ +
∫
Ω

εp pq dΩ = 0. (11)

Для численного решения уравнения Навье–
Стокса проведем дискретизацию по времени по
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схеме Эйлера. Поделив первое уравнение на ρ,
получим

un+1 − un

τ
+ (un+1 · ∇)un+1 +

1
ρ
∇p− νl∆un+1 = 0,

где νl = η/ρ — кинематическая вязкость жидко-
сти; n + 1 и n обозначают текущий и предыдущий
момент времени соответственно, а τ = tn+1 − tn —
шаг по времени. Линеаризуем уравнение заменой
нелинейного слагаемого по схеме Пикарда

(un+1 · ∇)un+1 ≈ (un · ∇)un+1

и перепишем в вариационной форме (с пробными
функциями w):∫

Ω

un+1 − un

τ
w dΩ +

∫
Ω

(un · ∇)un+1w dΩ−

−
∫
Ω

1
ρ

p∇w dΩ +
∫
Ω

νl∇un+1∇w dΩ = 0.
(12)

Рассмотрим граничные условия. На стенке ка-
нала Γ2 выполняется условие залипания — ско-
рость жидкости равна скорости границы. За шаг
по времени τ стенка смещается на величину d со
скоростью d/τ. На входе Γ3 и выходе Γ4 добавим
условие параллельности течения. Общие гранич-
ные условия примут вид:{

Γ2 : u = d/τ,

Γ3, Γ4 : uy = 0, uz = 0.
(13)

Для различных режимов течения добавим за-
дающие эти режимы условия. Первый режим (PI) —
течение за счет деформации канала пьезоэлемен-
том с закрытым входом Γ3. Данный режим позво-
ляет сравнить изменение объема канала с объемом
прошедшей через выход Γ4 жидкости, что дает воз-
можность проверить качество построенной ком-
пьютерной модели. Второй режим (PII) — оба кон-
ца открыты и к слою приложен перепад давления
∆p = p1 − p2, где p1 и p2 — давления на границах
Γ3 и Γ4 соответственно. Режим PII позволяет регу-
лировать течение жидкости путем изменения ча-
стоты сжатия пьезоэлемента и величины перепада
давления. Запишем граничные условия для этих
режимов:

PI: u = 0 на Γ3; (14)

PII: p(Γ3)− p(Γ4) = ∆p. (15)

Начальные условия для режима PI — жидкость
покоится (u = 0) и вдоль канала давление посто-
янно (p = 0); для режима PII компонента скорости

вдоль канала соответствует пуазейлевскому
течению:

ux =
∆p
4ηL

(R2
1 − y2 − z2), uy = 0, uz = 0,

и распределение давления линейно:

p =
∆p
L
(x2 − x),

где x2 = L/2 — координата правой границы Γ4.
На каждом шаге итерации Пикарда решается

система уравнений (11), (12) с граничными услови-
ями (13) и соответствующему выбранному режиму
течения условию из (14)–(15), пока норма поправ-
ки решений ||un+1 − un|| не станет меньше εu с об-
новлением решений un+1 → un, pn+1 → pn.

3. Результаты
В расчетах деформаций использовалось два

диапазона значений параметров для граничных
условий: в случае ГУД—смещение∆d = 0÷ 7.5мкм
и в случае ГУН — давление Pp = 0÷ 0.8 МПа. Ко-
лебание пьезоэлемента гармонические с частотой
f = 1/T = 0.75÷ 1.25 кГц (форма сигнала рассчи-
тывалась поформуле (6)). Геометрическиепарамет-
ры системы: длина пьезоэлемента вдоль осиOx —
` = 50 мкм; внешний радиус трубки R2 = 100 мкм;
внутренний радиус трубки R1 = 50 мкм; длина
трубки L = 500 мкм. В качестве материала труб-
ки использовалась силиконовая резина с модулем
Юнга E = 5 · 106 Па и коэффициентом Пуассона
ν = 0.49.

Размерность сетки составляла 180 узлов вдоль
трубки и 120 узлов по окружности трубки (все-
го 63578 узлов, 244153 объемных элементов,
92940 граничных элементов, погрешность объема
не более 0.1%).

Рассматриваемые уравнения на упругие де-
формации являются линейными и отклик системы
должен быть пропорционален внешнему воздей-
ствию. Сравнивая результаты расчетов, получим
обобщенную формулу перехода от ГУД к ГУН для
рассматриваемой геометрии и материала: ГУД с
заданным значением ∆d приводит к тому же внут-
реннему радиусу проходного отверстия R∗1 гидро-
сопротивления, что и ГУН с давлением, определяе-
мым по формуле

Pp = α∆d,

где α — размерный коэффициент подобия (для
R1 = 50 мкм и R2 = 100 мкм α = 1.067 · 1011 Па/м).
Отметим, что коэффициент α зависит нелиней-
но как от R1, так и от R2. При фиксированном
значении R1 с ростом R2 значение коэффициен-
та увеличивается (например, при R1 = 50 мкм, для
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Рис. 2. Зависимость внешнего R∗2 и внутреннего R∗1
радиусов в центральном поперечном сечении
трубки (x = 0) от эквивалентной деформации
d∗ для ГУН (сплошная красная линия) и ГУД
(пунктирная синяя линия)

R2 = 75 мкм α = 5.87 · 1010 Па/м; для R2 = 125 мкм
α = 1.39 · 1011 Па/м), а при фиксированном значе-
нии R2 с ростом R1 — уменьшается (например, при
R2 = 125 мкм, для R1 = 75 мкм α = 6.9 · 1010 Па/м).

Для сравнения результатов расчетов с разны-
ми граничными условиями введем эквивалентную
деформацию d∗: для ГУД d∗ = ∆d, а для ГУН d∗ =
Pp/α. На рис. 2 показана зависимость внешнего и
внутреннего радиусов в центральном поперечном
сечении трубки от эквивалентной деформации d∗

для двух граничных условий. Как и предполагалось,
зависимость является линейной.

В работе [4] было показано, что расход жид-
кости при течении через гидросопротивление за-
висит как от радиуса проходного отверстия, так и
от формы самого гидросопротивления. Проверим
как граничные условия на внешней поверхности
повлияют на форму внутреннего канала. На рис. 3
показаны профили внешней и внутренней поверх-
ностей трубки вдоль осиOx для ГУН с Pp = 0.8МПа
и ГУД c ∆d = 7.5 мкм. Параметры подобраны
таким образом, чтобы внутренние радиусы про-
ходного отверстия при ГУН и ГУД совпадали (см.
рис. 2). Видно, что несмотря на сильные различия
профилей на внешней поверхности, на внутрен-
ней поверхности профили практически совпадают
(максимальная относительная погрешность равна
0.9%), следовательно, и течение жидкости будет
одинаковым. Таким образом, подбором парамет-
ров на внешней границе моделирование с помо-
щью ГУД можно заменить на моделирование с по-
мощью ГУН так, чтобы деформации внутренней
границы совпали в обоих случаях. Данная замена
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Рис. 3. Профили внешней и внутренней поверхно-
сти трубки вдоль оси Ox для ГУН с Pp =
0.8 МПа (красная сплошная линия) и ГУД c
∆d = 7.5 мкм (синяя штриховая линия)

может потребоваться при моделировании системы
пьезоэлементов, когда согласование ГУД на сосед-
них пьезоэлементах является сложным, в то время,
как для ГУН проблем в согласовании не возникает.

Далее геометрия канала строилась на основе
расчетов деформации трубки пьезоэлементом с
ГУН при Pp = 0.8 МПа. Поскольку внутренняя по-
верхность трубки является стенкой канала, по кото-
рому течет жидкость, то сначала строилась трубка
радиусом R1, затем она деформировалась по по-
лю деформации d на поверхности Γ2. Такой спо-
соб позволяет независимомоделировать упругуюи
гидродинамическую задачи, сохраняя при этом со-
гласованность двух расчетных сеток. Размерность
сетки составляла 80 узлов вдоль канала и 30 узлов
по окружности канала (всего 3204 узлов, 11216 объ-
емных элементов, 5100 граничных элементов, по-
грешность объема не более 0.6%). Изучалось тече-
ние для трех технических жидкостей при темпера-
туре 20◦C, физические параметры которых пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1. Физические свойства технических жидко-
стей при 20◦C

Жидкость Динамическая
вязкость
η, 10−3 Па·с

объемная
плотность
ρ, кг/м3

вода 1 998.2
толуол 0.586 867
уайт-спирит 0.529 790



6 Многофазные системы

−0.6

−0.4

−0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0  0.2 0.4 0.6 0.8  1  1.2 1.4 1.6 1.8  2

Q
, 

м
м

3
/с

t, мс (a)

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0  0.2 0.4 0.6 0.8  1  1.2 1.4 1.6 1.8  2

V
, 

п
л

t, мс (б)

Рис. 4. Расход (а) и суммарный объем (б) жидкости, протекающей через правую границу Γ4, для режима течения PI и
различных технических жидкостей: вода (◦), толуол (�), уайт-спирит (×).

На рис. 4 показаны расход и суммарный объ-
ем жидкости, протекающей через правую границу
Γ4, для режима течения PI. Течение полностью обу-
словлено деформацией стенки канала (объем жид-
кости, проходящий через границу Γ4, равен изме-
нению объема канала за счет деформации) и поэто-
му не зависит от типа используемой жидкости (рас-
ход течения для всех трех жидкостей совпадает).
Данный режимпозволяет провести тестовые расче-
ты для проверки корректности численной схемы—
изменения объема канала и объема, прошедшей
через границу Γ4 жидкости, должны совпадать в
пределах погрешности расчета. Максимальная по-
грешность составила 0.17% на каждой половине
периода, а на полном периоде погрешность умень-
шилась до значения 0.002%. Это объясняется тем,
что при периодическом течении ошибки округле-
ния компенсируются за каждый период. Течение

за второй период полностью повторяет течение за
первый период, следовательно, в выбранной чис-
ленной схеме (итерации Пикарда) шаг по време-
ни τ достаточен для установления периодического
течения (характерное время релаксации скорости
τu = ρR2

1/η ≈ 2.5 · 10−3 с; в расчетах для частоты
пьезоэлемента f = 1 кГц выбран шаг по времени
τ = 4 · 10−5 с). Течение остается ламинарным с чис-
лом Рейнольдса Re < 150, максимальный модуль
скорости жидкости max(|u|) ≈ 0.18 м/с.

Рассмотрим второй режим течения PII, когда
оба конца открыты и к слою приложен перепад
давления ∆p. При отсутствии перепада давления
(∆p = 0) при сжатии пьезоэлементажидкость течет
в обоих направлениях симметрично относительно
центра канала (рис. 5). Расход жидкости в два раза
ниже, чем при режиме PI, поскольку при деформа-
ции канала выдавливается тот же объем жидкости,
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Рис. 5. Расход (а) и суммарный объем (б) жидкости, протекающей через правую границу Γ4, для режима течения PII
при ∆p = 0 Па для различных видов технических жидкостей: вода (◦), толуол (�), уайт-спирит (×)
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Рис. 6. Расход (а) и суммарный объем (б) жидкости, протекающей через правую границу Γ4, для режима течения PII
при ∆p = 50 Па для различных видов технических жидкостей: вода (◦), толуол (�), уайт-спирит (×)

но с двух сторон, а не с одной. Так как течение пол-
ностью обусловлено изменением объема канала,
зависимость от физических параметров жидкости
в данном случае также отсутствует.

Под действием перепада давления ∆p 6= 0 рас-
ход жидкости обратно пропорционально зависит
от ее вязкости (на рис. 6 для примера представлен
случай∆p = 50Па), постольку течение индуцирует-
ся перепадом давления, и скорость течения будет
выше для жидкости с меньшей вязкостью.

Определим способ контроля расхода жидкости.
Зависимость общего объема жидкости V, прошед-
шей через границу Γ4, от времени определяется
вязкостью жидкости η, перепадом давления ∆p и
частотой пьезоэлемента f . Если жидкость с вязко-

стью η1 имеет расход Q1 при перепаде давления
∆p1, то жидкость с вязкостью η2 при перепаде дав-
ления ∆p2 и той же частоте будет иметь расход Q2:

Q2 =
η1

η2

∆p2

∆p1
Q1,

как при течении в трубе, так и при течении через
гидродинамическое сопротивление (см. [7]).

С ростом частотыпьезоэлемента скоростьжид-
кости в области деформации канала растет, следо-
вательно, растет и давление pc в области централь-
ного поперечного сечения канала. Направление
течения жидкости на входе и выходе канала зави-
сит от знака разностей давлений p1 − pc и pc − p2
соответственно.
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Рис. 7. Суммарный объем воды, протекающий через правую границу Γ4 (а), давление в центре канала (б) и расход
жидкости (в) при режиме течения PII для ∆p = 50 Па и различных значений частоты f : 0.75 кГц (◦); 1 кГц (�);
1.25 (×). На левом графике черная линия обозначает данные для пуазейлевского течения в трубе. На среднем
графике верхняя пунктирная линия обозначает давление p1 = 50 Па на входе, а нижняя — давление p2 = 0
Па на выходе канала
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На рис. 7(а) показан суммарный объем жид-
кости V, протекшей через правую границу Γ4, от
времени для трех различных значений частоты f .
Видно, что для частоты f = 1 кГц при сжатии пье-
зоэлемента объем вытекшей жидкости растет, по-
скольку разность давлений в центре и на правой
границе канала pc − p2 > 0 (см. рис. 7(б)), а при со-
кращении— расход малый (pc− p2 ∼ 0) и на графи-
ке образуется «плато» — суммарный объем жидко-
сти остается практически постоянным (V ≡ const)
в течении некоторого промежутка времени. Более
наглядно это показано на рис. 7(в). Объем жид-
кости соответствует площади под кривой расхода
жидкости. Во время сжатия пьезоэлемента (пер-
вая половина периода, зеленая заливка) протекает
больше жидкости, чем при расширении (вторая по-
ловина периода, желтая заливка). Отношение пло-
щадей соответствует соотношению объемов про-
текающей жидкости (в рассматриваемом случае
отношение примерно равно 5.2), что и проводит
к появлению «плато». Если частота уменьшается
(например, на рис. 7 приведены данные для ве-
личины f = 0.75 кГц), то значение pc > p2 весь
период, т.е. расход жидкости всегда положителен и
«плато» отсутствует. С ростом частоты ( f = 1.25 кГц
на рис. 7) при сжатии пьезоэлемента объем растет,
т.к. pc − p2 > 0, а при сокращении расход отрица-
тельный (pc − p2 < 0), в этом случае направление
течения жидкости меняется, а суммарный расход
жидкости падает.

При моделировании дозатора жидкости одной
из актуальных является задача определения часто-
ты для заданного перепада давления, при которой
во время сжатия пьезоэлемента расход жидкости
будет практически отсутствовать («плато» на гра-
фике при f = 1 кГц, рис. 7). Сам же перепад дав-
ления должен выбираться таким образом, чтобы
за заданный интервал времени через правую гра-
ницу протекал объем жидкости, необходимый для
образования капли. Например, для ∆p = 50 Па,
f = 1 кГц за период колебаний выдавливается
капля объемом 0.25 пл (характерные размеры ка-
пель создаваемые в микрофлюидных устройствах
составляют от 0.05 пл до 1 нл [11]). Объем форми-
руемой капли находится в обратной зависимости
от частоты колебаний пьезоэлемента.

Для сравнения на рис. 7(а) приведен объем
жидкости от временидляпуазейлевского течения в
трубе (черная линия). Видно, что объемыв среднем
за весь период течения в трубе и осциллирующем
гидросопротивлении практически совпадают. Во
время сжатия пьезоэлемента объем выше, чем в
трубе, за счет выдавливания дополнительного объ-
ема при деформации пьезоэлемента, а при сжатии
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Рис. 8. Суммарный объем воды, протекающий через
правую границу Γ4, при режиме течения PII
для ∆p = 50 Па и f = 1 Гц (зеленая пунк-
тирная линия) для пуазейлевского течения в
трубе (черная сплошная линия).

пьезоэлемента расход жидкости низкий и объем
жидкости приближается к объему пуазейлевского
течения.

Для объяснения того, что объем жидкости при
течении через канал с действующим пьезоэлемен-
том выше, чем при течении в трубе, заметим сле-
дующее: колебание пьезоэлемента добавляет энер-
гию в систему и скорость течения при сжатии уве-
личивается, а при расширении заполнение объема
происходит в основном за счет всасывания жидко-
сти через левый конец трубки. На рис. 7(б) видно,
что в моменты времени, когда pc − p2 ≈ 0 (течение
жидкости в правой половине трубки практически
отсутствует), имеет место p1 − pc > 0 (в левой по-
ловине жидкость течет в положительном направ-
лении). Уменьшение скорости движения жидко-
сти в правой половине трубки происходит благо-
даря инерции жидкости, это и приводит к тому,
что справа в канал попадает значительно мень-
ший объем жидкости, чем слева. Асимметрия объ-
ясняется тем, что жидкость течет в положитель-
ном направлении и характерное время релаксации
скорости τu сравнима с обратной частотой сжатия
пьезоэлемента (τu ∼ 1/ f = 1/(1 кГц)).

В подтверждение этого факта рассмотрим слу-
чай, когда 1/ f � τu. На рис. 8 показана зависи-
мость, аналогичная представленной на рис. 7, но
при частоте f = 1 Гц. Видно, что в среднем за пери-
од через трубку с пьезоэлементом протекает мень-
ший объем жидкости, чем через обычную трубу
того же радиуса.



2018. Т. 13. №3 9

4. Заключение
Вработе исследованыразличные режимытече-

ния жидкости через трубку круглого сечения, сжи-
маемую пьезоэлементом по периодическому зако-
ну. Деформация трубки под воздействием пьезо-
элемента рассчитывалась уравнениями линейной
теории упругости для граничных условий Дирихле
и Неймана. Показано, что подбором давления Pp
пьезоэлемента на внешнюю часть трубки можно
получить такую же деформацию внутренней части
трубки, как и при задании перемещения поверх-
ности контакта внутрь на определенную величину
∆d (зависимость является линейной), что означает
взаимозаменяемость рассматриваемых граничных
условий.

Было изучено два режима течения жидкости
в деформированной трубке: вход трубки закрыт,
течение индуцируется деформацией трубки; оба
конца открыты, течение индуцируется как дефор-
мацией трубки, так и приложенным к слою пере-
падом давления. Первый режим позволяет прове-
сти тестирование компьютерной модели, а вто-
рой — предложить механизм дозирования жид-
кости управляемый двумя параметрами: часто-
той сжатия пьезоэлемента и величиной перепада
давления.

Получены следующие результаты:

• расход жидкости зависит от частоты сжатия
пьезоэлемента и, если перепад давления отсут-
ствует, не зависит от физических параметров
жидкости. Это теоретически дает возможность
реализации гидравлического микропривода с
линейной «механической» (расходной) харак-
теристикой;

• под действием перепада давления к периоди-
ческой составляющей расхода жидкости добав-
ляется постоянная составляющая обратно про-
порциональная вязкости жидкости;

• показано, что подбором параметров (часто-
та, перепад давления) можно получить режим

течения, соответствующий выдавливанию ка-
пель. С ростом частоты объем выдавливаемой
за период капли уменьшается.
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Study of fluid flow through a channel deformed by
piezoelement

Nasibullayev I.Sh., Nasibullaeva E.Sh., Darintsev O.V.

Mavlutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa

The flow of a liquid through a tube deformed by a piezoelectric cell under a harmonic law is studied in this paper.
Linear deformations are compared for the Dirichlet and Neumann boundary conditions on the contact surface of the
tube and piezoelectric element. The flow of fluid through a deformed channel for two flow regimes is investigated: in
a tube with one closed end due to deformation of the tube; for a tube with two open ends due to deformation of the
tube and the differential pressure applied to the channel. The flow rate of the liquid is calculated as a function of the
frequency of the deformations, the pressure drop and the physical parameters of the liquid.

Keywords: hydrodynamics, hydrodynamic resistance, piezoelement, linear elasticity, finite element method
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