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Изучение течения жидкости через деформируемый
пьезоэлементом канал1
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Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

В работе изучается течение жидкости через трубку, деформируемую пьезоэлементом по гармоническому закону.
Сравниваются линейные деформации для граничных условий Дирихле и Неймана на поверхности контакта
трубки и пьезоэлемента. Исследуется течение жидкости через деформированный канал для двух режимов
течения: в трубке с одним закрытым концом за счет деформации трубки; для трубки с двумя открытыми концами
за счет деформации трубки и приложенного к каналу перепада давления. Рассчитывается расход жидкости в
зависимости от частоты деформаций, перепада давления и физических параметров жидкости.
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1. Введение
В последнее время интенсивно развивается но-

вое направление в гидродинамике — микрогидро-
динамика, описывающая поведение сверхмалых
объёмов и потоков жидкостей в каналах, разме-
ры которых не превышают сотни микрон. В каче-
стве областей применения чаще всего рассматри-
ваются молекулярная биология, in vitro системы
диагностики, лаборатории-на-чипе (англ. lab-on-
the-chip), устройства регулирования микропото-
ков, капельные системы. Применяемые при рас-
четах методики получены эмпирическим путем и
достаточно грубы — в таких системах, в первую
очередь, принято учитывать возросшее влияние
свойств поверхности канала, требования к кото-
рым зависят от способа и области применениямик-
рофлюидной техники. Кроме того, в данных мето-
диках гипотетически предполагаются малая ше-
роховатость и однородность микроканала на всем
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протяжении, что гарантирует ламинарный харак-
тер течения жидкости, а, например, для интенсив-
ного перемешивания растворов необходимо обес-
печить турбулентное течение, т.е. внутренняя по-
верхность должна быть более «грубой».

В известных системах [1, 2] в основном рас-
сматривается формирование потоков или капель
в микроканалах с использованием шприцевых до-
заторов с электроприводом, диффузных систем и
других механизмов, имеющих нелинейную выход-
ную характеристику, поэтому актуальным видится
разработка теоретического обоснования возмож-
ности создания приводов, использующих прямые
преобразователи рода энергии, например, пьезо-
приводы. Пьезопривод имеет линейную механи-
ческую характеристику, что позволяет получить
необходимый вид микроперемещения (линейное
или вращательное) без дополнительных устройств.
Диапазон этих перемещений, от десяткамкм до до-
лей нм, сравним с требуемыми объемами переме-
щаемой жидкости за цикл (пкл). Усилий, развивае-
мых пьезоприводом, достаточно для деформации
толстостенных каналов, выполненных из упругих
материалов.

Компьютерное моделирование течения жид-
кости в микроканалах, индуцированное внешним
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воздействием (например, перепадом давления, по-
ступательным движением границы или деформа-
цией канала), в последнее время активно развива-
ется. Например, автораминастоящей работы ранее
были разработаны компьютерные модели, кото-
рые могут быть использованы в качестве элемента
вычислительного стенда для одного элемента тех-
нического устройства (поршень и гидродинамиче-
ское сопротивление). Модель поршня для осцил-
лирующего перепада давления была построена в
работе [3] методами факторного вычислительно-
го эксперимента второго порядка с учетом пяти
параметров (амплитуда и частота перепада давле-
ния, трение поршня, жесткость пружины, отноше-
ние силы трения покоя и трения скольжения). В ра-
боте [4] построена модель стационарного течения
жидкости через цилиндрическое гидросопротивле-
ние с учетом перепада давления и радиуса проход-
ного отверстия гидросопротивления, но без учета
зависимости жидкости от температуры. В [5] пред-
ставлено расширение данноймодели для описания
работы элемента во всей рабочей области темпера-
тур. В работе [6] изучалось течение жидкости через
систему трех элементов. Во всех этих исследовани-
ях геометрия канала была фиксированной.

В статье [7] изучалось течениежидкости в плос-
ком канале с гидросопротивлением для двух слу-
чаев динамического изменения геометрии канала:
поперечное сжатие проходного отверстия гидросо-
противления (течение вызывается приложенным
к слою перепадом давления) и продольное движе-
ние гидросопротивления вдоль канала (течение
вызывается этим движением). Получено, что дина-
мическое изменение геометрии канала позволяет
регулировать расход жидкости.

В настоящей работе исследуется трехмерная
компьютерная модель различных режимов тече-
ния жидкости через канал, деформируемый пье-
зоэлементом. Рассматривается влияние двух ви-
дов деформаций трубки на форму ее внутренней
поверхности, определяющей, в свою очередь, гео-
метрию канала, по которому течет жидкость. А,
именно, деформаций, описываемых граничными
условиямиДирихле иНеймана на поверхности кон-
такта трубки и пьезоэлемента. Изучаются два ре-
жима течения жидкости в микроканале:

• один конец канала закрыт и течение происхо-
дит за счет деформации трубки. Данный ре-
жим позволяет провести тестирование ком-
пьютерной модели;

• оба конца канала открыты и течение происхо-
дит как за счет деформации трубки, так и за
счет приложенного к слою перепада давления.

Целью работы является разработка трехмер-
ной компьютерной модели течения жидкости в
канале с гидросопротивлением, где форма гид-
росопротивления изменяется по периодическо-
му закону и определяется деформациями трубки
пьезоэлементом.

Данная компьютерная модель, описывающая
поведениежидкости вмикроканалах прииспользо-
вании пьезоэлектрических приводов, является пер-
вымшагом в разработке теоретического базиса для
создания микроприводов и исполнительных мик-
ромеханизмов. Микроустройства, базирующиеся
на микрофлюидике, и обладающие хорошими рас-
четными характеристиками, будут востребованы
при проектировании новых перспективных кон-
струкций микророботов и исполнительных микро-
устройств.

2. Основные уравнения
Рассматривается трехмерное течение жидко-

сти через трубку с внутренним R1 и внешним R2
радиусами и длиной L, центральная часть кото-
рой расположена внутри пьезоэлемента длины `.
На рис. 1 представлена геометрия задачи и вве-
дены следующие обозначения: Γ1 — внешняя по-
верхность трубки; Γ2 — внутренняя поверхность
трубки; Γ3 — входное отверстие; Γ4 — выходное от-
верстие. В декартовой системе координат ось Ox
является центральной осью трубки, а начало отсче-
та расположено в геометрическом центре трубки.

Упругие деформации твердого тела описыва-
ются уравнением движения (второй закон Ньюто-
на), связывающим динамическое изменение век-
тора перемещений d и действия внутренних, опи-
сываемых тензором напряжений σ, и объемных
сил fv [8]:

ρ
∂2d
∂t2 = ∇σ+ fv,

R1

R2

x1 = −L/2 x2 = L/2L

`
Γ1Γ2

Γ3 Γ4

x

z

y

Рис. 1. Геометрия и основные обозначения модели
сжатия трубки пьезоэлементом



2018. Т. 13. №3 3

где ρ— плотность жидкости; t — время;∇— опе-
ратор набла.

Предполагаем, что после приложения силы
прошло достаточно времени для установления
поля деформации. Тогда статическое условие
равновесия в отсутствии объемных сил (fv = 0)
имеет вид:

∇σ = 0. (1)

В изотропном теле тензор напряжений σ зави-
сит от тензора деформаций ε и вектора перемеще-
ний d = (dx, dy, dz) следующим образом:

σ = 2µε+ λ(∇d)I, (2)

где I — единичный тензор; а коэффициенты Ламе

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν
(1 + ν)(1− 2ν)

зависят от модуля Юнга E и коэффициента
Пуассона ν.

Подставляя (2) в уравнение (1) и исключая тен-
зор деформаций ε согласно определению

ε =
1
2

(
∇d+ (∇d)T

)
,

получим уравнение равновесия, содержащее толь-
ко вектор перемещений:

∇
[
µ

(
∇d+ (∇d)T

)
+ λ(∇d)I

]
= 0. (3)

Деформации d определялись решением урав-
нения (3) численно в вариационной формулировке
(в пакете численногомоделирования FreeFem++ [9])
методом конечных элементов:∫

Ω

µ

2
(∇d +∇dT) · (∇v +∇vT)+

+λ(∇d)(∇v)dΩ = 0,
(4)

где v = (vx, vy, vz) — пробные функции; интегри-
рование производится по всему объему Ω трубки.

Рассмотрим два вида граничных условий: гра-
ничное условие Неймана (ГУН), когда «мягкий»
пьезоэлемент давит на трубку с давлением Pp и
граничное условие Дирихле (ГУД), когда «жесткий»
пьезоэлемент сдавливает трубку со смещением ∆d.
В случае ГУН в левой части уравнения (4) добавля-
ется поверхностный интеграл∫

S

(−Pp)(N · v) fp(t) dS, (5)

где N — единичный вектор нормали в точке на
поверхности контакта трубки и пьезоэлемента S;

скалярное произведение можно записать в виде
(N · v) = (y · vy + z · vz)/R2, (y, z) ∈ S; fp(t) —
нормированная форма сигнала на пьезоэлементе
(0 6 fp(t) 6 1). В расчетах функция fp(t) выбрана в
виде:

fp(t) =
1
2

(
1− cos

2πt
T

)
, (6)

где T — период колебаний.
ГУД определяет смещение на d, |d| = fp(t)∆d

области контакта S с компонентами смещения:

dy = fp(t)∆d · y/R2, dz = fp(t)∆d · z/R2, (7)

для (y, z) ∈ S.
Дополнительное условие: концы трубки зафик-

сированы (d = 0).
Течение вязкой несжимаемой жидкости опи-

сывается уравнениями Навье–Стокса и неразрыв-
ности, которые имеют следующий вид [10]:

 ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
−∇σ f

= 0,

∇u = 0,
(8)

где u = (ux, uy, uz) — вектор скорости жидкости;

σ
f — тензор напряжений, имеющий вид

σ
f
ij = −pδij + η

(
∂ui
∂j

+
∂uj

∂i

)
, (9)

где p — давление; δij — символ Кронекера; η— ди-
намическая вязкость жидкости; i и j могут прини-
мать значения x, y, z. Подставляя (9) в (8) получим
уравнение Навье–Стокса в переменных скорость–
давление:

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
+∇p− η∆u = 0, ∇u = 0, (10)

где ∆ — оператор Лапласа.
Для численногомоделирования уравнения (10)

записывались в вариационной форме и решались
методом конечных элементов.

Уравнение неразрывности в вариационной
форме (с пробной функцией q) запишем со ста-
билизационным слагаемым, имеющим смысл ма-
лой искусственной сжимаемости (∇u + εp p = 0,
εp ∼ 10−10):∫

Ω

∇un+1q dΩ +
∫
Ω

εp pq dΩ = 0. (11)

Для численного решения уравнения Навье–
Стокса проведем дискретизацию по времени по
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схеме Эйлера. Поделив первое уравнение на ρ,
получим

un+1 − un

τ
+ (un+1 · ∇)un+1 +

1
ρ
∇p− νl∆un+1 = 0,

где νl = η/ρ — кинематическая вязкость жидко-
сти; n + 1 и n обозначают текущий и предыдущий
момент времени соответственно, а τ = tn+1 − tn —
шаг по времени. Линеаризуем уравнение заменой
нелинейного слагаемого по схеме Пикарда

(un+1 · ∇)un+1 ≈ (un · ∇)un+1

и перепишем в вариационной форме (с пробными
функциями w):∫

Ω

un+1 − un

τ
w dΩ +

∫
Ω

(un · ∇)un+1w dΩ−

−
∫
Ω

1
ρ

p∇w dΩ +
∫
Ω

νl∇un+1∇w dΩ = 0.
(12)

Рассмотрим граничные условия. На стенке ка-
нала Γ2 выполняется условие залипания — ско-
рость жидкости равна скорости границы. За шаг
по времени τ стенка смещается на величину d со
скоростью d/τ. На входе Γ3 и выходе Γ4 добавим
условие параллельности течения. Общие гранич-
ные условия примут вид:{

Γ2 : u = d/τ,

Γ3, Γ4 : uy = 0, uz = 0.
(13)

Для различных режимов течения добавим за-
дающие эти режимы условия. Первый режим (PI) —
течение за счет деформации канала пьезоэлемен-
том с закрытым входом Γ3. Данный режим позво-
ляет сравнить изменение объема канала с объемом
прошедшей через выход Γ4 жидкости, что дает воз-
можность проверить качество построенной ком-
пьютерной модели. Второй режим (PII) — оба кон-
ца открыты и к слою приложен перепад давления
∆p = p1 − p2, где p1 и p2 — давления на границах
Γ3 и Γ4 соответственно. Режим PII позволяет регу-
лировать течение жидкости путем изменения ча-
стоты сжатия пьезоэлемента и величины перепада
давления. Запишем граничные условия для этих
режимов:

PI: u = 0 на Γ3; (14)

PII: p(Γ3)− p(Γ4) = ∆p. (15)

Начальные условия для режима PI — жидкость
покоится (u = 0) и вдоль канала давление посто-
янно (p = 0); для режима PII компонента скорости

вдоль канала соответствует пуазейлевскому
течению:

ux =
∆p
4ηL

(R2
1 − y2 − z2), uy = 0, uz = 0,

и распределение давления линейно:

p =
∆p
L
(x2 − x),

где x2 = L/2 — координата правой границы Γ4.
На каждом шаге итерации Пикарда решается

система уравнений (11), (12) с граничными услови-
ями (13) и соответствующему выбранному режиму
течения условию из (14)–(15), пока норма поправ-
ки решений ||un+1 − un|| не станет меньше εu с об-
новлением решений un+1 → un, pn+1 → pn.

3. Результаты
В расчетах деформаций использовалось два

диапазона значений параметров для граничных
условий: в случае ГУД—смещение∆d = 0÷ 7.5мкм
и в случае ГУН — давление Pp = 0÷ 0.8 МПа. Ко-
лебание пьезоэлемента гармонические с частотой
f = 1/T = 0.75÷ 1.25 кГц (форма сигнала рассчи-
тывалась поформуле (6)). Геометрическиепарамет-
ры системы: длина пьезоэлемента вдоль осиOx —
` = 50 мкм; внешний радиус трубки R2 = 100 мкм;
внутренний радиус трубки R1 = 50 мкм; длина
трубки L = 500 мкм. В качестве материала труб-
ки использовалась силиконовая резина с модулем
Юнга E = 5 · 106 Па и коэффициентом Пуассона
ν = 0.49.

Размерность сетки составляла 180 узлов вдоль
трубки и 120 узлов по окружности трубки (все-
го 63578 узлов, 244153 объемных элементов,
92940 граничных элементов, погрешность объема
не более 0.1%).

Рассматриваемые уравнения на упругие де-
формации являются линейными и отклик системы
должен быть пропорционален внешнему воздей-
ствию. Сравнивая результаты расчетов, получим
обобщенную формулу перехода от ГУД к ГУН для
рассматриваемой геометрии и материала: ГУД с
заданным значением ∆d приводит к тому же внут-
реннему радиусу проходного отверстия R∗1 гидро-
сопротивления, что и ГУН с давлением, определяе-
мым по формуле

Pp = α∆d,

где α — размерный коэффициент подобия (для
R1 = 50 мкм и R2 = 100 мкм α = 1.067 · 1011 Па/м).
Отметим, что коэффициент α зависит нелиней-
но как от R1, так и от R2. При фиксированном
значении R1 с ростом R2 значение коэффициен-
та увеличивается (например, при R1 = 50 мкм, для
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Рис. 2. Зависимость внешнего R∗2 и внутреннего R∗1
радиусов в центральном поперечном сечении
трубки (x = 0) от эквивалентной деформации
d∗ для ГУН (сплошная красная линия) и ГУД
(пунктирная синяя линия)

R2 = 75 мкм α = 5.87 · 1010 Па/м; для R2 = 125 мкм
α = 1.39 · 1011 Па/м), а при фиксированном значе-
нии R2 с ростом R1 — уменьшается (например, при
R2 = 125 мкм, для R1 = 75 мкм α = 6.9 · 1010 Па/м).

Для сравнения результатов расчетов с разны-
ми граничными условиями введем эквивалентную
деформацию d∗: для ГУД d∗ = ∆d, а для ГУН d∗ =
Pp/α. На рис. 2 показана зависимость внешнего и
внутреннего радиусов в центральном поперечном
сечении трубки от эквивалентной деформации d∗

для двух граничных условий. Как и предполагалось,
зависимость является линейной.

В работе [4] было показано, что расход жид-
кости при течении через гидросопротивление за-
висит как от радиуса проходного отверстия, так и
от формы самого гидросопротивления. Проверим
как граничные условия на внешней поверхности
повлияют на форму внутреннего канала. На рис. 3
показаны профили внешней и внутренней поверх-
ностей трубки вдоль осиOx для ГУН с Pp = 0.8МПа
и ГУД c ∆d = 7.5 мкм. Параметры подобраны
таким образом, чтобы внутренние радиусы про-
ходного отверстия при ГУН и ГУД совпадали (см.
рис. 2). Видно, что несмотря на сильные различия
профилей на внешней поверхности, на внутрен-
ней поверхности профили практически совпадают
(максимальная относительная погрешность равна
0.9%), следовательно, и течение жидкости будет
одинаковым. Таким образом, подбором парамет-
ров на внешней границе моделирование с помо-
щью ГУД можно заменить на моделирование с по-
мощью ГУН так, чтобы деформации внутренней
границы совпали в обоих случаях. Данная замена
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Рис. 3. Профили внешней и внутренней поверхно-
сти трубки вдоль оси Ox для ГУН с Pp =
0.8 МПа (красная сплошная линия) и ГУД c
∆d = 7.5 мкм (синяя штриховая линия)

может потребоваться при моделировании системы
пьезоэлементов, когда согласование ГУД на сосед-
них пьезоэлементах является сложным, в то время,
как для ГУН проблем в согласовании не возникает.

Далее геометрия канала строилась на основе
расчетов деформации трубки пьезоэлементом с
ГУН при Pp = 0.8 МПа. Поскольку внутренняя по-
верхность трубки является стенкой канала, по кото-
рому течет жидкость, то сначала строилась трубка
радиусом R1, затем она деформировалась по по-
лю деформации d на поверхности Γ2. Такой спо-
соб позволяет независимомоделировать упругуюи
гидродинамическую задачи, сохраняя при этом со-
гласованность двух расчетных сеток. Размерность
сетки составляла 80 узлов вдоль канала и 30 узлов
по окружности канала (всего 3204 узлов, 11216 объ-
емных элементов, 5100 граничных элементов, по-
грешность объема не более 0.6%). Изучалось тече-
ние для трех технических жидкостей при темпера-
туре 20◦C, физические параметры которых пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1. Физические свойства технических жидко-
стей при 20◦C

Жидкость Динамическая
вязкость
η, 10−3 Па·с

объемная
плотность
ρ, кг/м3

вода 1 998.2
толуол 0.586 867
уайт-спирит 0.529 790
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Рис. 4. Расход (а) и суммарный объем (б) жидкости, протекающей через правую границу Γ4, для режима течения PI и
различных технических жидкостей: вода (◦), толуол (�), уайт-спирит (×).

На рис. 4 показаны расход и суммарный объ-
ем жидкости, протекающей через правую границу
Γ4, для режима течения PI. Течение полностью обу-
словлено деформацией стенки канала (объем жид-
кости, проходящий через границу Γ4, равен изме-
нению объема канала за счет деформации) и поэто-
му не зависит от типа используемой жидкости (рас-
ход течения для всех трех жидкостей совпадает).
Данный режимпозволяет провести тестовые расче-
ты для проверки корректности численной схемы—
изменения объема канала и объема, прошедшей
через границу Γ4 жидкости, должны совпадать в
пределах погрешности расчета. Максимальная по-
грешность составила 0.17% на каждой половине
периода, а на полном периоде погрешность умень-
шилась до значения 0.002%. Это объясняется тем,
что при периодическом течении ошибки округле-
ния компенсируются за каждый период. Течение

за второй период полностью повторяет течение за
первый период, следовательно, в выбранной чис-
ленной схеме (итерации Пикарда) шаг по време-
ни τ достаточен для установления периодического
течения (характерное время релаксации скорости
τu = ρR2

1/η ≈ 2.5 · 10−3 с; в расчетах для частоты
пьезоэлемента f = 1 кГц выбран шаг по времени
τ = 4 · 10−5 с). Течение остается ламинарным с чис-
лом Рейнольдса Re < 150, максимальный модуль
скорости жидкости max(|u|) ≈ 0.18 м/с.

Рассмотрим второй режим течения PII, когда
оба конца открыты и к слою приложен перепад
давления ∆p. При отсутствии перепада давления
(∆p = 0) при сжатии пьезоэлементажидкость течет
в обоих направлениях симметрично относительно
центра канала (рис. 5). Расход жидкости в два раза
ниже, чем при режиме PI, поскольку при деформа-
ции канала выдавливается тот же объем жидкости,
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Рис. 5. Расход (а) и суммарный объем (б) жидкости, протекающей через правую границу Γ4, для режима течения PII
при ∆p = 0 Па для различных видов технических жидкостей: вода (◦), толуол (�), уайт-спирит (×)



2018. Т. 13. №3 7

−0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0  0.5  1  1.5  2

Q
, 

м
м

3
/с

t, мс (a)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  0.5  1  1.5  2

V
, 

п
л

t, мс(a) (б)

Рис. 6. Расход (а) и суммарный объем (б) жидкости, протекающей через правую границу Γ4, для режима течения PII
при ∆p = 50 Па для различных видов технических жидкостей: вода (◦), толуол (�), уайт-спирит (×)

но с двух сторон, а не с одной. Так как течение пол-
ностью обусловлено изменением объема канала,
зависимость от физических параметров жидкости
в данном случае также отсутствует.

Под действием перепада давления ∆p 6= 0 рас-
ход жидкости обратно пропорционально зависит
от ее вязкости (на рис. 6 для примера представлен
случай∆p = 50Па), постольку течение индуцирует-
ся перепадом давления, и скорость течения будет
выше для жидкости с меньшей вязкостью.

Определим способ контроля расхода жидкости.
Зависимость общего объема жидкости V, прошед-
шей через границу Γ4, от времени определяется
вязкостью жидкости η, перепадом давления ∆p и
частотой пьезоэлемента f . Если жидкость с вязко-

стью η1 имеет расход Q1 при перепаде давления
∆p1, то жидкость с вязкостью η2 при перепаде дав-
ления ∆p2 и той же частоте будет иметь расход Q2:

Q2 =
η1

η2

∆p2

∆p1
Q1,

как при течении в трубе, так и при течении через
гидродинамическое сопротивление (см. [7]).

С ростом частотыпьезоэлемента скоростьжид-
кости в области деформации канала растет, следо-
вательно, растет и давление pc в области централь-
ного поперечного сечения канала. Направление
течения жидкости на входе и выходе канала зави-
сит от знака разностей давлений p1 − pc и pc − p2
соответственно.
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Рис. 7. Суммарный объем воды, протекающий через правую границу Γ4 (а), давление в центре канала (б) и расход
жидкости (в) при режиме течения PII для ∆p = 50 Па и различных значений частоты f : 0.75 кГц (◦); 1 кГц (�);
1.25 (×). На левом графике черная линия обозначает данные для пуазейлевского течения в трубе. На среднем
графике верхняя пунктирная линия обозначает давление p1 = 50 Па на входе, а нижняя — давление p2 = 0
Па на выходе канала
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На рис. 7(а) показан суммарный объем жид-
кости V, протекшей через правую границу Γ4, от
времени для трех различных значений частоты f .
Видно, что для частоты f = 1 кГц при сжатии пье-
зоэлемента объем вытекшей жидкости растет, по-
скольку разность давлений в центре и на правой
границе канала pc − p2 > 0 (см. рис. 7(б)), а при со-
кращении— расход малый (pc− p2 ∼ 0) и на графи-
ке образуется «плато» — суммарный объем жидко-
сти остается практически постоянным (V ≡ const)
в течении некоторого промежутка времени. Более
наглядно это показано на рис. 7(в). Объем жид-
кости соответствует площади под кривой расхода
жидкости. Во время сжатия пьезоэлемента (пер-
вая половина периода, зеленая заливка) протекает
больше жидкости, чем при расширении (вторая по-
ловина периода, желтая заливка). Отношение пло-
щадей соответствует соотношению объемов про-
текающей жидкости (в рассматриваемом случае
отношение примерно равно 5.2), что и проводит
к появлению «плато». Если частота уменьшается
(например, на рис. 7 приведены данные для ве-
личины f = 0.75 кГц), то значение pc > p2 весь
период, т.е. расход жидкости всегда положителен и
«плато» отсутствует. С ростом частоты ( f = 1.25 кГц
на рис. 7) при сжатии пьезоэлемента объем растет,
т.к. pc − p2 > 0, а при сокращении расход отрица-
тельный (pc − p2 < 0), в этом случае направление
течения жидкости меняется, а суммарный расход
жидкости падает.

При моделировании дозатора жидкости одной
из актуальных является задача определения часто-
ты для заданного перепада давления, при которой
во время сжатия пьезоэлемента расход жидкости
будет практически отсутствовать («плато» на гра-
фике при f = 1 кГц, рис. 7). Сам же перепад дав-
ления должен выбираться таким образом, чтобы
за заданный интервал времени через правую гра-
ницу протекал объем жидкости, необходимый для
образования капли. Например, для ∆p = 50 Па,
f = 1 кГц за период колебаний выдавливается
капля объемом 0.25 пл (характерные размеры ка-
пель создаваемые в микрофлюидных устройствах
составляют от 0.05 пл до 1 нл [11]). Объем форми-
руемой капли находится в обратной зависимости
от частоты колебаний пьезоэлемента.

Для сравнения на рис. 7(а) приведен объем
жидкости от временидляпуазейлевского течения в
трубе (черная линия). Видно, что объемыв среднем
за весь период течения в трубе и осциллирующем
гидросопротивлении практически совпадают. Во
время сжатия пьезоэлемента объем выше, чем в
трубе, за счет выдавливания дополнительного объ-
ема при деформации пьезоэлемента, а при сжатии
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Рис. 8. Суммарный объем воды, протекающий через
правую границу Γ4, при режиме течения PII
для ∆p = 50 Па и f = 1 Гц (зеленая пунк-
тирная линия) для пуазейлевского течения в
трубе (черная сплошная линия).

пьезоэлемента расход жидкости низкий и объем
жидкости приближается к объему пуазейлевского
течения.

Для объяснения того, что объем жидкости при
течении через канал с действующим пьезоэлемен-
том выше, чем при течении в трубе, заметим сле-
дующее: колебание пьезоэлемента добавляет энер-
гию в систему и скорость течения при сжатии уве-
личивается, а при расширении заполнение объема
происходит в основном за счет всасывания жидко-
сти через левый конец трубки. На рис. 7(б) видно,
что в моменты времени, когда pc − p2 ≈ 0 (течение
жидкости в правой половине трубки практически
отсутствует), имеет место p1 − pc > 0 (в левой по-
ловине жидкость течет в положительном направ-
лении). Уменьшение скорости движения жидко-
сти в правой половине трубки происходит благо-
даря инерции жидкости, это и приводит к тому,
что справа в канал попадает значительно мень-
ший объем жидкости, чем слева. Асимметрия объ-
ясняется тем, что жидкость течет в положитель-
ном направлении и характерное время релаксации
скорости τu сравнима с обратной частотой сжатия
пьезоэлемента (τu ∼ 1/ f = 1/(1 кГц)).

В подтверждение этого факта рассмотрим слу-
чай, когда 1/ f � τu. На рис. 8 показана зависи-
мость, аналогичная представленной на рис. 7, но
при частоте f = 1 Гц. Видно, что в среднем за пери-
од через трубку с пьезоэлементом протекает мень-
ший объем жидкости, чем через обычную трубу
того же радиуса.
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4. Заключение
Вработе исследованыразличные режимытече-

ния жидкости через трубку круглого сечения, сжи-
маемую пьезоэлементом по периодическому зако-
ну. Деформация трубки под воздействием пьезо-
элемента рассчитывалась уравнениями линейной
теории упругости для граничных условий Дирихле
и Неймана. Показано, что подбором давления Pp
пьезоэлемента на внешнюю часть трубки можно
получить такую же деформацию внутренней части
трубки, как и при задании перемещения поверх-
ности контакта внутрь на определенную величину
∆d (зависимость является линейной), что означает
взаимозаменяемость рассматриваемых граничных
условий.

Было изучено два режима течения жидкости
в деформированной трубке: вход трубки закрыт,
течение индуцируется деформацией трубки; оба
конца открыты, течение индуцируется как дефор-
мацией трубки, так и приложенным к слою пере-
падом давления. Первый режим позволяет прове-
сти тестирование компьютерной модели, а вто-
рой — предложить механизм дозирования жид-
кости управляемый двумя параметрами: часто-
той сжатия пьезоэлемента и величиной перепада
давления.

Получены следующие результаты:

• расход жидкости зависит от частоты сжатия
пьезоэлемента и, если перепад давления отсут-
ствует, не зависит от физических параметров
жидкости. Это теоретически дает возможность
реализации гидравлического микропривода с
линейной «механической» (расходной) харак-
теристикой;

• под действием перепада давления к периоди-
ческой составляющей расхода жидкости добав-
ляется постоянная составляющая обратно про-
порциональная вязкости жидкости;

• показано, что подбором параметров (часто-
та, перепад давления) можно получить режим

течения, соответствующий выдавливанию ка-
пель. С ростом частоты объем выдавливаемой
за период капли уменьшается.
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The flow of a liquid through a tube deformed by a piezoelectric cell under a harmonic law is studied in this paper.
Linear deformations are compared for the Dirichlet and Neumann boundary conditions on the contact surface of the
tube and piezoelectric element. The flow of fluid through a deformed channel for two flow regimes is investigated: in
a tube with one closed end due to deformation of the tube; for a tube with two open ends due to deformation of the
tube and the differential pressure applied to the channel. The flow rate of the liquid is calculated as a function of the
frequency of the deformations, the pressure drop and the physical parameters of the liquid.
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Численное моделирование динамики пузырьков в
центральной области стримера1

Аганин А.А., Давлетшин А.И., Халитова Т.Ф.

Институт механики и машиностроения — обособленное структурное подразделение ФИЦ КазНЦ РАН, Казань

Разработаны математическая модель и методика расчета сильного расширения–сжатия кавитационных пузырь-
ков, находящихся в центральной области стримера, где пузырьки остаются практически неподвижными. По
существу данные модели и методики представляют собой эффективное сочетание созданных ранее авторами
моделей и методик для расчета динамики взаимодействующих слабонесферических пузырьков в стримере
и динамики одиночного осесимметричного пузырька. Первые применяются на стадиях расширения и низко-
скоростного сжатия, где гидродинамическое взаимодействие пузырьков существенно, вторые — в финальной
высокоскоростной стадии сжатия пузырьков, где оно несущественно. Приведен пример, иллюстрирующий особен-
ности применения разработанных модели и методики расчета в случае простейшего стримера из трех пузырьков.
Показано, что при сильном расширении–сжатии изначально сферического кавитационного пузырька наличие со-
седних пузырьков может существенно отклонять динамику пара в его полости от аналогичного случая одиночного
пузырька.

Ключевые слова: кавитационный пузырек, гидродинамическое взаимодействие пузырьков, ударные волны,
деформация пузырьков

1. Введение
Одной из привлекательных особенностей

динамики пузырьков в жидкости является воз-
можность достижения в них очень высоких
термодинамических параметров (давлений,
плотностей и температур). Экспериментально
установлено [1], что на режиме периодического
свечения одиночного пузырька внутри него
кратковременно может возникать плазма с темпе-
ратурой более 16000 K. О достижении еще более
высоких параметров в кавитационных пузырьках
сообщается в ряде публикаций Талиархана с
соавторами [2, 3]. Возможность реализации в
пузырьках очень высоких температур можно

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект№ 16-01-
00433).

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Аганин А.А.
c© Давлетшин А.И.
c© Халитова Т.Ф.

использовать, например, в сонохимии [4] для
интенсификации химических реакций.

Наиболее высокие параметры в пузырьке
достигаются тогда, когда его форма в ходе
коллапса остается близкой к сферической, а внут-
ри него в финальной стадии коллапса возникают
близкие к сферическим радиально-сходящиеся
ударные волны [5]. Схождение и фокусировка
таких волн и приводит к достижению очень
высоких значений температуры, плотности и
давления в небольшой центральной области
пузырька. Большие отклонения формы пузырька
или возникающей в нем ударной волны от сфери-
ческой могут значительно снизить достигаемые
в пузырьке максимумы термодинамических
параметров (большая несферичность пузырька
может даже привести к разрушению его целост-
ности при коллапсе). Считается [6], что наиболее
высоких степеней сжатия среды в пузырьке можно

http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.002
http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.002
https://doi.org/10.21662/mfs2018.3.002
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добиться в том случае, когда пузырек находится в
центральной области кластера. Это объясняется, в
частности, тем, что сжимающее пузырек давление
в центральной области кластера оказывается,
выше, чем на периферии.

С учетом вышеизложенного для оценки воз-
можности достижения в пузырьках высоких тер-
модинамических параметров важную роль играет
анализ уровня их деформаций и влияния этих де-
формаций на динамику содержимого кавитацион-
ныхпузырьков вфинале сжатия. Для оценки эволю-
ции малых деформаций одиночных пузырьков на
режиме их сильного сжатия можно воспользовать-
ся моделями работ [7,8], а для немалых деформа-
ций поверхности одиночных пузырьков и возника-
ющих в них ударных волн на режиме сильного сжа-
тия — моделями работ [9,10]. Представляется, что
возможности проведения подобных оценок для пу-
зырьков, находящихся в кластере, значительно бо-
лее ограничены. Модели динамики пузырьков, ко-
торыми можно было бы воспользоваться для таких
оценок в общем случае, когда кластер пузырьков
является трехмерным (пространственным), авто-
рам неизвестны. Вместе с тем приближенные оцен-
ки влияния соседних пузырьков в трехмерном кла-
стере можно получить, используя вместо кластера
стример, под которым понимается ряд пузырьков,
распложенных на одной прямой. Отметим, что об-
разование стримеров наблюдалось в эксперимен-
тах по акустическому сверхсжатию кавитационных
пузырьков в дейтерированном ацетоне [11]. В слу-
чае стримера проведение указанных оценок упро-
щается, поскольку трехмерная задача взаимодей-
ствия пузырьков в кластере общего вида при пере-
ходе к стримеру сводится к двумерной (осесиммет-
ричной). Для оценкималых деформаций кавитаци-
онных пузырьков в стримере при их однократном
сильном совместном расширении–сжатии можно
воспользоваться моделью работы [12]. Однако эта
модель не может дать ответ на вопрос о том, что
происходит в этом случае внутри пузырька в фи-
нале его сжатия. Еще более открытым остается во-
прос о динамике пузырька в случае его немалых
деформаций в конце коллапса.

В настоящей работе предлагаютсяматематиче-
ская модель и методика расчета динамики кавита-
ционных пузырьков, находящихся в центральной
области стримера, в том случае, когда деформа-
ции пузырьков в конце их сильного коллапса могут
быть и немалыми. Центральная область стримера
отличается от периферийной тем, что пузырьки в
ней остаются практически неподвижными. Пред-
лагаемые модель и методика по существу пред-
ставляют собой эффективное сочетание моделей

и методик расчета динамики взаимодействующих
пузырьков работы [13] и динамики одиночного
пузырька работы [9]. Эффективность такого соче-
тания обусловлена учетом особенностей задачи.
На стадии низкоскоростного расширения и сжа-
тия гидродинамическое взаимодействие пузырь-
ков существенно влияет на эволюцию их формы,
в то время как пузырьки остаются близкими к го-
мобарическим, а деформации их поверхности —
малыми. Это позволяет использовать здесь эконо-
мичную упрощенную модель динамики пузырька
работы [13]. В финальной высокоскоростной ста-
дии сжатия пузырьков важно учитывать сжимае-
мость жидкости, неоднородность пара в пузырь-
ках, испарение и конденсацию на межфазной по-
верхности, образование и фокусировку несфери-
ческих ударных волн в центральной области пу-
зырька, а взаимодействие пузырьков наоборот уже
несущественно. С учетом этого в финальной высо-
коскоростной стадии сжатия для пузырьков при-
меняется модель динамики одиночного осесим-
метричного пузырька [9]. Ее применение требу-
ет гораздо больших затрат компьютерного време-
ни, чем применение упрощенной модели, поэто-
му предлагается использовать ее лишь в финале
сжатия. Приведен пример применения разработан-
ных модели и методики для расчета динамики цен-
трального пузырька при его сильном расширении–
сжатии в простейшем стримере, состоящем из трех
пузырьков.

2. Постановка задачи и математиче-
ская модель
Рассматривается однократное сильное сов-

местное расширение–сжатие кавитационных (па-
ровых) пузырьков в стримере в результате умень-
шения и последующего увеличения давления жид-
кости по гармоническому закону. Стример состо-
ит из изначально одинаковых кавитационных пу-
зырьков, равноудаленных от соседних, с центра-
ми, расположенными на одной прямой. Основное
внимание направлено на пузырьки, расположен-
ные в центральной области стримера. При доста-
точно большом количестве пузырьков пузырьки в
центральной области стримера являются практи-
чески неподвижными. Неподвижным остается и
центральный пузырек стримера из относительно
небольшого нечетного количества пузырьков. Это
объясняется тем, что воздействие ближайших сосе-
дей, расположенных по разные стороны, является
одинаковым по величине, но противоположным
по направлению.

Рассматриваемый стример является простей-
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Рис. 1. Стример из 3-х одинаковых пузырьков (i — но-
мера пузырьков, d — расстояние между цен-
трами пузырьков, Ri — их радиус)

шей моделью, позволяющей оценить закономер-
ности динамики пузырьков в центральной области
кластеров, в частности, наблюдаемых в экспери-
ментах по акустической кавитации дейтерирован-
ного ацетона [2,3,11].

Минимальное число пузырьков в стримере
равно трем (рис. 1). В таком стримере группа
центральных неподвижных пузырьков состоит
лишь из одного пузырька. Два других (периферий-
ных) пузырька являются подвижными. Они сме-
щаются относительно центрального со скоростью,
одинаковой по модулю, но противоположной по
направлению.

3. Основные положения математиче-
ской модели и методики расчета
На наиболее продолжительной низкоскорост-

ной стадии, включающей совместное расширение
пузырьков и большую часть их сжатия, где суще-
ственно гидродинамическое взаимодействие пу-
зырьков (рис. 2, промежуток времени до отмечен-
ного точкой момента), используется обобщение
модели совместной динамики двух пузырьков [13]

на случай их произвольного количества с центрами
на одной прямой. Искажения сферичности пузырь-
ков в этой модели считаются малыми, так что урав-
нение поверхности пузырьков F(ri, θi, t) = Fi = 0
(1 6 i 6 K, K — число пузырьков в стримере) пред-
ставляется в виде:

Fi = ri − Ri(t)−
N

∑
n=2

ani(t)Pn(cos θi) = 0, (1)

где ri, θi — радиальная и широтная координаты
сферической системы отсчета с началом в центре
i-го пузырька; Ri — радиус i-го пузырька; ani — ам-
плитуда отклонения формы i-го пузырька от сфе-
рической в виде осесимметричной сферической
гармоники с номером n; Pn — полином Лежандра
степени n;N—максимум срединомеров гармоник,
определяющих форму пузырьков. Несферичность
пузырьковмала, так что |εni| � 1, где εni = ani/Ri —
безразмерная амплитуда отклонения.

Эффекты теплопроводности и испаре-
ния/конденсации учитываются упрощенно:
давление внутри пузырьков полагается постоян-
ным и равным давлению насыщенных паров при
температуре окружающей жидкости. Влияние
сжимаемости жидкости, неоднородности давления
в паре, завихренности жидкости, плотности пара
на деформацию пузырьков не учитывается в силу
малости. В рамках данных допущений динамика
взаимодействующих пузырьков описывается
следующей системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно радиусов
пузырьков Ri, координат их центров zi и амплитуд
отклонений их формы от сферической ani в виде
сферических гармоник:
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j żja2j

)′
10sijd2

ij

+ ψ0i + ∆i,

(2)

(
1− 7ε2i

5

)
Ri z̈i + 3

(
1− 4ε2i

5

)
Ṙi żi −

9żi ȧ2i
5
−

N

∑
m=2

9Θ̄1,3
m12ż2

i εmi

5
=

K

∑
j=1
j 6=i

[
−

3
(

B0jRi
)′

sijd2
ij

+

+
3
(

RiR3
j żj

)′
− 6B0jRi żj

d3
ij

+
9RiR3

j ż2
j

sijd4
ij

+
3
(

Ḃ0ja2i + 3B0j ȧ2i + 4B0jṘiε2i
)

5sijd2
ij

+
N

∑
m=2

18Θ̄1,3
m12B0j żiεmi

5sijd2
ij

]
+ ψ1i,

(3)
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1
n + 1

[
Ri äni + 3Ṙi ȧni − (n− 1) R̈iani −

3
2

N

∑
m=2

(
Θ2/3,n−2

m1n z̈iami − Θ̄1,2
m1n żi ȧmi

)]
+

9α11n ż2
i

8
−

−3żi
2

N

∑
m=2

[
3
2

(
m+1

∑
γ=0

Θ̄1,2
m1γβγ1n

γ+ 1
− χm11n

)
żiεmi+

βm1n
(
ȧmi + 2Ṙiεmi

)
m + 1

]
+

(n− 1) (n + 2) σεni
ρ0Ri

=

=
K

∑
j=1
j 6=i

9β11nB0j żi

4sijd2
ij
−

9β11nR3
j żi żj

4d3
ij

−
5β21nRiB0j żi

2d3
ij

+
15β21nRiR3

j żi żj

4sijd4
ij

+
21β31nR2

i B0j żi

8sijd4
ij

+

+
K

∑
k=1
k 6=i

9β11nB0jB0k

8sijsikd2
ijd

2
ik

+
9α11nB0j żiε2i

10sijd2
ij

−
N

∑
m=2

3Θ̄1,2
m1n

(
B0jami

)′
2sij (n + 1) d2

ij
−

Θ2,m+1
m1n B0j

(
ȧmi + 2Ṙiεmi

)
2sij (m + 1) d2

ij
−

−
3B0j żiεmi

2sijd2
ij

m+1

∑
γ=0

2Θ1/2,γ+1
γ1n Θ̄1,2

m1γ

γ+ 1
− 3χm11n

+
5
(

R2
i B0j

)′
3d3

ij
δ2n−

−
7
(

R3
i B0j

)′
4sijd4

ij
δ3n −

5
(

R2
i R3

j żj

)′
+ 10R2

i B0jsijḋij

2sijd4
ij

δ2n

+ ψni.

(4)

Здесь точка сверху и штрих означают производ-
ную по времени; p∞ — давление жидкости на
большом удалении от пузырьков; pi — давление
внутри i-го пузырька; σ — коэффициент поверх-
ностного натяжения; ρ0 — плотность жидкости;
dij = |zi − zj| — расстояние между центрами i-го
и j-го пузырьков; B0i = −R2

i Ṙi; sij = (zi − zj)/dij,
Θn,k
γ1ς = nkαγ1ς + βγ1ς; Θ̄n,k

γ1ς = nkαγ1ς − βγ1ς;
βγ1ς = [γ(γ+ 1) + 2− ς(ς+ 1)]αγ1ς/2; δnm — символ
Кронекера;

αγ1ς =
2ς+ 1

2

1∫
−1

ηPγ(η)Pς(η)dη;

χγ11ς =
2ς+ 1

2

1∫
−1

(1− η2)PγPςdη;

ψ0i, ψ1i, ψni, ∆i — поправки, учитывающие влия-
ние вязкости и сжимаемости жидкости. Эффекты
вязкости жидкости учитываются в предположении
потенциальности ее движения [14].Тогда поправки
ψ0i, ψ1i, ψni определяются следующим образом:

ψ0i = −
4νṘi

Ri
, ψ1i = −

12ν
Ri

[
żi (1− ε2i) +

+
K

∑
j=1
j 6=i

(
B0j

sijd2
ij
−

R3
j żj

d3
ij
−

B0jε2i

sijd2
ij

) ,

ψni = −
2ν
Ri

[
(n + 2)ȧni + 2(n− 1)Ṙiεni+

+
N

∑
m=2

3nΘ̄2/n,n−2
m1n żiεmi

2
−

−
K

∑
j=1
j 6=i

(
10RiB0j

d3
ij

δ2n −
21R2

i B0j

sijd4
ij

δ3n−

−
15RiR3

j żj

sijd4
ij

δ2n −
N

∑
m=2

3nΘ̄2/n,n−2
m1n B0jεmi

2sijd2
ij

)]
,

где ν = µ/ρ0, µ — коэффициент динамической
вязкости жидкости. Эффект сжимаемости жидко-
сти предполагается малым, а потому описывается
без учета деформаций и взаимодействия пузырь-
ков [15]. При таком предположении поправка на
сжимаемость∆i определяется следующимобразом:

∆i =
Ṙi
c0

(
RiR̈i +

Ṙ2
i

2
+

ż2
i

4
+

pi − p∞

ρ0

)
+

+
Ri
c0

(
żi z̈i
2

+
ṗi − ṗ∞

ρ0
− 4νR̈i

Ri

)
,

(5)

где c0 —невозмущенная скорость звука в жидкости.
Система уравнений (2)–(4) решается численно

высокоточным методом Дормана–Принса [16].
В финальной стадии сжатия (рис. 2, промежу-

ток времени после отмеченного точкой момента)
за счет сильного уменьшения размеров пузырь-
ков взаимодействие между ними становится несу-
щественным, распределение параметров пара в
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Рис. 2. Типичное изменение радиуса центрального
пузырька при его расширении–сжатии. Верти-
кальной линией указана граница между рас-
ширением и сжатием, а точкой — момент,
после которого влияние соседних пузырьков
несущественно

пузырьках — все более неоднородным, внутри пу-
зырьков могут зарождаться радиально сходящие-
ся ударные волны. На процесс сжатия оказывают
влияние и такие эффекты, как нестационарная теп-
лопроводность пара и жидкости, неравновесные
испарение и конденсация на межфазной поверхно-
сти. Кроме того, необходимо принимать во внима-
ние немалость деформаций поверхности пузырька,
несферичность динамики пара в пузырьке, в том
числе и возникающих в нем ударных волн. С уче-
том этого в финальной высокоскоростной стадии
сжатия для пузырьков применяется модель дина-
мики одиночного осесимметричного пузырька [9].
Она является обобщением одномерной модели ра-
боты [6] и представляет собой следующую систему
уравнений газовой динамики:

dρ
dt

+ ρ∇ · u = 0,

ρ
du
dt

+∇p = 0,

ρ
dE
dt

+∇ · (pu− κ∇T) = 0,

(6)

замыкаемых широкодиапазонными уравнениями
состояния жидкости и пара вида p = p(ρ, T), e =
e(ρ, T) в форме Ми–Грюнайзена [6]. Здесь ρ— плот-
ность; u — скорость частицы среды; p — давление;
E = e+ u2/2—удельная полная энергия; e—удель-
ная внутренняя энергия; T — температура; κ— ко-
эффициент теплопроводности.

Граничные условия на поверхности пузырька

имеют вид:

ρ
+(D− u+) · n = ρ

−(D− u−) · n = j,

p+ = p− , T+ = T−,(
κ

∂T
∂r

)+

−
(
κ

∂T
∂r

)−
= jl,

(7)

где D = D · n — скорость смещения элемента по-
верхности пузырька; n — внешняя единичная нор-
маль; l — теплота парообразования; j — интенсив-
ность фазовых превращений (испарения или кон-
денсации), отнесенная к единице времени и еди-
нице поверхности. Верхний знак «+» означает от-
ношение к стороне жидкости, «−» — к стороне газа.
Интенсивность фазовых преобразований j опреде-
ляется по формуле Герца–Кнудсена–Ленгмюра [6].
Зависимости κ(T), l(T) представляют собой ап-
проксимации экспериментальных данных.

На большом удалении от пузырька имеем
p = p∞, T = T∞.

Уравнения (6)–(7) записываются в подвижных
координатах относительно сферической или ци-
линдрической неподвижных систем отсчета. При
этом сферическая система отсчета используется
при малой и умеренной несферичности динамики
пара в пузырьке, а при большой несферичности
(определяется по уровню несферичности ударной
волны) осуществляется переход к цилиндрической
системе отсчета. При использовании сферической
системы отсчета применяются радиально расходя-
щиеся сетки. Вмомент перехода к цилиндрической
системе в центральной части пузырька эти сетки
меняются на близкие к декартовым. Решение на-
ходится с помощью эффективной модификации
метода С.К. Годунова, имеющей второй порядок
точности [9].

4. Иллюстрация применения
Покажем применение предлагаемой методи-

ки на примере динамики центрального пузырька
в простейшем случае стримера, когда он состоит
из трех одинаковых пузырьков (рис. 1). Посколь-
ку центральный пузырек в таком стримере лишь
один, соответствующий индекс «2» далее опуска-
ется (R2, εn,2 и т.д. заменяется на R, εn и т.д.). Кро-
ме того, в силу равенства расстояний между со-
седними пузырьками (d12 = d23) вместо d12, d23
используется d.

4.1. Входные данные
Жидкость — ацетон при температуре

T∞ = 273 К. В начальный момент времени
t = 0 все три пузырька стримера одинаковые
сферические, с радиусом 5 мкм, заполнены паром
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ацетона, находящимся в состоянии насыщения с
давлением pi = 0.09 бар. Давление жидкости p∞
меняется по гармоническому закону

p∞ = p0 − pa cosωt,

с амплитудой pa = 15 бар и частотой
ω = 2π× 19.3 кГц относительно статического
давления p0 = 1 бар. Сначала следует фаза пони-
жения давления, а затем фаза его повышения, в
результате чего пузырьки первоначально расши-
ряются, а затем сжимаются. Начальное расстояние
между центральным и соседними пузырьками
равно семи радиусам центрального пузырька
в момент его максимального расширения (что
соответствует d(0) ≈ 3 мм).

4.2. Влияние взаимодействия пузырьков при
их коллапсе

Первымшагомприприменениипредлагаемой
методики является определение момента времени
tcr на стадии коллапса центрального пузырька (т.е.
tcr > tmax, где tmax — момент максимального рас-
ширения центрального пузырька, отмеченный на
рис. 2 вертикальной линией), после которого вли-
яние взаимодействия пузырьков несущественно.
Для этого применяется модель взаимодействую-
щих пузырьков (1)–(5). При этом сначала рассчиты-
вается расширение–сжатие пузырьков в стримере
до завершения сжатия одного из пузырьков. Далее
проводится серия аналогичных расчетов по этой
жемодели, но с отключением взаимодействиямеж-
ду пузырьками в некоторый момент t∗ стадии их
сжатия (т.е. t∗ > tmax). Момент отключения вза-
имодействия t∗ последовательно удаляется от на-
чала стадии сжатия (т.е. от момента tmax) до тех
пор, пока динамика центрального пузырька при
включенном и выключенном взаимодействиях пу-
зырьков не окажется близкой, что оценивается со-
поставлением временных зависимостей радиуса
центрального пузырька R(t) и амплитуд отклоне-
ний его формы от сферической an(t).

На рис. 3 показано влияние момента отклю-
чения взаимодействия пузырьков на временные
зависимости радиуса центрального пузырька и ам-
плитуды отклонения его формы от сферической
в виде второй поверхностной гармоники (ампли-
туды других отклонений в рамках модели (1)–(5)
отсутствуют) в ходе коллапса. Видно, что при от-
ключении в момент t∗ = t3 взаимодействие между
пузырьками несущественно. Это означает, что мо-
мент t3 можно принять в качестве момента tcr.

4.3. Уточнение радиальной составляющей
динамики среды в центральном пузырь-
ке в начальной стадии его коллапса

Следующимшагомприиспользованиипредла-
гаемой методики является уточнение радиальной
составляющей движения содержимого централь-
ного пузырька в начальной стадии его коллапса
(при tmax < t < tcr), где взаимодействие между
пузырьками существенно. Необходимость уточне-
ния обусловлена тем, что из-за малости влияния на
изучаемый процесс при tmax < t < tcr динамика
содержимого центрального пузырька в модели вза-
имодействующих пузырьков описывается весьма
приближенно (принимается, что пар в пузырьке
находится в состоянии насыщения с постоянным
давлением pi). Однако, при t > tcr динамика пара
в пузырьке становится значимой, так что для адек-
ватного описания необходимо уточнение в конце
начального интервала tmax < t < tcr. В частности,
на интервале tmax < t < tcr требуется коррект-
но описать изменение массы пара внутри пузырь-
ка, рост неоднородности распределения термоди-
намических параметров в полости пузырька. Для
этого используется одномерная (сферически сим-
метричная) версия модели динамики одиночно-
го пузырька (6)–(7). С ее применением на отрезке
tmax < t < tcr проводится расчет динамики цен-
трального пузырька (начальные данные определя-
ются результатами численного решения по модели
взаимодействующих пузырьков в момент t ≈ tmax).
Это позволяет уточнить сферическую составляю-
щую динамики пара в центральном пузырьке в
начале финальной стадии коллапса пузырька (в
момент t ≈ tcr), где влияние взаимодействия меж-
ду пузырьками несущественно. Вместе с тем, при
одних и тех же входных данных, динамика оди-
ночного пузырька на отрезке tmax < t < tcr может
отличаться от динамики центрального пузырька в
стримере, где пузырьки взаимодействуют. Так, на
рис. 3 видно, что зависимости R(t), рассчитанные
с учетом и без учета взаимодействия пузырьков
с момента t1 до конца коллапса, довольно сильно
расходятся. В настоящей работе за критерий близо-
сти динамики одиночного пузырька и центрально-
го пузырька в стримере принимается близость их
радиальных зависимостей R(t). Удовлетворить это-
му условию можно по-разному, например, слегка
изменив условия коллапса одиночного пузырька
(температуру жидкости, ее давление, начальный
радиус пузырька). В настоящей работе с этой целью
варьируется давление жидкости p∗∞ на внешней
границе расчетной области, причем при коллапсе
(при t > tmax) оно считается постоянным. Значение
p∗∞ подбирается путем проведения серии расчетов
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а) б)

Рис. 3. Изменение радиуса центрального пузырька (a) и деформаций его поверхности в виде второй поверхностной
гармоники (б) в ходе коллапса этого пузырька с учетом взаимодействия с соседними пузырьками (сплошные
кривые) и без его учета (пунктирные кривые), начиная с моментов времени и t1 − t3, указанных точками

по модели одиночного пузырька до тех пор, пока
временная зависимость радиуса центрального пу-
зырька R(t) на отрезке tmax < t < tcr не окажется
достаточно близкой к аналогичной зависимости
радиуса центрального пузырька по модели взаи-
модействующих пузырьков.

На рис. 4 продемонстрировано, что времен-
ные зависимости радиуса центрального пузырька
в ходе его коллапса до момента tcr, рассчитанные
по модели взаимодействующих пузырьков (1)–(5)
и по одномерному (сферически симметричному)
варианту модели динамики одиночного пузырь-

Рис. 4. Изменение радиуса центрального пузырька
в ходе его коллапса до момента tcr по мо-
дели взаимодействующих пузырьков (1)–(5)
(сплошная красная кривая) и по одномерной
версии модели одиночного пузырька (6)–(7)
при p∗∞ = 12.9 бар (штриховая черная кривая)

ка (6)–(7) при p∗∞ = 12.9 бар, являются достаточ-
но близкими. Это означает, что для уточнения ра-
диальной составляющей динамики центрального
пузырька на отрезке tmax < t < tcr, где взаимо-
действие пузырьков существенно, можно исполь-
зовать результаты расчетов динамики пузырька по
одномерному (сферически симметричному) вари-
анту модели динамики одиночного пузырька при
давлении жидкости p∞ = p∗∞ = 12.9 бар.

4.4. Квазиодномерная аппроксимация на-
чальной стадии коллапса пузырька

Завершающим шагом при использовании
предлагаемой методики является переход к моде-
ли динамики одиночного осесимметричного пу-
зырька (6)–(7) в момент t = tcr. Входные данные
для этой модели (двумерные поля давления, плот-
ности, температуры как в жидкости, так и в паре,
форма межфазной поверхности и другие необхо-
димые характеристики) определяются по результа-
там расчетов сферической составляющей по одно-
мерному варианту этой модели и несферической
составляющей по модели взаимодействующих пу-
зырьков. Фактически здесь происходит переход
от квазиодномерного моделирования к полностью
двумерному.

Возможность такого перехода иллюстрируют
рис. 5 и 6, на которых сопоставляются результа-
ты расчетов коллапса одиночного пузырька, полу-
ченные с применением квазиодномерной модели
до момента tcr с последующим переходом на дву-
мерную модель, с результатами расчетов этой же
задачи с использованием двумерной модели с са-
мого начала коллапса. Как и в разделе 3.1, началь-
ные условия (параметры сферической и несфери-
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а) б)

Рис. 5. Изменение радиуса пузырька (a) и деформаций его поверхности в виде второй поверхностной гармоники (б)
в ходе коллапса одиночного пузырька при его расчете с применением двумерной модели (сплошные зеленые
кривые) и с использованием квазиодномерной модели при t 6 tcr и двумерной при t > tcr (штриховые
черные кривые). Момент t′ соответствует данным рис. 6

a) б)

Рис. 6. Поля давления и температуры в пузырьке и окружающей жидкости в момент времени t′ (указан на рис. 5),
t′ > tcr , финальной стадии коллапса пузырька при его расчете с применением двумерной модели (a) и с
использованием квазиодномерной модели при t 6 tcr и двумерной при t > tcr (б). Жирная черная линия —
поверхность пузырька

ческой составляющих) соответствуют результатам
расчетов стадии расширения пузырьков по модели
с учетом их взаимодействия. Аналогично разделу
3.2 при квазиодномерном моделировании коллап-
са сферическая составляющая рассчитывается по
одномерному варианту модели динамики одиноч-
ного пузырька, несферическая — по модели вза-
имодействующих пузырьков, но без учета их вза-
имодействия, а давление жидкости при коллапсе
полагается постоянным и равным p∗∞ = 12.9 бар.
Рис. 5 и 6 показывают, что погрешности использу-
емого в методике перехода от квазиодномерного

моделирования к двумерному вполне приемлемы.

4.5. Динамика центрального пузырька при
однократном сильном расширении–
сжатии в стримере из трех пузырьков

Рис. 7 и 8 иллюстрируют ряд важных особенно-
стей динамики центрального пузырька при его од-
нократном сильном расширении–сжатии в стриме-
ре из трех пузырьков в принятых условиях. На боль-
шей части расширения и сжатия форма пузырька
определяется второй поверхностной гармоникой.
На рис. 7 видно, что в ходе расширения относитель-
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а) б)

Рис. 7. Изменение амплитуд деформаций центрального пузырька: (а) в виде второй поверхностной гармоники при
его расширении–сжатии, (б) в виде второй (красная кривая), четвертой (синяя кривая) и восьмой (зеленая
кривая) гармоник в финальной стадии сжатия. Вертикальной линией указана граница между расширением
пузырька и его сжатием, а точкой — момент, после которого влияние соседних пузырьков несущественно

Рис. 8. Изменение полей давления (слева) и температуры (справа) в центральном пузырьке и окружающей жидкости
в пять последовательных моментов времени tk , k = 1− 5 финальной стадии сжатия. Жирная черная линия —
поверхность пузырька. Числовые значения границ между цветами определяются по формуле fi = fm + ( fM −
fm) i/16, где i = 1, 2, . . . , 15, f ≡ p , T, а максимальные и минимальные значения p и T приведены в табл. 1
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Таблица 1

k tk, мкс pm, бар pM, бар Tm, К TM, К
1 31.282 0.08 36.7 273 362
2 31.629 2.9 140.5 273 444
3 31.760 5.8 2477 273 1382
4 31.765 6 3843 273 1938
5 31.770 6.8 6084 273 2257

ная амплитуда деформаций центрального пузырь-
ка |ε2| в виде второй поверхностной гармоники
(деформации по другим гармоника в рамках при-
нятой модели малы) монотонно возрастает, что
обусловлено влиянием соседних пузырьков. При
этом изначально сферический пузырек становится
все более сплюснутым вдоль оси симметрии z.

В ходе сжатия (рис. 7(а),(б)) величина |ε2| снача-
ла уменьшается до нуля, затем возрастает до неко-
торого максимума, после чего вновь падает до ну-
ля и вновь возрастает. Другими словами, пузырек
при сжатии из сплюснутого превращается в сфе-
рический, затем в вытянутый вдоль оси z, после
чего вновь преобразуется в сферический, а далее —
вновь в сплюснутый.

В конце финальной стадии сжатия в силу нема-
лости деформаций поверхности пузырька в его
форму вносит вклад не только вторая, но и другие
гармоники. На рис. 7(б) представлено изменение
амплитуд трех наибольших по величине поверх-
ностных гармоник в финале сжатия: |ε2|, |ε4| и |ε8|.
Видно, что при t > 31.7 мкс амплитуда |ε4| пример-
но в 3 раза меньше, чем |ε2|, а |ε8| в 10 раз меньше,
чем |ε2|.

На рис. 8 видно, что в момент 1 финальной
стадии сжатия поверхность пузырька, поля дав-
ления и температуры в пузырьке и окружающей
жидкости близки к сферическим. Затем их несфе-
ричность довольно быстро и сильно нарастает. При
этом нарастает и неоднородность как по угловой
координате, так и в радиальном направлении. К
моменту 3 пузырек становится сплюснутым, что
соответствует росту амплитуды деформаций пу-
зырька по второй гармонике. Дальнейшее увели-
чение сплюснутости приводит к образованию вмя-
тин (моменты 4–5). Форма этих вмятин опреде-
ляется в большей степени гармоникой с номером
n = 4 и в меньшей степени гармониками с n = 6, 8.
В полости пузырька к моменту 4 сформировалась
сильно несферическая сходящаяся к центру удар-
ная волна с неоднородным распределением дав-
ления и температуры по ее фронту. Последующая
фокусировка волны оказывается весьма далекой
от сферической. В частности, начинающееся в мо-

мент 5 смыкание полости перед фронтом ударной
волны реализуется в виде столкновения двух близ-
ких к плоским ударных волн. Эти волны распро-
страняются навстречу друг к другу вдоль прямой,
проходящей через центры пузырьков. Очевидно,
что достигаемые при такой фокусировке макси-
мальные степени сжатия будут намного ниже, чем
при чисто сферической фокусировке.

Таким образом, показано, что при сильном
расширении–сжатии изначально сферического ка-
витационного пузырька при наличии соседних пу-
зырьков динамика пара в его полости может су-
щественно отклоняться от того, что реализуется
внутри аналогичного одиночного пузырька.

5. Заключение
Разработаны математическая модель и мето-

дика расчета сильного расширения–сжатия кавита-
ционных пузырьков, находящихся в центральной
области стримера, где пузырьки остаются практи-
чески неподвижными. По существу данные моде-
ли и методики представляют собой эффективное
сочетание созданных ранее авторами для расчета
динамики взаимодействующих слабонесфериче-
ских пузырьков в стримере и динамики одиноч-
ного осесимметричного пузырька. Эффективность
такого сочетания обусловлена учетом особенно-
стей задачи. На стадии низкоскоростного расшире-
ния и сжатия гидродинамическое взаимодействие
пузырьков существенно влияет на эволюцию их
формы, в то время, как пузырьки остаются близ-
кими к гомобарическим, а деформации их поверх-
ности — малыми. Здесь применяется экономич-
ная упрощенная модель динамики слабонесфери-
ческих пузырьков. В финальной высокоскоростной
стадии сжатия пузырьков их взаимодействие несу-
щественно. Вместе с тем здесь нужно учитывать
сжимаемость жидкости, неоднородность пара в пу-
зырьках, испарение–конденсацию на межфазной
поверхности, образование и фокусировку несфе-
рических ударных волн в центральной области пу-
зырька. С учетом этого в финальной высокоско-
ростной стадии сжатия применяется модель дина-
мики одиночного осесимметричного пузырька.

Приведен пример, иллюстрирующий особен-
ности применения разработанных модели и мето-
дики для расчета динамики центрального пузырь-
ка при его сильном расширении–сжатии в простей-
шем стримере, состоящем из трех пузырьков. По-
казано, что при сильном расширении–сжатии из-
начально сферического кавитационного пузырька
наличие соседних пузырьков может существенно
отклонять динамику пара в его полости от анало-
гичного одиночного пузырька.
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Numerical simulation of bubble dynamics in central
region of streamer
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A mathematical model and a numerical technique for studying strong expansion and collapse of cavitation bubbles
located in the central region of a streamer where the bubbles are almost motionless are developed. They are
essentially efficient combinations of the models and techniques previously created by the authors for calculating
the dynamics of interacting weakly-non-spherical bubbles in a streamer and the dynamics of a single axisymmetric
bubble. The first model and technique are applied at the low-speed stage of expansion and compression of bubbles
where their hydrodynamic interaction is significant. The second ones are used at the final high-speed stage of
their collapse where the interaction is inessential. The simplest case of the streamer comprising three bubbles is
considered as an example to illustrate the features of the developed model and numerical technique. It is shown
that under the strong expansion and collapse of an initially spherical cavitation bubble, the presence of neighboring
bubbles can substantially deflect the bubble cavity vapor dynamics from what is realized inside a similar but single
bubble.
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Коллапс слабонесферического кавитационного
пузырька в ацетоне и тетрадекане1

Топорков Д.Ю.

Институт механики и машиностроения — обособленное структурное подразделение ФИЦ КазНЦ РАН, Казань

Исследуется коллапс слабонесферического кавитационного пузырька в ацетоне и тетрадекане. Радиус пузырька
500 мкм, температура и давление жидкости 293 К и 15 бар в случае ацетона и 663 К и 50 бар в случае тетрадекана.
Используется гидродинамическая модель, в которой учитывается сжимаемость жидкости, нестационарная тепло-
проводность пара и жидкости, неравновесный тепломассообмен на поверхности пузырька, несовершенство пара,
применяются реалистичные широкодиапазонные уравнения состояния. Установлено, что при коллапсе пузырька
и в ацетоне и тетрадекане в его полости возникают сходящиеся ударные волны, а максимальные значения
термодинамических параметров оказываются сравнимыми. Сравнение эволюции возмущения сферичности
пузырька и движения в его полости ударной волны позволяет предположить, что тетрадекан является более
благоприятной средой для реализации близкой к сферической кумуляции в пузырьке, чем ацетон.

Ключевые слова: коллапс пузырька, ударные волны, несферичность, возмущение сферической формы

1. Введение
Динамика пузырьков в жидкости представля-

ет большой интерес для науки и приложений из-
за возможности достижения в них высоких плот-
ностей, давлений и температур [1,2]. Экстремаль-
но высокие степени сжатия содержимого пузырь-
ков реализуются в финальной стадии схождения
формирующихся в их полости ударных волн. В ма-
лой центральной области пузырька в течение чрез-
вычайно короткого времени температуры и плот-
ности могут принимать значения, превышающие
107 K и 10 г/см3 соответственно [1–6]. Необходи-
мым условием достижения сверхсжатия содержи-
мого пузырька возникающей в нем сходящейся
ударной волной является близость ее формы к сфе-
рической вплоть до вхождения в малую централь-
нуюобласть пузырька. Как известно, ударная волна
вмомент своего образованияимеетформумежфаз-
ной поверхности. Таким образом, форма ударной
волны вблизи момента ее фокусировки зависит от

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда (проект№ 17-11-01135)

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Топорков Д.Ю.

изменения формы пузырька в ходе его коллапса.
Поэтому изучение эволюции возмущения сфери-
ческой формы пузырька является актуальным.

В [7] представлен критерий образования схо-
дящихся ударных волн в пузырьке при его кол-
лапсе. Согласно этому критерию более подходя-
щими для реализации ударных волн являются па-
рогазовые среды с большой молекулярной мас-
сой M и малым показателем адиабаты γ. С уче-
том этого, в работе [8] с применением приближен-
ной математической постановки проведено срав-
нение возможности возникновения ударных волн
в паровых пузырьках, коллапсирующих в ацетоне
(M = 58 г/моль, γ = 1.125), реализация суперсжа-
тия в котором была продемонстрирована в [6], и
значительно более тяжеломолекулярной жидкости
– тетрадекане (M = 198 г/моль, γ = 1.0265). Полу-
ченные приближенные оценки [8] показали, что
тетрадекан является более перспективной средой
для реализации сильного сжатия среды в коллап-
сирующих пузырьках по сравнению с ацетоном.
С учетом этого в настоящей работе с применени-
ем существенно более сложной по сравнению с [8]
математической модели анализируются возмож-

http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.003
http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.003
https://doi.org/10.21662/mfs2018.3.003
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ности реализации суперсжатия среды в кавитаци-
онном пузырьке в тетрадекане и проводится срав-
нение со случаем коллапса пузырька в ацетоне. Ис-
следуется эволюция возмущений сферичности пу-
зырька при его коллапсе в этих жидкостях.

2. Постановка задачи
Рассматривается коллапс слабонесферическо-

го кавитационного пузырька в безграничном объ-
еме неподвижной жидкости (ацетоне и тетраде-
кане). Температура T0 и давление p0 жидкости рав-
ны 293 К и 15 бар в случае ацетона и 663 К и 50 бар
в случае тетрадекана. В начале коллапса давление
пара в пузырьке с радиусом R0 = 500 мкм равно
давлению насыщения pS(T0) = 0.24 бар в ацетоне
и 10.3 бар в тетрадекане. Несферичность пузырька
считается малой.

Для описания движения пара и жидкости, из-
менения радиуса пузырька R(t) используется гид-
родинамическая модель [6,9], в которой динами-
ка пара и жидкости считается сферически сим-
метричной, учитывается сжимаемость жидкости,
нестационарная теплопроводность пара и жидко-
сти, неравновесный тепломассообмен на поверх-
ности пузырька, несовершенство пара, применяют-
ся реалистичные широкодиапазонные уравнения
состояния [10,11].

Для анализа роста несферичности пузырька
при коллапсе возмущение δ(t, θ,ϕ) его сфериче-
ской формы r = R(t) принимается в виде

δ(t, θ,ϕ) = εnm(t)Ynm(θ,ϕ). (1)

Здесь r, θ,ϕ – сферическая система координат с
началом отсчета в центре пузырька, εnm(t) =
anm(t)/R(t), anm(t) – амплитуда отклонения фор-
мыпузырька от сферической в видеповерхностной
сферической гармоники Ynm(θ,ϕ) степени n поряд-
ка m, |εnm| � 1. Для описания эволюции возмуще-
ния сферичности используется модель [9], соглас-
но которой амплитуда возмущения anm(t) описы-
вается обыкновенным дифференциальным урав-
нением второго порядка, в котором учитываются
влияние поверхностного натяжения, вязкости жид-
кости и, аналогично [12], эффект содержимого пу-
зырька. В дальнейшем индекс m опускается, так
как эволюция величины εnm от m не зависит. Пола-
гается, что в начале коллапса (при t = 0) an = an,0,
ȧn = 0.

3. Сжатие содержимого пузырька
На рис. 1 приведено изменение радиуса пу-

зырька при коллапсе в ацетоне и тетрадекане. В
обоих случаях в полости пузырьков в финальной

Рис. 1. Изменение радиуса пузырьков в ацетоне при
T0 = 293 К и p0 = 15 бар (кривая 1) и тетраде-
кане при T0 = 663 К и p0 = 50 бар (кривая 2) в
ходе их коллапса. Пунктирные линии соответ-
ствуют траектории ударных волн с момента их
возникновения в ацетоне (кривая 3) и тетра-
декане (кривая 4). Кружочками отмечены мо-
менты достижения экстремальных значений
термодинамических параметров в пузырьке.

стадии их коллапса образуются сходящиеся удар-
ные волны. В ходе схождения их интенсивность
быстро нарастает, и в момент фокусировки термо-
динамические параметры принимают сверхвысо-
кие значения. Радиусы пузырьков в этот момент
Rextr сильно различаются – Rextr = 39 мкм в аце-
тоне и Rextr = 252мкм в тетрадекане. Также сильно
различной оказывается максимальная радиальная
скорость пузырьков – 600 м/с в ацетоне и 90 м/с
в тетрадекане. Следует отметить, что если диапа-
зон изменения радиуса пузырька (от R0 до Rextr)
в тетрадекане существенно меньше, чем в случае
ацетона, то, как виднона рис. 1, изменение радиуса
поверхности ударной волны (отмомента ее возник-
новения до фокусировки) наоборот значительно
больше, чем в случае ацетона.

На рис. 2 приведены распределения термоди-
намических параметров в момент экстремально-
го сжатия пара в пузырьках, коллапсирующих в
ацетоне и тетрадекане. Все параметры представ-
лены вне малой центральной области с радиусом
r = 0.25 мкм, где из-за сверхсильного сжатия па-
ра оказывается существенным влияние процессов
диссоциации, ионизации, искажения сферичности
ударной волны. Эти процессы не описываются в
используемой математической постановке. Поэто-
му указанная малая центральная область пузырька
не иллюстрируется. Из рис. 2 видно, что, несмотря
на огромную разницу в кинематических характе-
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Рис. 2. Пространственные распределения давления (a), температуры (b) и плотности (c) в паре и окружающем его слое
жидкости в момент максимального сжатия пара в пузырьке в ацетоне при T0 = 293 К и p0 = 15 бар (кривые
1) и тетрадекане при T0 = 663 К и p0 = 50 бар (кривые 2). Кружочками отмечены значения на поверхности
пузырька.

ристиках коллапса пузырьков в ацетоне и тетра-
декане, в обоих случаях максимальные значения
термодинамических параметров при сохранении
сферической формы ударной волны оказываются
сравнимыми.

4. Возмущения сферической формы
пузырьков
В реальности поверхность пузырька и форма

возникающей ударной волны всегда имеют несфе-
рические возмущения. Возмущения сферичности
пузырька в ходе его коллапса при несущественном
влиянии вязкости (когда номер гармоники n в (1)
относительно невелик) возрастают в режиме коле-
баний по закону, близкому к степенному [13, 14].
Возмущение сферичности ударной волны в ходе
ее схождения к центру пузырька также изменя-
ется в режиме колебаний с возрастающей ампли-
тудой, но, что является существенным аспектом,
медленнее, чем возрастает несферичность пузырь-
ка [15]. При этом наиболее опасными для реали-
зации сферической кумуляции являются низкоча-
стотные возмущения сферичности ударной волны.

На рис. 3 представлена эволюция относитель-
ной амплитуды возмущения сферической формы
пузырьков |εn/εn,0| для некоторых низкочастотных
гармоник с номерами n из диапазона 2 6 n 6 10
при коллапсе пузырьков в ацетоне и тетрадекане. В
силу значительно меньшей глубины коллапса в слу-
чае тетрадекана количество колебаний величины
εn относительно нулевого значения, которое соот-
ветствует сферическому состоянию, меньше, чем
в ацетоне, для каждого из номеров n. Так, в случае
ацетона для номеров n = 2 и 3 форма пузырька
один раз переходит через сферическое состояние,

для n = 4-7 – два раза, для номеров n = 8-10 – три
раза. В случае тетрадекана для номеров n = 2 и 3
форма пузырька ни разу не переходит через сфе-
рическое состояние, а для номеров n = 4-10 только
один раз.

На рис. 3 видно, что рост амплитуды возмуще-
ния сферичности пузырька в тетрадекане оказы-
вается существенно меньше, чем в ацетоне. Для
номеров n = 2-4 разница оказывается более 30
раз. При увеличении номера n до n = 10 различие
уменьшается до 12 раз. Такая разница роста несфе-
ричности пузырьков, как уже было сказано, объяс-
няется большим различием в глубине их коллапса
(в 6.5 раза) Как следствие, начальное возмущение
сферической формы ударной волны в пузырьке в
тетрадекане будет более чем на порядок меньше,
чем в пузырьке в ацетоне. Однако, как уже отме-
чалось, изменение радиуса ударной волны, то есть
ее путь при схождении в пузырьке в тетрадекане
значительно больше (в 6 раз), чем в случае ацето-
на. Как следствие, и рост несферичности ударной
волны в тетрадекане будет сильнее, чем в ацетоне.

Таким образом, более скоростной рост возму-
щения сферичности пузырька продолжается доль-
ше в случае ацетона, а менее скоростной рост
несферичности ударной волны продолжается доль-
ше в тетрадекане. Поэтому можно ожидать, что
при одинаковых начальных возмущениях сфери-
ческой формы пузырьков уровень несферичности
возникающей в пузырьке ударной волны в финале
ее схождения будет ниже в пузырьке в тетрадекане,
чем в пузырьке в ацетоне.
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Рис. 3. Эволюция относительной амплитуды возмущения сферичности пузырьков |ε̄n| = |εn/εn,0|, n = 2 (a), 4 (b), 10
(c), при коллапсе в ацетоне (кривые 1) и тетрадекане (кривые 2). Кружками отмечены значения в моменты
достижения максимальных значений термодинамических параметров в пузырьке.

5. Заключение
Проведено исследование коллапса слабонесфе-

рического кавитационного пузырька с начальным
радиусом 500 мкм в ацетоне (с температурой и дав-
лением жидкости 293 К и 15 бар) и тетрадекане
(с температурой и давлением жидкости 663 К и
50 бар). В начале коллапса давление пара равно
давлению насыщения. Использовалась гидродина-
мическая модель, в которой учитывается сжима-
емость жидкости, нестационарная теплопровод-
ность пара и жидкости, неравновесный тепломас-
сообмен на поверхности пузырька, несовершен-
ство пара, применяются реалистичные широкоди-
апазонные уравнения состояния.

Установлено, что в обоих случаях коллапса пу-
зырька (в ацетоне и тетрадекане) внутри него воз-
никают сходящиеся ударные волны, при фокуси-
ровке которых в случае сохранения их сферической
формы максимальные значения термодинамиче-
ских параметров достигают сравнимых значений.
При этом радиус пузырька в тетрадекане в момент
наибольшего сжатия пара оказывается в 6.5 раз
больше, чем у пузырька в ацетоне. Изменение ра-
диуса возникающей в пузырьке ударной волны, то
есть ее путь от момента образования до фокусиров-
ки, в случае тетрадекана оказывается существенно
больше (в 6 раз).

Установлено, что рост малых возмущений сфе-
ричности пузырька при его коллапсе в ацетоне ока-
зывается значительно больше. Для исследуемого
интервала номеров сферической гармоники 2-10
разница превышает 12 раз.

Учитывая, что рост возмущения сферичности
пузырька при уменьшении его радиуса происходит
интенсивнее увеличения несферичности ударной
волны при уменьшении ее радиуса, можно ожи-

дать, что кумуляция в центральной области пу-
зырька при его коллапсе в тетрадекане будет бли-
же к сферической, чем в случае ацетона. Для более
детального ответа на вопрос об уровне несферич-
ности ударной волны вблизи момента ее фокуси-
ровки необходимо дополнительное исследование
эволюции несферической ударной волны.
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Сollapse of weakly-nonspherical cavitation bubble in
acetone and tetradecane

Toporkov D.Yu.

Institute of Mechanics and Engineering, Kazan Scientific Center of the RAS, Kazan

Collapse of a weakly-spherical cavitation bubble in acetone and tetradecane is studied. The bubble radius is 500 µm,
the temperature and pressure of the liquid are 293 K and 15 bar in the case of acetone and 663 K and 50 bar in the
case of tetradecane. A hydrodynamic model is used in which the compressibility of the liquid, the nonstationary
thermal conduction of the vapor and the liquid, and nonequilibrium heat and mass transfer on the bubble surface, as
well as imperfection of the vapor, are considered. Realistic wide-range equations of state are used. It has been found
that converging shock waves appear in the bubbles during its collapses in acetone and tetradecane. The maximum
values of the thermodynamic parameters are comparable. A comparison of the evolution of the bubble sphericity
perturbation and motion of the shock wave in the bubble allows suggesting that tetradecane is a more favorable
medium for the realization of a near-spherical cumulation in a bubble than acetone.

Keywords: bubble collapse, shock waves, nonsphericity, perturbation of spherical shape
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О зависимости производства холодного воздуха от
размера площади горячего выхода вихревой трубы

Ронжин Р.П.∗, Михайленко К.И.∗∗

∗ Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа
∗∗ Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Представлена модель противоточной вихревой трубы для исследования зависимости влияния площади горячего
выхода на эффект температурного разделения. Проведены вычислительные эксперименты для 37 моделей при
разных значениях площади кольца горячего выхода. В ряде экспериментов изменяется давление подаваемого на
вход воздуха для учета возможного влияния вычислительной и модельной погрешностей. Получен аномальный
результат при значении площади горячего выхода ∼ 30 см2. Сделаны выводы о диапазоне наиболее приемлемых
площадей горячего выхода для рассматриваемой конфигурации вихревой трубы.

Ключевые слова: математическое моделирование, газовая динамика, вихревая труба, эффект Ранка–Хилша,
OpenFOAM, турбулентность

1. Введение
Вихревая труба — устройство, которое позво-

ляет разделять поток сжатого газа, поданный через
тангенциальные завихрители, на два вихря. При
этом один из вихрей имеет более низкую темпера-
туру, чем у подаваемого газа, второй – более высо-
кую.

Данныйфеноменбылназван эффектомРанка–
Хилша в честь французского инженера Жоржа Жо-
зефа Ранка, открывшего его в 1931 году при по-
пытках совершенствования циклонов для очистки
газов от пыли [1] и немецкого физика Рудольфа
Хилша, который улучшил устройство и опублико-
вал экспериментальные исследования вихревой
трубы [2].

По причинам простоты устройства возникают
широкие возможности его применения: от обыч-
ных охладительных устройств до разделения сме-
сей. Также большой интерес представляет тот факт,
что при определенных условиях эффект темпера-
турного разделения наблюдается не только в газе,

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Ронжин Р.П.
c©Михайленко К.И.

но и в жидкостях [3].

В этой связи вихревые трубы вызывают закон-
ный интерес исследователей. К настоящему време-
ни опубликовано значительное количество работ
по итогам экспериментальных и теоретических ис-
следований эффекта Ранка–Хилша [4–6]. Следует
отметить, что в указанных обзорах подчёркивает-
ся тот факт, что до настоящего времени нет еди-
ной теории, которая бы в полной мере описыва-
ла рассматриваемый эффект. Не существует даже
какого-либо общего мнения по поводу первопри-
чин температурного разделения, поэтому ведёт-
ся множество теоретических и эксперименталь-
ных работ в данном направлении. В части работ, в
первую очередь экспериментальных, рассматрива-
ются разные конфигурации вихревых труб [7]. Тео-
ретические работы более разнообразны. Большин-
ство исследователей рассматривает воздействие
сжимаемости, напряжения сдвига и турбулентной
пульсации как причины возникновения эффекта,
но в то же время существует альтернативное мне-
ние о том, что причинами являются акустические
эффекты, возникающие в трубе [8]. Также в послед-
нее время стали рассматриваться более тонкие эф-
фекты, связанные, например, с анализом произ-

http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.004
http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.004
https://doi.org/10.21662/mfs2018.3.004


30 Многофазные системы

водства локальной энтропии [9].
Отсутствие общепризнанной теории, объяс-

няющей механизм рассматриваемого феномена
не позволяет разрабатывать максимально эффек-
тивные конфигурации вихревой трубы. Сказанное
определяет актуальность теоретических и экспе-
риментальных исследований по этой теме. В пред-
ставленной работе исследуется зависимость темпе-
ратурного разделения от площади горячего выхода
средствами вычислительного моделирования с ис-
пользованием среды OpenFOAM.

2. Постановка задачи
Рассмотрим противоточную вихревую трубу,

схема которой приведена на рис. 1.
Происходящие в канале вихревой трубы про-

цессы будеммоделировать на основе системы урав-
нений газовой динамики, включающих:

• уравнение неразрывности

∂ρ

∂t
+∇(ρU) = 0 ;

• уравнение импульсов

∂ρU
∂t

+∇(ρU×U) = −∇p +∇τ ;

• уравнение энергии

∂ρE
∂t

+∇(ρUE) = −∇pU +∇(τ×U) ;

• и уравнение состояния идеального газа для
замыкания основной системы уравнений

p = (γ− 1)ρε .

Здесь использованы стандартные обозначения:
U — вектор скорости; ρ — плотность; p — давле-
ние; E = ε+ 1

2 |U|2 — удельная полная энергия; ε—
удельная внутренняя энергия; γ—показатель адиа-
баты; τ — тензор вязких напряжений, элементы
которого вычисляются как

τij = (µ+ µt)

[(
∂vi
∂xj

+
∂vj

∂xi

)
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

]
,

где δij — символ Кронекера; µ — вязкость среды;
µt — турбулентная вязкость, вычисляемая иcходя
из k-ε модели турбулентности.

a b

D

L

c

hp
q

`

Рис. 1. Схема изучаемой противоточной вихревой
трубы: a) вид с торца со стороны холодного
выхода и завихрителей; b) разрез вдоль оси
трубы. Обозначения: L — длина трубы; D —
диаметр трубы; `, p, q — высота, длина и ши-
рина канала завихрителя; c — диаметр сопла
холодного выхода; h — размер горячего выхо-
да (разность внешнего и внутреннего радиу-
сов)

3. Вычислительные средства
При вычислительном моделировании турбу-

лентной динамики жидкости и газа возможны
несколько подходов. Наиболее простой с точки
зрения алгоритма решения подход подразумевает
использование прямого численного моделирова-
ния [10,11]. Однако он сопряжен со значительными
затратами как вычислительных ресурсов, так и ма-
шинного времени. Кроме того, дополнительную
сложность может вызвать необходимость подго-
товки кода для параллельного исполнения на вы-
числительном кластере.

Более продуктивным следует, по-видимому,
считать подход, связанный с использованием
какой-либо модели турбулентности. Нами выбрана
в достаточной мере зарекомендовавшая себя k-ε
модель.

Так как процессы в вихревой трубе проходят
при значительных скоростях, вплоть до звуковых,
в качестве базового решателя выбран sonicFoam —
решатель в составе OpenFOAM, обеспечивающий
вычисления для моделей потоков сжимаемых сред
со звуковыми скоростями при возможном наличии
ударных волн.

При обработке полученных результатов воз-
никла необходимость вычисления среднего по вре-
мени и сечению значения температуры и давления
для значительного числа проведённых вычисли-
тельных экспериментов. Для этого используется
двухэтапный подход. На первом этапе вызывается
утилита surfaceCut из состава OpenFOAM, позво-
ляющая получить сечение моделируемой области
по заданной поверхности и сохранить значения
заданных физических величин в формате VTK во
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всех просчитанных моментах времени. На втором
этапе вызывается скрипт на языке Python, обраба-
тывающий полученные файлы VTK на заданном
промежутке времени и вычисляющий средние зна-
чения по поверхности, а затем по времени. Таким
способом вычисляются средние значения плотно-
сти и температуры на холодном и горячем выходах,
а также в области перехода из вихревой трубы в ка-
нал холодного выхода.

4. Вычислительный эксперимент

Производится моделирование вихревой тру-
бы, имеющей следующие параметры (см. рис. 1):
L = 52 см;D = 9.4 см; k = 9.4 см; p = 2 см; q = 1 см;
c = 18 см. Параметр h принят изменяемым. При
исследования влияния площади горячего выхода
на эффект Ранка–Хилша параметра h варьировался
таким образом, чтобы указанная площадь изменя-
лась в диапазоне от 5 см2 до 50 см2 с шагом 5 см2.

Для указанных параметров была построена
трёхмерная конечно-разностная сетка, вид кото-
рой приведен на рис. 2. При подготовке сетки бы-
ли учтены особенности цилиндрической конфи-
гурации области и возможного влияния конечно-
разностной сетки на результаты вычислений [12],
поэтому качеству сетки было уделено особое вни-
мание [13].

При моделировании использовались началь-
ные данные, имитирующие нормальные условия:
давление в области равномерно и равно атмосфер-
ному (105 Па); температура по всей области комнат-
ная (300 К); газ (воздух) — неподвижен (U = 0 м/с).

Во время расчётов задаются граничные усло-
вия, характерные для работающей вихревой тру-
бы. На вход подаётся газ комнатной температуры
(300 К) при высоком давлении (∼ 4 · 105 Па). На вы-
ходе задается атмосферное давление (105 Па), а для
температуры и скорости — условие протекания. На
стенках трубы задаётся условие прилипания, стен-
ки термоизолированы.

В ряде вычислений давление на входе зада-
валось отличным от 4 · 105 Па. Полные серии вы-
числений проводились для случаев 4,01 · 105 Па и
3,99 · 105 Па. Также для дополнительного анализа
особенности распределения параметров при пло-
щадях горячего выхода около 30 см2 проводились
вычисления при давлении на входе 4,1 · 105 Па и
3,9 · 105 Па.

Таким образом? посчитано 37 случаев, каждый
из которых просчитывался до момента времени
0,07 с, когда течение в вихревой трубе становится
полностью развитым.

Рис. 2. Общий вид используемой конечно-
разностной сетки

5. Обсуждение результатов
Для каждого расчёта были получены три сред-

них по сечению и времени значения температуры
и давления. Указанные значения были осреднены
по следующим сечениям: площадь холодного вы-
хода; площадь горячего выхода; сечение примыка-
ния сопла холодного выхода к основному каналу
вихревой трубы. Для того чтобы сгладить вноси-
мые турбулентностью пульсации, указанные зна-
чения осреднялись также по последним вычислен-
ным шагам по времени t = 0,6 . . . 0,7.

На рис. 3–5 представлены графики зависимо-
сти средней температуры воздуха, проходящего
через соответствующие сечения, от размера пло-
щади горячего выхода.

На рис. 3 показана вышеописанная зависи-
мость для холодного выхода. Здесь мы наблюдаем,
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го выхода от площади горячего выхода
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Рис. 5. Зависимость температуры в сечении горячего
выхода от площади горячего выхода

что поведение представленных параметров доста-
точно слабо зависит от малых изменений давления
подаваемого на вход воздуха. Больший интерес вы-
зывает наличие повышенной относительно сосед-
них точек средней температуры выходящего воз-
духа при площади горячего выхода S = 30÷ 35 см2.
Следует отметить, что одинаковая картина наблю-
дается для всех проведённых расчётов.

Аналогичная по сути картина наблюдается и
на рис. 4. Здесь показаны средние значения тем-
пературы воздуха в сечении перехода из основ-
ной трубы в сопло холодного выхода. Также, как
и в предыдущем случае, можно видеть повыше-
ние температуры при площади горячего выхода
S = 30÷ 35 см2 (то есть в том же интервале).

В дополнение к расчётампридавленииподава-
емого воздуха (4± 0,01) · 105 Па для исследования
ситуации с повышением температуры выходяще-
го газа при площади сечения горячего выхода S ∼
30 см2 были проведены вычисления для давления
на входе 3,9 · 105 Па и 4,1 · 105 Па для значения пло-
щади сечения горячего выхода S = {25, 30, 35} см2.
Однако и в этом случае наблюдаемая картина не
претерпела качественных изменений. Таким обра-
зом, можно сделать вывод, что наблюдаемое рас-
пределение не является случайным выбросом. Од-
нако дать объяснение указанному эффекту в насто-
ящий момент не представляется возможным.

На обоих приведённых графиках, если отвлечь-
ся от описанных выше выбросов, можно наблюдать
постепенное снижение средней температуры при
увеличении площади горячего выхода приблизи-
тельно до S = 20 ÷ 25 см2 и резкое увеличение
после S = 40 см2. Отметим эти значения для об-
суждения ниже.

В отличие от холодного выхода на горячем

конце вихревой трубы наблюдается плавная и
естественным образом объясняемая картина (см.
рис. 7). Рост площади горячего выхода с учетом то-
го, что площадь холодного выхода фиксирована,
приводит к снижению среднего давления в канале
вихревой трубы и, как следствие, к падению тем-
пературы исходящего газа при, неизбежном росте
его расхода через данный выход.

Аналогичная ситуация наблюдается и для дав-
ления на холодном и горячем выходах (рис. 6–7).
Так, на холодном выходе наблюдается значитель-
ный рост давления истекающего газа в тех экспери-
ментах, в которых площадь горячего выхода при-
нимает значения S = 30 и S = 35 см2. При этом
на противоположном конце вихревой трубы мож-
но видеть плавное монотонное падение давления
истекающего газа.

Также определенный интерес представляет во-
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прос разделения подаваемого газа на две темпера-
турные фракции. На рис. 8 приведена зависимость
разности температуры между горячим и холодным
выходами от площади последнего. Здесь можно
видеть, что при малых площадях горячего выхода
мы имеем достаточно высокую температуру исхо-
дящего из него воздуха, что обеспечивает высокую
температурную разность между выходами. Но это
объясняется тем, что, при малой площади горяче-
го выхода через него осуществляется небольшой
расход наиболее горячего газа, а основной поток
направлен в холодный выход, на котором происхо-
дит повышение температуры.

Обратная картина будет при значительной
площади горячего выхода. В этом случае основной
поток слабо разогретого газа выходит через горя-
чий выход, а с противоположной стороны получим
малый поток успевающего прогреться газа.

Из сказанного следует, что при поиске наи-
более эффективного варианта геометрии вихре-
вой трубы именно с точки зрения температурно-
го разделения, лучшей для вихревой трубы с рас-
сматриваемыми параметрами представляется та-
кая геометрия, в которой площадь кольца горяче-
го выхода попадает в промежуток значений S =
20÷ 40 см2.

Таким образом, для малых площадей горячего
выхода (S < 20 см2) мы получаем слабый поток
очень горячего газа через кольцо горячего выхода
и значительный поток слабо охлажденного газа че-
рез сопло холодного выхода. С другой стороны, для
большой площади (S > 40 см2) на горячем выходе
имеем большой поток слабо нагретого газа, а на
холодном — малый поток слабо охлажденного газа.
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Рис. 8. Зависимость разности средних температур
между горячим и холодным выходами от пло-
щади горячего выхода

6. Заключение
Представленная работа показывает, что среда

вычислительного моделирования OpenFOAM об-
ладает возможностями, подходящими для прове-
дения массовых вычислительных экспериментов
при теоретическом исследовании эффекта Ранка–
Хилша.

Проведённые исследования показывают, что
размер кольца горячего выхода вихревой трубы
при неизменных остальных геометрических пара-
метрах оказывает значительное влияние на иссле-
дуемый эффект.

В работе сделаны выводы о диапазоне значе-
ний площади горячего выхода, при которых тем-
пературное разделение наиболее эффективно.

В ходе работы выявлена особая область зна-
чений площади горячего выхода S ∼ 30 см2. При
указанной геометрии наблюдается резкое увели-
чение значений исследуемых физических величин
(температура и давление). Эта особенность требу-
ет дополнительного изучения, так как на данный
момент нет возможности объяснить данную ано-
малию.

Полученные результаты могут быть полезны и
при изучении других применений вихревых труб.
Так, осаждение дисперсной среды ударными вол-
нами [14] может осуществляться в трубе Ранка–
Хилша для очистки отходящего газа. При этом раз-
мер горячего выхода может оказывать существен-
ное влияние на окончательный результат.
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A model of a counterflow vortex tube is presented to investigate the dependence of the influence of hot exit area on
the temperature separation. Computational experiments were done for 37 models for different values of the area of
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Алгоритм определения минимального тягового усилия
при протаскивании трубопровода
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В статье рассматривается процесс протаскивания трубопровода через канал. При моделировании данного
процесса учитываются взаимодействия между трубопроводом, буровой штангой, почвой и бентонитовым буровым
раствором. Протаскиванию трубопровода через скважину препятствуют силы трения трубопровода и буровой
штанги о почву, а также сила сопротивления трубопровода при его движении в буровой жидкости. При построении
математической модели учтено влияние этих сил. Для определения сил трения трубопровод и буровая штанга
рассматривались как гибкая нерастяжимая нить. Создан и реализован алгоритм определения тягового усилия.
Отдельный этап работы посвящен учету балластировки трубопровода.

Ключевые слова: протаскивание, трубопровод, тяговое усилие, горизонтально-направленное бурение, буровой
раствор, математическое моделирование

1. Введение
При прокладывании подземных коммуника-

ций методом горизонтально-направленного буре-
ния возникает вопрос о тяговом усилии, необхо-
димом для протаскивания трубопроводов, канали-
заций, водопроводов, газопроводов или футляров
для кабелей связи через канал. Знание величины
этого усилия позволяет принять решение о мощно-
сти буровой установки, направляемой на объект.

В процессе протаскивания трубопровода че-
рез канал определяющим фактором является взаи-
модействие между трубопроводом, буровой штан-
гой, расширителем, почвой и буровой жидкостью.
Сведения о форме канала получены из данных
инклинометрии.

Для решения задачи о протаскивании трубо-
провода необходимо рассмотреть следующие силы:
силу сопротивления, оказываемую на трубопровод
бентонитовым буровым раствором, силу трения

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Криони И.Н.
c© Семёнова А.В.
c© Киреев В.Н.

бурильной штанги о свод канала, силу трения тру-
бопровода о свод канала [1].

2. Совокупность сил, действующих на
трубопровод
Для того чтобы оценить влияние сил трения

на бурильнуюштангу в канале, рассмотримштангу
и трубопровод как нерастяжимую нить. Верхний
свод канала представим как ось канала, которая
поднята вверх на высоту радиуса. Саму ось канала
аппроксимируем полиномом шестой степени, ис-
ходя из данных инклинометрии, предварительно
проведя нормировку по величине высоты входного
отверстия канала над уровнем моря.

Для решения задачи о тяговом усилии при про-
таскивании трубопровода через канал необходимо,
в первую очередь, определить площади касания бу-
рильной штанги и трубопровода со стенкой канала.

При протаскивании трубопровод и бурильная
штанга будут вдавливаться в стенку канала на неко-
торую глубину δw, которая будет зависеть от дей-
ствующих силовыхфакторов и, в частности, от при-
ложенного тягового усилия. На рис. 1 схематически
изображен трубопровод, частично вдавленный в
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Рис. 1. Схема контакта трубопровода и стенки канала

стенку канала.
Для нахождения δw рассмотрим задачу Герца о

давлении двух соприкасающихся тел [2]: два твер-
дых тела соприкасаются в точке и в этой точке они
имеют общую касательную плоскость. Предполага-
ется, что оба тела сдавливаются приложенными к
ним силами, в результате чего они сближаются на
некоторое малое расстояние.

Тогда δw определяется из формулы, получен-
ной в результате решения задачи Герца для контак-
та двух цилиндров с параллельными осями [3]:

δw =
2σn

π

[
1 − ν2

1
E1

(
ln
(

2R1

b

)
+ 0.407

)
+

+
1 − ν2

2
E2

(
ln
(

2R2

b

)
+ 0.407

)]
,

где E1 — модуль упругости грунта; E2 — модуль
упругости материала трубопровода; R1 — радиус
канала; R2 — наружный радиус трубопровода; ν1 —
коэффициент Пуассона для грунта; ν2 — коэффи-
циент Пуассона для трубопровода; σn — нагрузка
на единицу длины грунта.

Величина b вычисляется по формуле:

b = 1.128

√
ησn

R1R2

R1 + R2
,

где η—упругая постоянная соприкасающихся грун-
та и трубопровода, рассчитываемая следующим
образом:

η =
1 − ν2

1
E1

+
1 − ν2

2
E2

.

Точки P1 и P2, изображенные на рис. 1 — это
крайние точки касания трубопровода с грунтом.
Возникающая при протаскивании сила трения бу-
дет пропорциональна площади контакта, поэтому
необходимо определить дуги контакта δD = ˘P1P2.

Искомую длину дуги можно вычислить по
формуле:

(

P1P2 = Rγ,

где γ— центральный угол, соответствующий дуге

(

P1P2, выраженный в радианах; R — внешний ради-
ус трубопровода.

Величину угла γ можно найти следующим
образом:

tg
(
γ

2

)
=

hw

2h
,

где h = R − δw. Тогда

γ = 2 arctg
(

hw

2(R − δw)

)
.

Из простых геометрических соображениймож-
но получить выражение для hw:

hw = 2
√

R2 − (R − δw)2 .

Тогда получаем, что длина дуги касания тру-
бопровода и стенки канала будет рассчитываться
по следующей формуле:

δD = 2R arctg

(√
R2 − (R − δw)2

R − δw

)
, (1)

где δw — глубина вдавливания трубопровода в
грунт.

Длина дуги касания бурильной штанги и стен-
ки канала δd находится аналогично формуле (1).

Площадь контакта трубопровода с грунтом на-
ходится по формуле:

SCD =


δD(s − sD

st) , sD
st < s < sD

end ,

0 , s 6 sD
st ,

δD(sD
end − sD

st) , s > sD
end ,

(2)

где δD — длина дуги касания; s — длина части тру-
бопровода, находящейся в канале; sD

st, sD
end — поло-

жения точек начала и конца касания трубопровода
и грунта.

Длина дуги касания δd для буровой штанги вы-
числяется аналогично формуле (1), а площадь ка-
сания буровой штанги с грунтом — по следующей
формуле:

Scd =


δd(sd

end − s) , sd
st < s < sd

end ,

δd(sd
end − sd

st) , s 6 sd
st ,

0 , s > sd
end ,

(3)

где δd — длина дуги касания; sd
st, sd

end — положения
точек начала и конца касания буровой штанги и
грунта.
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Точки sd
st, sd

end находятся по алгоритму, анало-
гичному для точек sD

st, sD
end.

Для решения задачи о протаскивании трубо-
провода необходимо рассмотреть следующие силы:
силу сопротивления, оказываемую на трубопровод
бентонитовым буровым раствором, силу буровой
штанги о свод канала, силу трения трубопровода о
свод канала.

Прикладываемое тяговое усилие для протаски-
вания должно превосходить все вышеперечислен-
ные силы, которые препятствуют протаскиванию
трубопровода.

Сила сопротивления, оказываемая на трубо-
провод бентонитовым буровым раствором, вычис-
ляется по следующей формуле [1]:

fres = πDns τres , (4)

где τres — предельное динамическое напряжение
сдвига бурового раствора;Dn —наружныйдиаметр
трубопровода.

Сила трения для трубопровода при контакте с
грунтом будет определяться следующим образом:

f D
fr = SCDτD , (5)

где SCD — вычисленная площадь контакта, а τD
вычисляется по формуле:

τD = σ
D
n tg(ϕ) + c , (6)

где σD
n — нагрузка на единицу длины грунта при

контакте с трубопроводом; ϕ— угол внутреннего
трения; c — удельное сцепление.

Для буровой штанги сила трения f d
fr вычисля-

ется аналогично.

3. Алгоритмы расчета
3.1. Вспомогательный алгоритм определе-

ния области касания
Для нахождения точек касания sD

st, sD
end для тру-

бопровода и точек sd
st, sd

end для бурильной штанги
используется следующий алгоритм:

1) Задание начала и конца канала на оси.
Задаются две точки Start и End — точки, лежа-
щие на оси канала в начале и в конце канала
соответственно.

2) Поиск касательных.
Методом касательных (Ньютона) из данных то-
чек Start, End проводятся касательные к верх-
ней стенке канала.

3) Нахождение точек sD
st , sD

end.
Найденные точки касания — искомые точ-
ки начала и конца касания трубопровода и
грунта.

Описанный выше алгоритм был реализован
авторами на языке С#.

3.2. Алгоритм расчета тягового усилия

Опишем алгоритм определения минимально-
го тягового усилия Fminpull :

1) Задание исходных данных.
Задается длина части трубопровода s (в мет-
рах), находящейся в канале на данный момент.

2) Вычисление силы сопротивления.
Вычисляется сила сопротивления по форму-
ле (4).

3) Вычисление площади контакта.
Для вычисления сил трения необходимо опре-
делить геометрические характеристики кон-
такта буровой штанги и трубопровода с грун-
том. Площади контакта с грунтом трубопрово-
да и буровой штанги находятся согласно фор-
мулам (2) и (3).

4) Вычисление сил трения.
С использованием полученных на предыду-
щем шаге геометрических характеристик со-
ответствующих контактов, вычисляются си-
лы трения трубопровода и штанги по форму-
лам (5) и (6).

5) Вычисление тягового усилия.
В итоге, можно вычислить искомое минималь-
ное тяговое усилие Fminpull следующим образом:

Fminpull = fres + f D
fr + f d

fr .

Для решения задачи поиска необходимого ми-
нимального усилия, требуемого для протаскива-
ния трубопровода через канал, в соответствии с
описанным алгоритмом авторами была написана
программа на языке C#.

4. Результаты расчетов
Численные расчеты проводились при следую-

щих параметрах: наружный диаметр трубопрово-
да D = 325 мм; материал — сталь; τres = 30 Па;
E1 = 2 · 1011 Па; E2 = 7 · 106 Па; ν1 = 0.26, ν2 = 0.3;
ϕ = 19.29 градусов; c = 0.024 · 106 Па.

На рис. 2 показаны графики тягового усилия
и составляющих его сил (сил трения и силы сопро-
тивления бурового раствора) в зависимости от дли-
ны находящейся в канале плети трубопровода при
протаскивании по прямолинейному каналу.

Теперь рассмотрим реальный канал, траекто-
рия которого была аппроксимирована полиномом
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Рис. 2. Тяговое усилие и составляющие его силы в
случае прямолинейного канала

шестой степени. Результат аппроксимации пред-
ставлен на рис. 3.

Результаты численного моделирования про-
таскивания трубопровода по реальному каналу по-
казаны на рис. 4.

Были выполнены расчеты для трубопроводов
различных диаметров, используемых при прокла-
дывании подземных коммуникаций. Результаты
расчетов показаны на рис. 5.

В табл. 1 приведены количественные оценки
максимальных тяговых усилий для трубопроводов
различных диаметров.

Часто при прокладывании подземных комму-
никаций методом горизонтально-наклонного бу-
рения предусматривают балластировку трубопро-
вода для уменьшения величины плавучести трубо-
провода и снижения тяговых усилий [1].

На рис. 6 приведены результаты расчетов за-
висимости максимального тягового усилия от бал-
ластировки для трубопроводов различных диамет-
ров. Значению балластировки 0 соответствует пу-
стой трубопровод, значению 1 – трубопровод, пол-
ностью заполненный балластировочной жидко-
стью.

5. Заключение
Анализируя результаты, можно сделать вывод,

что в случае прямолинейного канала необходимое
тяговое усилие оказывается бо́льшим, чем для по-
ставленной задачи. Это вызвано тем, что при про-
таскивании трубопровода по прямолинейному ка-
налу силы трения действуют на протяжении всей

Таблица 1. Максимальные тяговые усилия для трубо-
проводов разных диаметров

Диаметр трубопровода, мм 273 325 377
Макс. тяговое усилие, кН 193 284 313
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Рис. 3. Аппроксимация оси канала полиномом ше-
стой степени
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Рис. 4. Тяговое усилие и его составляющие для тру-
бопровода диаметром 325 мм
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Таблица 2. Оптимальная балластировка для трубо-
проводов различных диаметров

Диаметр трубопровода, мм 273 325 377
Степень балластировки 0.4 0.6 0.5
Макс. тяговое усилие, кН 106 129 135

длины канала. Кроме того, полученные результаты
дают возможность оценить вклад следующих сил:
силы сопротивления, оказываемой на трубопровод
бентонитовым буровым раствором, силы трения
буровой штанги и трубопровода о свод канала.

До точки начала касания трубопровода и верх-
ней стенки канала наибольший вклад вносит сила
трения буровой штанги о верхнюю стенку канала.

Далее, с момента начала касания плети трубо-
провода и верхней стенки канала и до окончания
протаскивания трубопровода наибольший вклад

вносит сила трения трубопровода о верхнюю стен-
ку канала.

Результаты вычислений демонстрируют, что
для трубопроводов бо́льшего диаметра требуется
и бо́льшее тяговое усилие.

Для каждого диаметра существует оптималь-
ная степень балластировки, при которой тяговое
усилие минимально. В табл. 2 приведены количе-
ственные оценки этих значений.
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Определение допустимого максимального размера
препятствия при протаскивании трубопровода

Семёнова А.В., Криони И.Н.

Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа

В статье рассматривается процесс преодоления трубопроводом каменистого препятствия при протаскивании
через канал. В зависимости от размеров канала и самого трубопровода определяется максимально допусти-
мый размер препятствия, которое трубопровод может преодолеть, не упираясь в верхнюю часть канала. Для
решения этой задачи трубопровод условно разделяется на два участка: участок, находящийся до препятствия
и опирающийся на него, и свободный участок, находящийся после препятствия. Непосредственно на процесс
протаскивания через препятствие влияют силы и моменты, действующие на трубопровод. Исходя из уравнений
равновесия моментов для различных точек трубопровода, а также из уравнения изгиба балки проводится оценка
величины препятствия.

Ключевые слова: трубопровод, протаскивание трубопровода, подземные коммуникации, математическое моде-
лирование

1. Введение
В процессе строительства подземных инженер-

ных коммуникаций трубопровод часто проклады-
вают методом протаскивания [1]. При протаскива-
нии трубопровода по каналу возникает проблема
накопления в канале грунта, оставшегося после бу-
рения, образуется каменистое препятствие, при
преодолении которого под небольшим уклоном
трубопровод упирается в верхнюючасть канала. Но
так как трубопровод обладает собственным весом,
его часть, прошедшая препятствие, может проги-
баться до момента непосредственного контакта с
верхней частью канала, вследствие чего трубопро-
вод может свободно преодолеть препятствие.

2. Силы и моменты
Для исследования процесса протаскивания

трубопровода через препятствие условно разделим
трубопровод на два участка: один находится до
препятствия и опирается на него, второй— свобод-

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Семёнова А.В.
c© Криони И.Н.

ный участок, находится после препятствия. Снача-
ла рассмотрим участок, опирающийся на препят-
ствие (рис. 1). Препятствие представим как верши-
ну высотой h. Считаем, что трубопровод тянут с
силой F, а плотность материала ρ и площадь попе-
речного сечения s известны.

Точка A на рис. 1 находится на месте контакта
трубопровода с вершиной препятствия, а точкаC—
на месте контакта трубопровода и нижней стенки
канала.

При протаскивании трубопровода возникают
силы реакции QA, NA, QC и момент M0.

Величины NC = ±F, q = ρgS, h, M0 также счи-
таем заданными. Кроме того, известны диаметр
канала DC и наружный диаметр трубопровода DH

T .
Уравнение прогиба участка трубопровода, опира-
ющегося на возвышение высотой h, имеет вид [2]:

EJ
d4w
dx4 = q,

где w — величина прогиба трубопровода; E —мо-
дуль упругости материала трубопровода; J — мо-
мент инерции,

http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.006
http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.006
https://doi.org/10.21662/mfs2018.3.006
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Рис. 1. Участок трубопровода, находящийся до пре-
пятствия

Граничные условия:

x = 0 : w = h,
dw
dx

= 0,

x = l : w = 0,
d2w
dx2 = −M0,

dw
dx

= ϕA,

где ϕA — угол между осью трубопровода и осью
абсцисс в точке A.

На рис. 1 ось x проходит через вершину возвы-
шения, при этом основным предположением явля-

ется соотношение:
h
l
� 1, где l — длина участка до

препятствия.
Для произвольной точки на оси трубопровода

запишем уравнение момента сил [2]:

EJ
d2w
dx2 = m(x).

Определим силы реакции на опорах в точках
A и C, для чего составим уравнения равновесия по
осям координат:

∑ Qy = 0 : −QA −QC + ql = 0;

∑ Nx = 0 : NC − NA = 0;

∑ momA = 0 : QCl − ql2

2
− NCh−M0 = 0.

Из данных выражений получим следующие соот-
ношения:

NC = NA;

QA =
ql
2
− h

l
NC −

M0

l
;

QC =
ql
2
+

h
l

NC +
M0

l
.

Построим выражение для моментов:

m(x) = QCx− 1
2

qx2 − NC(h− w).

С учетом выражения для силы QC, имеем:

m(x) =
ql
2

x +
hNC

l
x +

M0

l
x− 1

2
qx2 − NC(h− w).

Отсюда получим выражение и для перерезываю-
щей силы в каждой точке:

Q(x) =
ql
2
+

hNC
l

+
M0

l
− qx + w′NC.

Приведем приблизительную оценку расстоя-
ния l от опоры A до точки C касания грунта рас-
сматриваемым участком трубы. В соответствии с
методикой, изложенной в [3], пренебрежем сило-
выми факторами QC и NC, кроме того будем счи-
тать M0 = 0. Тогда

m(x) = −1
2

qx2.

Отсюда

EJ
d2w
dx2 =

qx2

2
.

Дважды интегрируя это уравнение, с учетом гра-
ничных условий, получаем итоговую формулу для
прогиба:

w = − qx4

24EJ
+ h.

Учитывая, что при x = l : w = 0, получаем необхо-
димую оценку для l:

l = 4

√
24EJh

q
.

При этом угол между осью трубопровода и осью
абсцисс в точке A будет равен:

ϕA = − 1
6EJ

ql3.

Рассмотрим теперь участок, находящийся по-
сле препятствия (рис. 2).

Запишем выражения, соответствующие урав-
нениям равновесия в системе координат, сопостав-
ленной с консольной частью трубы. Три уравнения
соответствуют трем неизвестным силам реакции
опоры VA, HA, MA:

∑ Vy = 0 : VA − fV cosα− ql cosα = 0;

VA = ( fV + ql) cosα;

∑ Hx = 0 : −HA − ql sinα− fV sinα = 0;

HA = −( fV + ql) sinα;

∑ MA = 0 : −MA + fV cosαl + ql cosα
l
2
= 0;

MA =

(
fv +

ql
2

)
l cosα;
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Рис. 2. Участок трубопровода, находящийся после
препятствия

Mx = −MA − qx cosα
x
2
+ VAx =

= −
(

fV +
ql
2

)
l cosα−

− qx2

2
cosα+ ( fV + ql) cosαx;

x = l : MB = − fV l cosα− ql2

2
cosα−

− ql2

2
cosα+ fV l cosα+ ql2 cosα = 0,

где fV —вертикальная составляющая тяговой силы.
Прогиб определим исходя из дифференциаль-

ного уравнения прогиба трубы [2]:

d2w
dx2 =

Mx

EJ
.

Тогда: θ =
dw
dx

=
1

EJ

∫
Mx dx, при

dw
dx

∣∣∣∣
x=0

= 0

и w =
∫
θ dx, при w|x=0 = 0.

Получим для значения прогиба при x = l:

wmax = − l3 cosα
EJ

(
fV
3

+
ql
8

)
.

В исходном состоянии для недеформирован-
ной трубы уравнение для ее оси соответствует пря-

мой линии: y0 = kx + b, где k = tgα =
h
L
, b = h.

Перемещение оси трубы с учетом ее деформи-
руемости изменит положение ее конца в соответ-
ствии с соотношением:

u = y0 + w.

Используя ограничение на положение консольной
части трубы длиной l, запишем неравенство, учи-
тывая диаметр канала DC и диаметр трубы DT:

y0 + w +
DT
2

< DC.

В развернутом виде определяющее неравенство
будет иметь вид:

kl + h− l3 cosα
EJ

(
fV
3

+
ql
8

)
+

DT
2

< DC.

Из чего, в свою очередь, следует ограничение для
высоты конечной преграды h:

h < DC − kl − DT
2

cosα+
l3 cosα

EJ

(
fV
3

+
ql
8

)
, (1)

l =
DC − DT cosα− h

sinα
, (2)

где fV = Fpull sinψ; q = ρgST; ST — площадь попе-
речного сечения трубы; Fpull — тяговая сила; ψ —
угол, образуемый штангой, соединяющей расши-
ритель c концом трубопровода, и осью канала, его
величина вычисляется из геометрических сообра-
жений:

ψ = arcsin
(

DC
2lvert

− DT
2lvert

cosα
)

,

где lvert — длина вертлюга.
Выражение (1), с учетом (2), можно свести к

алгебраическому неравенству с полиномом 4-ой
степени относительно критической высоты пре-
пятствия:

l =
DC − DT cosα

sinα
− h

sinα
= Al − Blh,

Al =
DC − DT cosα

sinα
, Bl =

1
sinα

,

тогда:

h < DC − DT − Alk− Blkh+

+
(Al − Blh)3 cosα

EJ

(
fV
3

+
q(Al − Blh)

8

)
.

(3)

С другой стороны, можно получить выражение
относительно длины l, если учесть, что:

h =
Al − l

Bl
.

В этом случае неравенство (3) представим в ви-
де алгебраического неравенства четвертого поряд-
ка относительно длины l участка трубопровода от
местоположения препятствия до касания верхней
стенки канала с учетом силы тяжести и вертикаль-
ной компоненты усилия протаскивания:

q cosα
8EJ

l4 +
fV cosα

3EJ
l3 +

(
1
Bl
− k
)

l+

+

(
DC − DT −

Al
Bl

)
> 0.



2018. Т. 13. №3 45

Таблица 1. Результаты расчетов для трубопроводов и каналов различных диаметров

Диаметр Диаметр Тяговая Высота l из геом. l из кубич.
канала, мм трубопр., мм сила, кН препятствия, м огранич., м уравнения, м

345 273 193 0.0208 6.4187 6.3993
410 325 284 0.0260 6.8329 6.7952
475 377 313 0.0279 8.2875 8.2448

Полученное условие позволяет определить
длину участка трубопровода достаточную для обес-
печения протаскивания трубопровода. Однако ана-
лиз этого неравенства представляется достаточно
трудоемким и, в этой связи, рассмотрим другой ва-
риант условия протаскивания через препятствие.

Запишемвыражениедлямомента впроизволь-
ной точке на участке трубопровода слева от пре-
пятствия:

mx = mA +
qx2

2
−QAx.

Выражение для момента, следующее из его опре-
деления, даст уравнение относительно второй про-
изводной прогиба w:

EJ
d2w
dx2 =

(
fV +

ql
2

)
l cosα+

qx2

2
cosα−

−( fV + ql) cosαx.

Отсюда, с учетом условия x = 0 :
dw
dx

= 0, получим:

EJ
dw
dx

=

(
fV +

ql
2

)
l cosαx +

qx3

6
cosα−

−( fV + ql) cosα
x2

2
.

Найдем значение координаты x, при котором
выполняется условие равенства производной от
функции прогиба тангенсу угла наклона оси тру-
бопровода к горизонту или, иначе говоря, условие
параллельности свободного конца трубопровода и
оси канала:

dw
dx

= tgα.

Таким образом, определение условия возмож-
ности протаскивания трубопровода через препят-

ствие сведено к решению кубического уравнения:

ax3 − bx2 + cx− d = 0,

где

a =
q cosα

6
, b =

( fV + ql) cosα
2

,

c =
(

fV +
ql
2

)
l cosα, d = EJ tgα.

Величина l, полученная при решении данного урав-
нения, не должна превышать значения, получен-
ного из геометрического ограничения (2).

3. Результаты расчетов
В табл. 1 приведены результаты расчетов, поз-

воляющие определить допустимый максимальный
размер препятствия для различных размеров тру-
бопровода и канала.

4. Заключение
Анализируя результаты, можно сделать вы-

вод, что для каждого соотношения диаметров тру-
бопровода и канала существует допустимый мак-
симальный размер препятствия, причем зависи-
мость между размером этого препятствия и разме-
ром канала явно нелинейная.
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Determination of the allowable maximum size of the
obstacle while dragging a pipeline

Krioni I.N., Semenova A.V.

Ufa State Aviation Technical University, Ufa

n this article, the process of overcoming the stony obstacle while dragging pipeline through the channel is considered.
Depending on the size of the duct and the pipeline itself the permissible size of the obstacle that the pipeline can
overcome without resting against the upper part of the channel, is considered. To solve this problem, the pipeline is
conditionally divided into two sections: the site located up to the obstacle and resting on it, and a free area that
is after the obstacle. Directly on the process of dragging through an obstacle are acting the forces and moments
which have influence on the pipeline. Starting from the equations of moment equilibrium for different points of the
pipeline, and also from the equations of bending beams the value of the obstacle is evaluated.

Keywords: pipeline, pipeline pulling, underground communications, mathematical modeling
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Вдавливание цилиндрической оболочки в
упругопластическое полупространство

Филиппов А.А.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, г. Уфа

В статье рассматривается задача вдавливания стальной цилиндрической оболочки в упругопластическое полу-
пространство, имеющее цилиндрическую вогнутость. Проведен расчет и анализ напряженно-деформированного
состояния стальной оболочки и упругопластического полупространства. Приведены графики зависимостей смятия
полупространства, коэффициента запаса и напряженного состояния в стальной оболочке от силы вдавливания
оболочки в полупространство. Расчеты проводились для трех радиусов вогнутостей и двух типов материалов
полупространства. Предполагалось, что упругопластическое полупространство подчиняется критерию разрушения
Мора–Кулона.

Ключевые слова: упругопластическая деформация, критерий разрушения Мора–Кулона, ассоциированный закон
пластического течения, контактная задача

1. Постановка задачи
Рассматривается задача вдавливания сталь-

ной цилиндрической оболочки в упругопластиче-
скиеполупространства, имеющиецилиндрические
вогнутости различной кривизны. Диаметр цилин-
дрической оболочки равен d = 1220 мм, толщина
стенки — h = 20 мм (рис. 1).

Задача рассматривалась в плоской постановке
(плоская деформация). Расчетная область состоит
из двух элементов: сечение цилиндрической обо-
лочки и сечение ограниченного фрагмента полу-
пространства, имеющего вид полудиска радиуса
5 м, на верхней грани которого располагается во-
гнутость постоянной кривизны. Рассматривались
полупространства с вогнутостями, радиус кривиз-
ны которых R1 = 1220 мм, R2 = 1600 мм и R3 = ∞.

Полупространство представляет собой одно-
родныйматериал, имеющий свойства тугопластич-
ной глиныили известняка. Этиматериалы относят-
ся к классу горных пород, подчиняющихся закону
разрушения Мора–Кулона. Материал оболочки —
сталь 13Г1С-У. Упругопластические свойства мате-

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Филиппов А.А.

риалов приведены в табл. 1.
Материал подчиняется закону разрушения

Мора–Кулона, если предельные касательные на-
пряжения линейным образом зависят от нормаль-
ных напряжений [1,2].

Критерий разрушения Мора–Кулона удобно
представить графически с помощью круговой диа-
граммы Мора. В этом случае напряженное состоя-
ние считается допустимым, если круги Мора рас-

Рис. 1. Расчетная область
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Таблица 1. Физико-механические свойства грунта и трубопровода

Глина тугопластичная Известняк Сталь 13Г1С-У
Плотность ρ, кг/м3 1880 2400 7450
Модуль упругости E, МПа 5.57 100 206 · 103

Коэффициент Пуассона υ 0.4 0.3 0.33
Предел текучести σ, МПа — — 215
Угол внутреннего трения φ 15.38 31 —
Удельное сцепление c, МПа 0.047 7.3 —

положены ниже прямой τ+ σ · tgφ = c, где τ и σ—
касательные и нормальные напряжения; φ— угол
внутреннего трения; c — удельное сцепление.

Аналитически этот критерий можно записать
с помощью функции F(σ), называемой функци-
ей текучести материала, в пространстве главных
напряжений [1]:

F(σ)=max


|σ1−σ2|

2
+
σ1+σ2

2
sinφ−c·cosφ

|σ2−σ3|
2

+
σ2+σ3

2
sinφ−c·cosφ

|σ1−σ3|
2

+
σ1+σ3

2
sinφ−c·cosφ

 (1)

Разрушение происходит в случае, когда значение
функции F(σ) больше или равно нулю.

Идеальная упругопластическая модель Мора–
Кулона наиболее точно описываетмеханику дефор-
мации горных пород, удовлетворяющих критерию
разрушения Мора–Кулона [3]. В этой модели вы-
ражение F(σ) = 0 задает поверхность текучести
материала, а область допустимых значений напря-
жений определяется условием F(σ) 6 0.

Согласно теории пластического течения при-
ращение пластической деформации пропорцио-

нально градиенту функции текучести ε̇ = λ̇
∂F
∂σ
.

При этом необходимо, чтобы выполнялось одно
из условий [2]:{

F (σ) < 0, λ̇ = 0,
F (σ) = 0, λ̇ > 0.

Первый вариант соответствует ситуации, ко-
гда напряжения не достигли предела текучести, в
этом случае приращение получает только упругая
компонента деформации. Второй вариант реали-
зуется, когда напряжения σ достигли предела теку-
чести, в результате происходит приращение пла-
стической деформации.

Основные уравнения механики упругопласти-
ческой деформации с ассоциированным законом

пластического течения можно записать в виде сле-
дующей системы [2]:

σ
(1,2)
ij,j + f (1,2)

i = 0,

σ
(1,2)
ij = λ(

1,2)ε(1,2)
kk

δij + 2µ(1,2)ε(1,2)
ij

,

εkl =
1
2
(uk,l + ul,k) ,

ε̇(
1,2) = ε̇(

1,2) + ε̇(
1,2),

ε̇(
1,2) = λ̇(

1,2) ∂F(1,2)

∂σ
,

F(1,2) (σ) 6 0,
Ḟ(1,2) (σ) = 0,

(2)

где σ(1,2)
ij — тензор напряжений; f (1,2)

i — компонен-

ты вектора объемных сил; λ(1,2), µ(1,2) — коэффи-
циенты Лямэ; ε(1,2) — тензор полной деформации;
ε(1,2)—тензор упругой деформации; ε(1,2)—тензор
пластической деформации λ— множитель Лагран-
жа; F(1,2) (σ)— функция текучести.

Верхний индекс (1, 2) определяет компоненту
рассматриваемой области (полупространство или
оболочка соответственно). Функция текучести ма-
териала полупространства F(1) определяется по за-
кону пластического течения Мора–Кулона (1).

F(2)(σ) =

=

√
1
2
((σ1−σ2)2+(σ2−σ3)2+(σ1−σ3)2)−σт,

(3)

определяется как функция текучести Мизеса, где
σт — предел текучести материала. Закон пласти-
ческого течения с функцией текучести (3) доста-
точно точно описывает механику деформации
большинства конструкционных материалов, таких
как сталь.

2. Схема решения
Для оболочки, находящейся в положении на-

чального контакта с нижней точкой вогнутости по-
лупространства, задавались несколько вариантов
вертикальных смещений. В результате численного
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Рис. 2. Максимальное смятие грунта в зоне контакта

решения определялись контактные силы, действу-
ющие на полупространство со стороны оболочки.

Условие отсутствия перемещений в точках по-
лупространства, лежащих на бесконечном удале-
нии от зоны контакта с цилиндрической оболоч-
кой, для рассматриваемой модели исследуемой об-
ласти соответствует отсутствию перемещений на
границе ∂Ω1:

u(1)|∂Ω1 = 0. (4)

Система уравнений (2) для верхнего индекса 1
и граничные условия (4) определяют математиче-
скую постановку задачи механики упругопласти-
ческой деформации полупространства по пласти-
ческому закону течения Мора–Кулона.

Система уравнений (2) для верхнего индекса 2
и граничные условия (5) определяют математиче-
скую постановку задачи механики упругопластиче-
ской деформации оболочки по условию текучести

Рис. 3. Диаграмма распределения коэффициента за-
паса прочности η (материал полупростран-
ства — глина, радиус вогнутости R = ∞)

Мизеса:
u(2)

1 |xP = 0,

u(2)
2 |xP = u0

2,
(5)

где u(2)
i |xP — компоненты перемещения точки P;

u0
2 — заданное вертикальное смещение.

3. Результаты
Полученырезультатычисленных расчетов кон-

тактной задачи вдавливания цилиндрической обо-
лочки в упругопластичное полупространство для
трех типов вогнутостей и двух типов материала
полупространства.

На рис. 2 приведены графики смятия полупро-
странства в зависимости от величины силы вдав-
ливания оболочки.

Сжимающие напряжения в полупространстве
достигают наибольших значений на некотором
углублении порядка размера зоны контакта. Что со-
гласуется с теоретическим решением задачи вдав-
ливания жесткого прямоугольного индентера в по-
лубесконечное упругое пространство [4].

Для оценки напряженно-деформированного
состояния полупространства был рассчитан от-
носительный коэффициент запаса прочности
η = −F(1)(σ)/(c · cos(φ)), где c — удельное сцепле-
ние, а φ — угол внутреннего трения. Область до-
пустимых напряженний определяется значениями
η > 0. Состоянию пластической текучести соответ-
ствует η = 0. На рис. 3 и 4 представлены диаграм-
мы распределения η в окрестности зоны контакта.
Красные зоны соответствуют наименьшему (наи-
более опасному) значению коэффициента запаса
прочности η.

На рис. 5 приведен график относительного ко-
эффициента запаса. Из графика видно, что толь-

Рис. 4. Диаграмма распределения коэффициента за-
паса прочностиη (материал полупростран-
ства — глина, радиус вогнутости R = 1600 мм)
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Рис. 5. Относительный коэффициент запаса Рис. 6. Максимальные напряжения в трубопроводе

ко для глинистого полупространства напряженное
состояние приближается к пределу текучести. В
случае, когда вогнутость имеет радиус R = ∞, при
значении вдавливающей силы примерно равной
20 кН/м в окрестности контактной зоны проис-
ходит локальное пластическое течение материа-
ла полупространства. При дальнейшем увеличе-
нии вдавливающей силы напряжения переходят
в упругую зону.

На рис. 6 приведены графики зависимостей
максимальных эквивалентных напряжений в обо-
лочке от величины вдавливающей силы. Все точки
лежат на одной прямой, за исключением случая,
когда радиус вогнутости совпадает с радиусом обо-
лочки (R = 1220 мм), и за счет большей области
контакта напряжения в оболочке снижаются. Во
всех случаях напряжения остаются в упругой зоне.

4. Выводы
Силы вдавливания, не превышающие 60 кН/м,

могут привести к локальной пластической дефор-
мации глинистого полупространства в зоне кон-

такта (для радиуса вогнутости R = ∞). Во всех
остальных случаях деформации происходят в упру-
гой зоне, при этом коэффициент запаса прочности
для известнякового полупространства не снижает-
ся ниже 0.9.

При максимальной силе вдавливания эквива-
лентные напряжения в оболочке принимают зна-
чение меньше 20 МПа, что не превышает 10% от
предела текучести стали 13Г1С-У.
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Indentation of the cylindrical shell in the elastoplastic
half-space

Filippov A.A.

Mavlutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa

The article deals with the problem of pressing the steel cylindrical shell into the elastoplastic half-space having
a cylindrical concavity. The calculation and analysis of the stress-strain state of the steel shell and elastoplastic
half-space. Given the dependence of the shear half-space, the safety factor and stress state in steel shell from the
force pushing the shell in the half-space. The calculations were carried out for three radii of concavities and two types
of half-space materials. It was assumed that the elastoplastic half-space obeys the Mohr-Coulomb fracture criterion.
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Зависимость эффекта Ранка–Хилша от геометрии
холодного выхода
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Исследуется влияние таких параметров сопла холодного выхода противоточной вихревой трубы как длина
и угол расширения на эффективность температурного разделения. Математическая модель динамики газа
записана с учётом вязкости. Вычислительное моделирование производится в пакете OpenFOAM, используется
решатель sonicFoam. Показано, что температура выходящего воздуха снижается вдоль сопла холодного выхода.
Наличие угла расширения сопла влияет на величину охлаждения, но не является первопричиной эффекта.
Продемонстрирована немонотонность зависимости температуры выходящего газа от длины сопла холодного
выхода. При исследовании влияния на температуру угла расширения сопла холодного выхода при фиксированной
длине показано, что при фиксированном объёмном расходе наблюдается ярко выраженная немонотонная
зависимость, тогда как при постоянном перепаде давления немонотонность отсутствовала вплоть до максимально
рассмотренного угла.

Ключевые слова: математическое моделирование, газовая динамика, вихревая труба, эффект Ранка–Хилша,
OpenFOAM, турбулентность

1. Введение
На сегодняшний день вихревая техника ис-

пользуется во многих отраслях промышленности:
охлаждение деталей машин, установка припоев,
осушение проб газа, охлаждение продуктов пита-
ния, выработка энергии [1], охлаждение оборудо-
вания в лабораториях, работающих со взрывчаты-
ми веществами [2]. Также можно отметить кон-
троль температуры воздуха у дайверов и в под-
водных обитаемых станциях, гипербарических ка-
мер [3], разделение частиц отработанного газа в
промышленности [4], охлаждение техники ядер-
ного магнитного резонанса [5], охлаждения ядер-
ных реакторов [2], осушение газа [6] и т.д. Пока-
занный спектр применения обусловлен рядом пре-
имуществ:

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Борисоглебский И.К.
c©Метусова М.В.
c©Михайленко К.И.

• компактность и простота конструкции;

• высокий уровень надежности благодаря отсут-
ствию подвижных элементов;

• отсутствие необходимости в хладагентах и теп-
лоносителях;

• быстрый выход на рабочий режим;
• одновременное осуществление процессов
охлаждения, нагрева и фазоотделения;

• низкая стоимость изготовления, легкое обслу-
живание и ремонт.

В этой связи исследование устройств, реализу-
ющих вихревой эффект, является одним из основ-
ных направлений вихревой техники, особенно с
учётом того факта, что механизм температурного
разделения до сих пор не вполне ясен [7–9]. На се-
годняшний день проводятся многочисленные тео-
ретические, численные и экспериментальные ис-
следования по раскрытию феномена разделения
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энергии и повышения эффективности установок,
реализующих его [10–15].

Исследователи приводят различные гипотезы
об эффектах, влияющихна энергоразделение. Так в
работе [10] делается акцент на влиянии колебаний
пограничного слоя. Здесь представлен механизм
передачи энергии в вихревой трубе, работающий
при условии, что стабильное колебание погранич-
ного слоя — доминирующий механизм для процес-
са теплопередачи и массообмена.

В публикации [11] исследовалось влияние та-
ких термофизических параметров как входная тем-
пература и давление на входе и выходе вихре-
вой трубы. Было предложено новое уравнение для
оценки выходной температуры, основанное на
верхнем и нижнем температурных пределах, сопо-
ставленное с экспериментальными данными. По-
казано, что уменьшение температуры на входе от-
вечает за снижение температуры на выходе, а боль-
шое отношение давления на входе и выходе при-
водит к лучшему термическому разделению.

Многие исследователи предполагают, что су-
щественное влияние оказывает конструкция. В ста-
тье [12] авторами демонстрируются эффекты, опре-
деляемые различным числом входных отверстий
(от 1 до 5), длиной трубы и диаметром холодного
выхода. Согласно полученным результатам сдела-
но заключение, что мгновенная скорость потока
жидкости из холодного выхода увеличивается про-
порционально диаметру отверстий и длине вихре-
вой трубы. При этом температуры на обоих выхо-
дах уменьшаются при увеличения числа входных
отверстий.

В работе [13] приняты некоторые фиксирован-
ные оптимальные параметры отношения длины и
диаметра и исследовано влияние конического уг-
ла конструкции при разном давлении подаваемо-
го газа. Показано, что давление на входе является
важным параметром, определяющим температур-
ное разделение. Также определено существование
оптимального малого конического угла основного
канала трубы.

Статья [14] рассматривает вихревые трубы со
встречным и параллельным потоками. Здесь рас-
смотрены вихревые трубы при соотношении дли-
ны к диаметру равном 15. Показано, что повы-
шение разницы температурного разделения вих-
ревой трубки в основном зависит от величины
входного давления; производительность вихревой
трубки улучшается с увеличением входного дав-
ления; увеличение отношения длины к диамет-
ру до определенной степени улучшает величину
температурного разделения; диаметр холодного
конца вихревой трубы должен быть определенных

размеров.
Следующая работа [15] посвящена исследова-

ниюхарактеристик разделения энергии в латунной
вихревой трубе с использованием в качестве рабо-
чей жидкости углеводородной смеси. В ходе экспе-
риментов использовалось два вида рабочих жидко-
стей: пропан-бутан и пропан-бутан с азотом. При
проведении экспериментов для каждой из смесей
менялось значение входного давления. Показано,
что наилучшее разделение энергии является наи-
высшим при использовании четырех отверстий во
входном сопле.

Статья [16] также посвящена исследованию
влияния числа отверстий сопла на характеристики
охлаждения противоточной вихревой трубы. Здесь
исследуется также влияние «эффекта кривизны»
входных сопел на производительность вихревой
трубы.

2. Постановка задачи
При моделировании газодинамических про-

цессов в противоточной вихревой трубе, схема ко-
торой приведена на рис. 1, приняты следующие
параметры моделируемого объекта: L = 52 см;
D = 9.4 см; d = 1.6 см; h = 0.5 см; p = 2 см;
q = 1 см; m = 5 см. Величины ` и α изменяемые.

Начальные данные соответствуют нормаль-
ным условиям: давление в области равномерно и
равно атмосферному (105 Па); температура по всей
области комнатная (300 К); газ (воздух) — неподви-
жен (U = 0 м/с).

Граничные условия задаются характерными
для работающей вихревой трубы. На вход подаётся
газ комнатной температуры (300 К) при повышен-
ном давлении (∼ 4 · 105 Па). На выходе — атмо-
сферное давление (105 Па), а для температуры и
скорости — условие протекания. Стенки вихревой
трубы термоизолированы, на них задаётся условие
прилипания.

В некоторых вычислительных экспериментах
на входе задаётся не давление, а объёмный расход
газа f = 0.075 м3/с.

Математическая модель записывается как си-
стема уравнений газовой динамики, состоящая из
уравнения неразрывности, уравнения импульсов
и уравнения энергии:

∂ρ

∂t
+∇(ρU) = 0 ;

∂ρU
∂t

+∇(ρU×U) = −∇p +∇τ ;

∂ρE
∂t

+∇(ρUE) = −∇pU +∇(τ×U) ;
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Рис. 1. Схема изучаемой противоточной вихревой трубы: a) вид с торца со стороны холодного выхода и завихрителей;
b) разрез вдоль оси трубы. Обозначения: L — длина трубы; D — диаметр трубы; p, m, q — высота, длина и
ширина канала завихрителя; c — диаметр сопла холодного выхода; h — размер горячего выхода (разность
внешнего и внутреннего радиусов); ` — длина сопла холодного выхода; α— угол расширения сопла холодного
выхода

Уравнение состояния идеального газа замыкает
представленную систему:

p = (γ− 1)ρε .

При записи уравнений использованы стандартные
обозначения для физических величин и парамет-
ров: U — вектор скорости; ρ— плотность; p — дав-
ление; E = ε+ 1

2 |U|2 — удельная полная энергия;
ε— удельная внутренняя энергия; γ— показатель
адиабаты; τ— тензор вязких напряжений, элемен-
ты которого вычисляются как

τij = (µ+ µt)

[(
∂vi
∂xj

+
∂vj

∂xi

)
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

]
,

где δij — символ Кронекера; µ — вязкость среды;
µt — турбулентная вязкость, вычисляемая иcходя
из k-ε модели турбулентности.

3. Вычислительные средства
Вычислительное моделирование динамики

жидкости и газа с учётом турбулентности прово-
дится с использованием нескольких подходов. Ал-
горитмически самый простой подход заключается
в использовании прямого численного моделирова-
ния [17,18]. Однако такой подход отличается столь
высокими требованиями к затраченным вычисли-
тельным ресурсам, что возникает необходимость
переноса вычислительного кода на высокопроиз-
водительный кластер или видеокарту.

Более эффективным является подход, при ко-
тором используется какая-либо модель турбулент-
ности. В настоящей работе используется широко
распространенная k-ε модель.

Так как газ в вихревой трубе движется со зна-
чительными скоростями, вплоть до звуковых, в

качестве базового решателя выбран sonicFoam —
один из стандартных решателей в составе пакета
OpenFOAM, обеспечивающий вычисления для мо-
делей потоков сжимаемых сред со звуковыми ско-
ростями при возможном наличии ударных волн.

Для вихревой трубы с указанными выше раз-
мерами была подготовлена трёхмерная конечно-
разностная сетка, в которой были учтены особен-
ности цилиндрической конфигурации области и
возможное влияние сетки узловых точек на резуль-
таты вычислений [19], поэтому качеству сетки бы-
ло уделено особое внимание [20].

Также следует отметить, что при обработке по-
лученных результатов существует необходимость
вычисления среднего значения по сечению выхода
и по времени температуры и давления. Для этой
цели авторами используется двухэтапный подход.
Вначале выполняется утилита surfaceCut из соста-
ва OpenFOAM, позволяющая получить указанные
при вызове утилиты значения физических вели-
чин в сечении моделируемой области, сделанном
по заданной поверхности. Полученные значения
сохраняются в формате VTK во всех просчитанных
моментах времени.

Следующим шагом вызывается скрипт, напи-
санный на языке Python, обрабатывающий полу-
ченные файлы VTK на заданном промежутке вре-
мени и вычисляющий средние значения по пло-
щади поверхности, а затем и по времени. Таким
образом вычисляются средние по сечению и тур-
булентным пульсациям значения плотности и тем-
пературы на холодном и горячем выходах, а также
в области перехода из вихревой трубы в канал хо-
лодного выхода.
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4. Обсуждение результатов
Вычислительные эксперименты проводились

в расчётной области, параметры которой (разме-
ры вихревой трубы) были описаны в разделе 2. В
проведённых сериях расчётов изменялись лишь
параметры ` и α, остальные размеры одинаковы
для всех вычислительных экспериментов.

В первой серии расчётов исследовалась зави-
симость выходных параметров от угла расширения
сопла холодного выхода α. В данной серии дли-
на сопла холодного выхода (` = 5 см) неизмен-
на; угол расширения изменяется, оставаясь малым:
α = 0.1÷ 5◦.

Вначале проведено моделирование при усло-
вии, когда на входе задан постоянный объемный
расход подаваемого на вход воздуха f = 0.075 м3/c.
Результаты данного вычислительного эксперимен-
та показаны на рис. 2 пунктирной кривой чёрного
цвета. Из графика можно видеть, что зависимость
средней температуры на выходе в этом случае но-
сит немонотонный характер с явно выраженным
минимумом при угле расширения α = 3◦.

Однако, если фиксированный расход заменить
заданным значением давления (перепад давления
между входом и выходом), то картина существен-
но изменяется. Dыбрано давление на входе рав-
ное 4 атм (pin = 4 · 105 Па), на выходе — атмосфер-
ное (pout = 1 · 105 Па). Результаты при фиксиро-
ванном перепаде давления показаны на том же
рис. 2 сплошной кривой красного цвета. Следует
отметить, что данный эксперимент показал почти
линейную зависимость температуры выходящего
воздуха от малого угла расширения сопла холодно-
го выхода на рассмотренных значениях.

Следующая серия экспериментов исследовала
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Рис. 2. Зависимость температуры воздуха на холод-
ном выходе от угла канала холодного выхода
при фиксированном расходе на входе и при
фиксированном давлении

зависимость температуры воздуха от длины сопла
холодного выхода. Диапазон исследованных длин
` = 1÷ 20 см. В данной серии на входе задается
постоянное давление pin = 4 · 105 Па.

На рис. 3 показана зависимость температуры
от длины в двух сечениях сопла холодного выхо-
да цилиндрической формы. Красная линия C1 де-
монстрирует поведение температуры на выходе
из сопла. Черная пунктирная линия C2 показывает
поведение средней температуры в сечении пере-
хода из основного канала вихревой трубы в сопло
холодного выхода. Из поведения представленных
кривых можно сделать следующие выводы. В обла-
сти перехода в сопло холодного выхода темпера-
тура выходящего газа слабо зависит от геометрии
указанного сопла. Однако при протекании сквозь
сопло средняя температура газа существенно изме-
няется. На кривой C1 можно видеть два перегиба.
Вначале температура холодного газа увеличива-
ется с ростом длины сопла холодного выхода до
` = 5 см, а затем температура начинает умень-
шаться. Однако на бо́льших длинах (` > 12 см) за-
висимость температуры от длины уменьшается.

На рис. 4 показаны кривые средних темпе-
ратур в тех же сечениях C1 и C2 для тех же длин
(` = 1÷ 20 см) сопла холодного выхода при условии
наличия угла расширения этого сопла. В данном
случае угол достаточно мал: α = 0.25◦.

Из поведения кривых на рис. 4 следует отме-
тить следующие факты. Во-первых, средняя темпе-
ратура в области перехода в сопло слабо зависит от
геометрии сопла и сравнима со средней температу-
рой в этой же области для сопла цилиндрической
формы. Во-вторых, средняя температура на выхо-
де существенно зависит от наличия угла расшире-
ния. Из поведения кривых C2 можно видеть, что
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Рис. 3. Зависимость температуры воздуха на выходе
(C1) и в сечении перехода из основного кана-
ла в сопло холодного выхода (C2) от длины
канала для цилиндрического сопла
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Рис. 4. Зависимость температуры воздуха на выходе
(C1) и в сечении перехода из основного кана-
ла в сопло холодного выхода (C2) от длины
канала для сопла с углом α = 0.25◦

значения средней температуры холодного воздуха
в этом случае гораздо меньше температуры для тех
же длин цилиндрического сопла. В-третьих, зави-
симость температуры холодного воздуха от длины
сопла при наличии угла расширения носит иной
характер. В этом случае даже для короткого сопла
температура значительно падает при удлинении
сопла. Однако и в этом случае мы наблюдаем немо-
нотонность. При длинах ` > 15 см средняя тем-
пература холодного воздуха на выходе начинает
расти.

5. Заключение

Проведенная работа показывает, что геомет-
рические параметры сопла холодного выхода вих-
ревой трубы неизбежно оказывают существенное
влияние на производство холодного воздуха. При
этом важным аспектом является условие постоян-
ного давления на входе. В том случае, когда воздух
в вихревую трубу подаётся при постоянном объём-
ном расходе, получаемый результат оказывается
значительно меньше, чем случае постоянного дав-
ления на входе.

Отдельно следует отметить, что независимо
от геометрии холодного выхода, основное охла-
ждение выходящего воздуха происходит непосред-
ственно в сопле холодного выхода, тогда как на
переходе из трубы в сопло воздух имеет приблизи-
тельно одинаковую температуру, лишь немногим
меньшую в сравнении с температурой подаваемо-
го газа.

Проведенное исследование не охватывает всех
возможных длин и углов расширения сопла холод-
ного выхода вихревых труб и подразумевает про-
должение для углов α > 5◦ и длины ` > 20 см.
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The dependence of the Ranque–Hilsch effect
on the cold outlet geometry
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The effect of such parameters of the cold outlet nozzle of the counter flow vortex tube as the length and widening
angle on temperature separation is investigated. Mathematical model of gas dynamics is written with viscosity
component. Computational simulation is performed in the OpenFOAM package, using the sonicFoam solver. It is
shown that the temperature of the exhaust air decreases along the cold exit nozzle. The presence of the angle of
widening of the nozzle affects the amount of cooling, but is not the root cause of the effect. The nonmonotonic
dependence of the temperature of the exhaust gas on the length of the cold exit nozzle is demonstrated. When
studying the effect on the temperature of the widening angle of a cold-exit nozzle at a fixed length, it was shown
that at a fixed volume flow rate, a pronounced non-monotonic dependence is observed, while at a constant pressure
drop, there is no non-monotony down to the maximum considered angle.
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Редукция частично инвариантных подмоделей ранга 3
дефекта 1 к инвариантным подмоделям1

Сираева Д.Т.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Рассматриваются уравнения гидродинамического типа с уравнением состояния в виде давления, разделенного
в сумму функций плотности и энтропии. Такая система уравнений допускает двенадцатимерную алгебру Ли.
В случае уравнения состояния произвольного вида уравнения газовой динамики допускают одиннадцатимер-
ную алгебру Ли. Для обеих алгебр Ли оптимальные системы неподобных подалгебр построены. В настоящей
работе по двум двумерным подалгебрам двенадцатимерной алгебры Ли построены две частично инвариант-
ные подмодели ранга 3 дефекта 1. Доказана редукция построенных подмоделей к инвариантным подмоделям
одиннадцатимерной и двенадцатимерной алгебр Ли.

Ключевые слова: подалгебра, инвариант, частично инвариантная подмодель, гидродинамика

1. Введение
Для уравнений гидродинамического типа:

~ut + (~u · ∇)~u + ρ−1∇p = 0,

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρdiv~u = 0,

pt + (~u · ∇)p + ρa2(ρ, p)div~u = 0, a2 = fρ,

(1)

где ~u = (u, v, w)— вектор скорости; ρ— плотность;
p — давление; p = f (ρ, S)— уравнение состояния;
S — энтропия, была поставлена задача нахожде-
ния точных решений с помощью методов группо-
вого анализа [1]. Решение данной задачи связано
с вычислением допускаемой алгебры Ли, группо-
вой классификацией по произвольному элементу
f (ρ, S), вычислением оптимальной системы непо-
добных подалгебр, построением подмоделей. За-
дача групповой классификации решена в [1]. В ра-
боте [2] приведены все неизоморфные алгебры Ли
групповой классификации, для каждой из которых
способ перечисления неподобных подалгебр окон-
чательно сформулирован в [3]. В настоящей работе

1Работа поддержана грантом РФФИ (№ 18-29-10071) и сред-
ствами государственного бюджета по госзаданию (№0246-2018-
0005)

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Сираева Д.Т.

рассматриваются уравнения (1) с уравнением со-
стояния в виде давления, разделенного в сумму
функций плотности и энтропии [1]:

p = f (ρ) + h(S), a2 = f ′. (2)

Из (2) определяется энтропия S.
Уравнения (1) с учетом (2) инвариантны при

действии группы G11 (группы Галилея, расширен-
ной равномерным растяжением) и при действии
переноса по p:

1. ~x ′ = ~x +~a,

2. t ′ = t + a0,

3. ~x ′ = O~x, ~u ′ = O~u, OOT = 1, det O = 1,

4. ~x ′ = ~x + t~b, ~u ′ = ~u +~b,

5. t ′ = tc, ~x ′ = c~x,

6. p′ = p + c0.

(3)

Преобразованиям (3) соответствует двенадца-
тимерная алгебра Ли L12, базис которой в декарто-
вой системе координат записывается следующим
образом:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

X4 = t∂x + ∂u, X5 = t∂y + ∂ν,

X6 = t∂z + ∂w,

http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.009
http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.009
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X7 = y∂z − z∂y + ν∂w − w∂ν,

X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,

X9 = x∂y − y∂x + u∂ν − ν∂u, X10 = ∂t,

X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z, Y1 = ∂p.

В оптимальную систему неподобных подал-
гебр алгебры Ли L12 из работы [4] входят подал-
гебры размерности два и более. Одномерные по-
далгебры получаются прибавлением оператора Y1
к оператору одномерной подалгебры из оптималь-
ной системы подалгебр алгебры Ли L11 [5].

2. Инвариантные подмодели ранга 3
алгебр Ли L11 и L12

Оператор подалгебры 1.12 из оптимальной си-
стемы неподобных подалгебр алгебры Ли L11 [5]
имеет вид:

X4 = t∂x + ∂u,

а инварианты таковы:

t, y, z, u− x
t

, v, w, ρ, p.

Представление инвариантного решения
следующее:

u = w1 +
x
t

, v = u1, w = v1, ρ, p,

где u1, v1,w1, ρ, p зависят от инвариантов t, y, z. Ин-
вариантная подмодель ранга 3 эволюционного ти-
па, соответствующая подалгебре 1.12 (L11), такова:

Du1 + ρ
−1 py = 0,

Dv1 + ρ
−1 pz = 0,

Dw1 = −w1

t
,

Dρ+ ρ(u1y + v1z) = −
ρ

t
,

Dp + ρ fρ(u1y + v1z) = −
ρ

t
fρ, p = f (ρ, S),

(4)

где D = ∂t + u1∂y + v1∂z.
Оператор одномерной подалгебры 1.12 из оп-

тимальной системы неподобных подалгебр алгеб-
ры Ли L12 [4] имеет вид:

X4 + Y1 = t∂x + ∂u + ∂p, (5)

а инварианты подалгебры (5) таковы:

t, y, z, u− x
t

, v, w, ρ, p− x
t

.

Представление инвариантного решения
следующее:

u = w1 +
x
t

, v = u1, w = v1, ρ, p = p1 +
x
t

,

где функции u1, v1, w1, ρ, p1 зависят от инвариан-
тов t, y, z. Инвариантная подмодель ранга 3 эволю-
ционного типа, соответствующая подалгебре 1.12
(L12), такова:

Du1 + ρ
−1 p1y = 0,

Dv1 + ρ
−1 p1z = 0,

Dw1 = −1
t
(w1 + ρ

−1),

Dρ+ ρ(u1y + v1z) = −
ρ

t
,

Dp1 + ρ fρ(u1y + v1z) = −
1
t
(w1 + ρ fρ),

(6)

где D = ∂t + u1∂y + v1∂z.
Кроме инвариантных подмоделей можно по-

строить частично инвариантные подмодели [6]
для подалгебр, в представлении решения которых
нельзя выразить все гидродинамические функции
через инварианты. Такие «лишние» функции на-
значаются функциями от всех независимых пере-
менных, входящих в систему (1). Подстановка пред-
ставления решения в исходные уравнения гидроди-
намического типа (1) приводит к частично инвари-
антной подмодели. Решения частично инвариант-
ных подмоделей могут полностью вкладываться
в решения инвариантных подмоделей. Покажем,
что частично инвариантные подмодели 2.38, 2.39
алгебры Ли L12 редуцируются в инвариантные под-
модели ранга 3 одиннадцатимерной и двенадцати-
мерной алгебр Ли соответственно.

3. Редукция частично инвариантной
подмодели 2.38 к инвариантной
подмодели 1.12 (L11)
Подалгебра 2.38 имеет вид:

X4 = t∂x + ∂u, X1 + Y1 = ∂x + ∂p.

Инварианты подалгебры таковы:

t, y, z, v, w, ρ, p + tu− x.

В представлении частично инвариантного
решения

u = u(t, x, y, z), v, w, ρ, p = p1 + x− tu

функции v, w, ρ, p1 зависят от инвариантов t, y, z;
функция u = u(t, x, y, z)— общего вида.

Энтропия выражается следующим образом:
S = S1 + x− tu, S1 = S1(t, y, z).
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Частично инвариантная подмодель 2.38 ран-
га 3 дефекта 1 такова:

ut = (tρ−1 − u)ux − vuy − wuz − ρ−1,

uy =
1
t
(ρDv + p1y),

uz =
1
t
(ρDw + p1z),

ux = −(D ln ρ+ vy + wz),

Dp1 + ρ fρ(vy + wz) + tρ−1 =

= ux(t2
ρ
−1 − ρ fρ),

(7)

где D = ∂t + v∂y + w∂z.
Пятое уравнение системы (7) представлено с

учетом выражения ut + vuy + wuz из первого урав-
нения той же системы. Из четвертого уравнения
системы (7) следует

u = ax + ũ, a = a(t, y, z), ũ = ũ(t, y, z). (8)

Подстановка (8) во второе и третье уравнения
системы (7) уточняет видфункции a = a(t). Подста-
новка (8) в первое уравнение системы (7) приводит

к уравнению at + a2 = 0, из которого следует a =
1
t

(константа убирается переносом t′ = t + a0 из (3)).
Таким образом, u =

x
t
+ ũ(t, y, z).

Полученные инварианты

t, y, z, u− x
t

, v, w, ρ, p + tu− x

совпадают с инвариантами подалгебры
X4 = t∂x + ∂u (подалгебра под номером 1.12
из оптимальной системы неподобных подалгебр
алгебры Ли L11 [5]). Значит, частично инвариант-
ная подмодель (7), построенная по подалгебре
2.38, редуцируется к инвариантной подмодели (4),
соответствующей подалгебре 1.12 из оптимальной
системы неподобных подалгебр алгебры Ли L11.

4. Редукция частично инвариантной
подмодели 2.39 к инвариантной
подмодели 1.12 (L12)
Операторы подалгебры 2.39 таковы:

X1 = ∂x, X4 + Y1 = t∂x + ∂u + ∂p,

а инварианты следующие:

t, y, z, u− p, v, w, ρ.

Представление решения имеет вид:

u = ũ1 + p, v = ṽ1, w = w̃1, ρ, (9)

где ũ1, ṽ1, w̃1, ρ зависят от инвариантов t, y, z, а
функция p = p(t, x, y, z) — от всех независимых
переменных системы (1).

Подстановка (9) в систему (1) с учетом (2) при-
водит к частично инвариантной подмодели ранга 3
дефекта 1:

−Dũ1 = pt + (ρ−1 + ũ1 + p)px+

+ṽ1 py + w̃1 pz,

−Dṽ1 = ρ−1 py, −Dw̃1 = ρ−1 pz,

−Dρ− ρ(ṽ1y + w̃1z) = ρpx,

−(ṽ1y + w̃1z)ρ fρ =

= pt + (ũ1 + p)px + ṽ1 py + w̃1 pz + ρ fρpx,

(10)

где D = ∂t + ṽ1∂y + w̃1∂z.
Ведем обозначение α = D ln ρ+ ṽ1y + w̃1z, то-

гда четвертое уравнение системы (10) примет вид:

px = −α. (11)

Подстановка второго, третьего и четвертого
уравнений системы (10) в первое уравнение систе-
мы (10) приводит к соотношению

pt = −Dũ1 + α(ρ
−1 + ũ1 + p)+

+ρ(ṽ1Dṽ1 + w̃1Dw̃1).
(12)

Следующее равенство получается подстанов-
кой уравнения (12), второго, третьего и четвертого
уравнений системы (10) в пятое уравнение систе-
мы (10)

Dũ1 − α(ρ−1 − ρ fρ)− (ṽ1y + w̃1z)ρ fρ = 0. (13)

Приравнивание смешанных производных ptx
из (12) и pxt из (11) приводит к обыкновенному
дифференциальному уравнению −α2 + αt = 0, ре-

шение которого α = −1
t
не содержит постоянной,

так как допускается перенос по времени t′ = t + a0
(см. (3)). Тогда p из (11) имеет вид:

p =
x
t
+ p̃1(t, y, z). (14)

Найденный вид p (14) подставляется в уравне-
ния (13), второе, третье и четвертое уравнения си-
стемы (10):

Dũ1 − (ṽ1y + w̃1z)ρ fρ = −
1
t
(ρ−1 − ρ fρ), (15)

Dṽ1 + ρ
−1 p̃1y = 0, (16)

Dw̃1 + ρ
−1 p̃1z = 0, (17)

Dρ+ ρ(ṽ1y + w̃1z) = −
ρ

t
. (18)
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В (12) сначала подставляется вид p (14), за-
тем (15), (16), (17):

Dp̃1 + (ṽ1y + w̃1z)ρ fρ = − 1
t (ρ fρ + ũ1 + p̃1). (19)

Система уравнений (15)–(19) содержит функ-
ции ũ1, ṽ1, w̃1, ρ, p̃1, зависящие только от инвари-
антов t, y, z. Переобозначение ṽ1 → u1, w̃1 → v1,
ũ1 → w1 − p1, p̃1 → p1 приводит систему (15)–(19)
к системе (6).

5. Заключение
Таким образом, для уравнений гидродинами-

ческого типа с уравнением состояния в виде дав-
ления, разделенного в сумму функций плотности
и энтропии, построены две частично инвариант-
ные подмодели ранга 3 дефекта 1 по двум двумер-
ным подалгебрам 2.38, 2.39 алгебры Ли L12. Дока-
зана редукция построенных частично инвариант-
ных подмоделей к инвариантнымподмоделям ран-
га 3 одиннадцатимерной и двенадцатимерной ал-
гебр Ли соответственно.
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Автомодельный упругий режим фильтрации
через подвижную границу1
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В статье рассматривается одномерная задача упругой фильтрации жидкости через подвижную границу. Для
инвариантности задачи выводятся краевые условия. Задача сводится к переопределенной краевой задаче для
уравнения Вебера. Найдены точные решения. Асимптотика решения в бесконечно удаленной точке определяет
инвариантный закон фильтрации по данным краевым условиям. Для произвольного инвариантного закона
фильтрации определена связь между переопределенными инвариантными краевыми условиями.

Ключевые слова: упругая фильтрация, подвижная граница, инвариантные решения, уравнение Вебера, краевая
задача, асимптотики решений

1. Введение
Однимиз действенных способовинтенсифика-

ции работы нефтяных и газовых скважин, а также
увеличения приемистости нагнетательных сква-
жин, является гидроразрыв пласта (ГРП). В течение
ГРП в скважину подается жидкость под давлением
бо́льшим, чем давление разрыва пласта, что при-
водит к образованию высокопроводимой трещины
в породе. Во время роста трещины происходит ча-
стичная потеря жидкости гидроразрыва из-за ее
фильтрации в пористую среду пласта. Фильтрация
происходит за счет разности давлений пластовой
жидкости и жидкости в трещине с добавлением
упругого давления раздвинутого скелета породы.
На границе трещины определены полуширина тре-
щины, давление и расход жидкости. Задача опре-
деления движения трещины в полной постановке
слишком сложна: движение вязкой жидкости в тре-
щине, фильтрация жидкости в породу, деформа-
ция породы возле трещины. Поэтому используют
различные приближенные методы [1] для вывода
упрощенной математической модели. Во многих

1Работа выполнена при частичной финансовой поддержке
РФФИ (проект№ 18-29-10071-мк)

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Хабиров С.В.
c© Хабиров С.С.

работах считается, что потеря жидкости на филь-
трацию подчиняется эмпирическому закону Кар-
тера [2] или автомодельному закону фильтрации с
неподвижной границей [3].

В настоящей работе рассматривается одномер-
ныйпроцесс упругойфильтрациижидкости впласт
через двигающуюся границу трещины в автомо-
дельной постановке. Реализуются различные за-
коны автомодельной фильтрации, для всех из них
можно вывести связь между полушириной трещи-
ны, давлением и скоростью фильтрации на грани-
це трещиныи пласта. Задача сводится к краевой за-
даче для линейного обыкновенного дифференци-
ального уравнения второго порядка гипергеомет-
рического типа (уравнению Вебера). Найдены точ-
ные решения уравнения. По переопределенным
краевым условиям определяется закон автомодель-
ной фильтрации.

2. Уравнения упругого режима
фильтрации
Пористая среда характеризуется пористостью

m =
V
V

,

где в выделенном объеме V величина объема пор
равна V.

http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.010
http://mfs.uimech.org/mfs2018.3.010
https://doi.org/10.21662/mfs2018.3.010
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Фильтрующаяся жидкость определяется плот-
ностью ρ, давлением p и скоростью фильтрации ~u,
которые связаны законом Дарси [3]:

~u = − k
µ

∆p, (1)

где k — проницаемость среды; µ— динамическая
вязкость жидкости.

Закон сохранения массы жидкости в поровом
пространстве имеет дифференциальный вид [3]:

(mρ)t +∇ · (ρ~u) = 0. (2)

Величиныm, ρ, k, µ зависят от давления при по-
стоянной температуре. Эти зависимости являются
уравнениями состояния и определяются экспери-
ментально. Упругий режим фильтрации определя-
ется линейными уравнениями состояния в окрест-
ности равновесного давления p0:

ρ = ρ0

(
1 +

p− p0

Kρ

)
,

m = m0

(
1 +

p− p0

Km

)
,

k
µ
=

k0

µ0

(
1 +

p− p0

K

)
,

(3)

где
p− p0

Kρ
,

p− p0

Km
,

p− p0

K
— малые величины, т.к.

модули упругости Kρ, Km, K значительно больше
p − p0 [4]. Подставляя (1) и (3) в (2), пренебрегая
величинами меньшего порядка, получим нелиней-
ное уравнение [3]

pt = κ
[
∆p + σ (∇p)2

]
, (4)

где

κ =
k0

µ0m0

(
1

Kρ
+

1
Km

)−1
, σ =

1
Kρ

+
1
K

.

Уравнение (4) заменой

P = ln |u| − f (τ) , τ = κt, σp = P

линеаризуется к уравнению упругого режима
фильтрации, не содержащему эмпирических
коэффициентов

uτ = ∆u + f ′(τ)u. (5)

В работе [3] уравнение (5) выведено как при-
ближение уравнения (4).

3. Одномерная модель упругого
режима фильтрации через
подвижную границу
В одномерном случае уравнение (4)

pt = κ
[

pxx + σpx
2
]

справедливо в переменной области

0 < a (t) 6 x < ∞,

где x = a(t) — подвижная граница полуширины
трещины.

Начальное условие имеет вид:

p(0, x) = p0(x), 0 < a0 6 x < ∞, a0 = a(0).

Условие на бесконечности задает давление
пластовой жидкости

p(t, ∞) = p∞.

Условия на подвижной границе x = a(t):

p(t, a(t)) = pж + E′a,

qa(t) = −
k
µ

px(t, a(t)),

где E′ = E(1 − ν2)−1; E — модуль Юнга; ν — ко-
эффициент Пуассона; pж — давление жидкости в
неподвижной трещине. Величина E′a — давление
упругой силы скелета по закону Гука [5]. Расход
жидкости qa вычисляется по закону Дарси.

Сделаем замену, убирающую эмпирические
постоянные и линеаризующую уравнение

σp = ln u− f (τ) , κt = τ.

Основное уравнение примет вид:

uτ = uxx + f ′(u). (6)

Начальное условие записывается в виде:

ln u|τ=0 = f (0) + σp0(x) ⇒

u(0, x) = exp( f (0)− σp0(x)) = u0(x). (7)

При x → ∞ краевое условие имеет вид:

u(τ, ∞) = 1, (8)

если выбрать f = −p∞σ. При этом последнее сла-
гаемое в (6) равно нулю.

Условия на подвижной границе

x = a
(
τ

κ

)
= ã(τ)
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принимают вид:

u = eσE
′ ãua(τ), ua(τ) = exp(σ(pж − p∞)), (9)

qa

(
τ

x

)
= − k

µσ

ux

u
⇒

ux = −eσE
′ ã

a qa
µσ

k
= −eσE

′ ãua q̃a. (10)

Граничные условия определяются функциями
ã, ua, q̃a. Следует отметить, что решение краевой
задачи существует не для всяких граничных усло-
вий. Соотношения между граничными функциями,
дающие решение краевой задачи (6)–(10), опре-
деляют приближенные модели основной сложной
задачи движения трещины.

Далее рассмотрим возможные инвариантные
решения краевой задачи [6].

4. Инвариантное решение краевой
задачи
Однородное уравнение теплопроводности (6)

допускает бесконечномерную алгебру Ли операто-
ров дифференцирования первого порядка с бази-
сом, продолженным на производные ux [6]:

〈 f 〉 = f ∂u + fx∂ux , fτ = fxx;
X1 = ∂τ, X2 = ∂x,

X3 = 2τ∂τ + x∂x −
1
2

u∂u −
3
2

ux∂ux ,

X4 = 2τ∂x − xu∂u − (u + xux) ∂ux ,

X5 = 4τ2∂τ + 4xτ∂x −
(

x2 + 2τ
)

u∂u−

−
(

2xu +
(

x2 + 6τ
)

ux

)
∂ux ,

X6 = u∂u + ux∂ux .

Произвольный оператор алгебры есть линей-
ная комбинация базисных:

Y = 〈 f 〉+
6

∑
i=1

xiXi.

Произвольные элементы f , xi определим из
условия инвариантности начальных и краевых
условий:

YF|F=0 = 0.

Для начальных условий τ = 0, u = u0(x) за-
пишем условие инвариантности. Из первого урав-
нения следует x1 = 0. Для второго уравнения из
условия Y (u− u0(x)) = 0, u = u0(x) следует

f = u0(x)
(

1
2

x3 + (x)x4 +
(
(x)2 + 2τ

)
x5 − x6

)
+

+u0
′ (

x2 + (x)x3 + 2τ
(

x4 + 2(x)x5
))

.

Функция f удовлетворяет уравнению (6), из
которого следует равенство

u
′′
0

(
5
2

x3 + (x)x4 +
(
(x)2 + 10τ

)
x5 − x6

)
+

+u0
′′′ (

x2 + (x)x3 + 2τ
(

x4 + 2(x)x5
))

= 0.

При τ = 0 получим условие инвариантности
начальных данных

x1 = 0, u
′′
0

(
5
2

x3 + (x)x4 + (x)2x5 − x6
)
+

+u0
′′′ (

x2 + (x)x3
)
= 0.

(11)

Для краевого условия на бесконечности усло-
вие инвариантности принимает вид:

f =
1
2

x3 + (x)x4 +
(
(x)2 + 2τ

)
x5 − x6,

f удовлетворяет уравнению (6) и должно быть ко-
нечным при x → ∞, поэтому

x4 = x5 = 0, f =
1
2

x3 − x6. (12)

Условие инвариантности для краевого
условия на подвижной границе запишем при
x1 = x4 = x5 = 0.

Для условия x = ã(τ) получим

2ã
′
τx3 = x2 + ãx3. (13)

Для уравнения (9) в силу (12) определяем

f =
1
2

x3 − x6 = ua

(
1
2

x3 − x6
)

eσE
′ ã+

+2τx3
(

ua
′
+ σuaE′ ã

′)
eσE

′ ã.
(14)

Для уравнения (10) следует(
3
2

x3 − x6
)

eσE
′ ã q̃aua + 2τx3

(
eσE

′ ã q̃aua

)′
= 0. (15)

Для инвариантности краевой задачи получе-
ны однородные относительно величин x2, x3, x6

уравнения (11)–(15) для функций u0, ã, ua, q̃a.
Положим x2 = αx3, x6 = βx3 и проинтегрируем

уравнения.
Из (13) следует

2τã
′
= ã + α ⇒ ã = −α+ Aτ

1
2 . (16)

Из (15) следует

eσE
′ ã q̃aua = Qτ

1
2 (β−

3
2 ) = Q

(
ã + α

A

)β− 3
2

. (17)
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Из (14) следует

uaeσE
′ ã = 1 + Uτ

1
2 (β−

1
2 ) = 1 + U

(
ã + α

A

)β− 1
2

. (18)

Из (11) следует:

при β 6= 1
2

,
3
2

u0 =
C(

β− 3
2
) (
β− 1

2

) |x + α|β−
1
2 + C1x + C0, (19)

при β =
1
2

u0 = −C ln |x + α|+ C1x + C0, (20)

при β =
3
2

u0 = C(x + α) ln |x + α|+ C1x + C0. (21)

Постоянная β задает автомодельный закон
фильтрации. Постоянная α задает начальное рас-
крытие трещины.

Из (17) и (18) следует соотношение, не содер-
жащее β:

q̃aua (ã + α) =
AQ
U

(
ua − e−σE

′ ã
)

,

которое задает связь между раскрытием трещины,
давлением и расходом на границе трещины.

Искомый оператор, относительно которого
краевая задача инвариантна, имеет вид:

Y =

(
β− 1

2

)
(u− 1)∂u + 2τ∂τ + (x + α)∂x.

Представление инвариантного решения запи-
сывается через инварианты оператора Y, которые
удовлетворяют уравнению

YF = 0.

Функционально независимые инварианты
удобно выбрать в виде:

I = (x + α)τ−
1
2 , u1 = (u− 1)τ−

1
2 (β−

1
2 ). (22)

Представление инвариантного решения
однородного уравнения (6) задается зависимо-
стью u1 (I):

u = 1 + u1 (I) τ
1
2 (β−

1
2 ), (23)

которая в литературе называется автомодельным
решением [3].

Из (6) следует обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение гипергеометрического типа:

u
′′
1 +

1
2

Iu
′
1 −

1
2

(
β− 1

2

)
u1 = 0. (24)

Запишем инвариантные краевые условия че-
рез инварианты.

При x → ∞ из (22), (8) и (23) следует

I → ∞, u1 = 0. (25)

На подвижной границе

x + α = Aτ
1
2 = A(x + α)I−1 ⇒ I = A

выполняются условия (9) и (10), которые в си-
лу (17), (18), (23) принимают вид:

u1 = U, u
′
1 = −Q, I = A. (26)

Начальные условия при τ = 0 или I → ∞ при

β 6= 1
2

,
3
2
имеют вид:

C(
β− 3

2

)(
β− 1

2

) |x + α|β−
1
2 + C1x + C0=1 + u1τ

1
2 (β−

1
2 )

⇒ C1 = 0, C0 = 1, u1 =
C(

β− 3
2

)(
β− 1

2

) Iβ−
1
2 .

Условия (25) выполняются при β <
1
2
. В про-

тивном случае = 0.

При β =
1
2
по формуле (20) имеем

−C ln |x + α|+ C1x + C0 = 1 + u1 ⇒
C1 = C = 0, C0 = 1.

При β =
3
2
по формуле (21) получим точно

такой же результат, как и при β =
1
2
.

5. Исследование автомодельной
краевой задачи
Сделаем замену переменных

1
2

I = z,
u1

U
= w.

Краевая задача (24), (25), (26) сводится к гипер-
геометрическому уравнению Вебера [7]

wzz + 2zwz + λw = 0, λ = 1− 2β; (27)
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при z→ ∞, w = 0;

при z =
1
2

A = z0, w = 1, w
′
= −2Q

U
= −Q0.

Уравнение Вебера сводится к уравнению
Шреденгера

w̃
′′ − q(z)w̃ = 0, q(z) = z2 + 1− λ = z2 + 2β (28)

заменой
w = w̃e−

1
2 z2

.

Самосопряженный вид уравнения Вебера
следующий: (

ez2
w
′)′

= −λez2
w. (29)

В [7] доказано утверждение для уравнения
Шреденгера:
если

q(z)>0,
∞∫

q
1
2 (t)dt = ∞,

∞∫ ∣∣∣∣∣ 5q
′2

16q3−
q
′′

4q2

∣∣∣∣∣ q
1
2 (t)dt<∞,

то пара решений уравнения (28) имеет при z→ ∞
следующую асимптотику

q
1
4 w ∼ exp

± z∫
q

1
2 (s)ds

 ,

которую можно дифференцировать.
Проверим условия утверждения

∞∫
q1/2dt ∼

∞∫
t dt = ∞,

∞∫ ∣∣∣∣∣ 5q
′2

16q3 −
q
′′

4q2

∣∣∣∣∣ q
1
2 dt ∼ 3

4

∞∫
t−4dt < ∞.

В нашем случае
z∫

z0

(
t2 + 2β

) 1
2 dt =

=
1
2

t
(

t2 + 2β
) 1

2
+ β ln

∣∣∣∣t + (t2 + 2β
) 1

2
∣∣∣∣∣∣∣∣z

z0

.

Следовательно, убывающее решение имеет
асимптотику

z
1
2

(
1 +

β

2z2

)
w̃ ∼

∼ C
∣∣∣∣z + (z2 + 2β

) 1
2
∣∣∣∣−β exp

[
−1

2
z2
(

1 +
β

z2

)]
⇒ w̃ ∼ C̃z−β−

1
2 e−

z2
2 ⇒ w ∼ Cz−β−

1
2 e−z2

,

w
′ ∼ C

(
β+

1
2
+ 2z2

)
z−β−

3
2 e−z2

.

Если предположить, что асимптотическое по-
ведение имеет место всюду в области фильтрации,
то из краевых условий (27) следует:

Cz−β−
1
2

0 e−z2
0 = 1, Q0 = C

(
β+

1
2
+ 2z2

0

)
z−β−

3
2

0 e−z2
0

⇒ Q0 = z−1
0

(
β+

1
2
+ 2z2

0

)
. (30)

Формула (30) определяет закон автомодельной
фильтрации β в зависимости от постоянных z0, Q0
из автомодельных краевых условий.

Дифференцирование D =
d
dz
уравнения Вебе-

ра (27) лишь изменяет постоянную λ

(Dnw)
′′
+ 2z(Dnw)

′
= −(λ+ 2n)Dnw.

Если λ = −2n, то Dnw =
∞∫
z

e−t2
dt → 0 при

z → ∞. В этом случае решение исходного уравне-
ния с условием на бесконечности имеет вид:

wn = D−n
∞∫

z

e−t2
dt, D−1w = −

∞∫
z

w(t)dt.

С помощью самосопряженного уравнения Вебе-
ра (29) найдены решения при λ = −2n [7]:

wn = e−z2
(ez2

Dnw)(n), (31)

(Dnw)
′′
+ 2z(Dnw)

′
= 0.

Если Dnw — постоянная, то получаются поли-
номы Вебера:

vn = e−z2
(ez2

)(n), (32)

v0 = 1, v1 = 2z, v2 = 2 + (2z)2, v3 = 2z(6 + (2z)2), ...

Предположим, что

s = (2z)2, v2k+1 = 2zSk(s), v2k = Qk(s),

где Sk, Qk — полиномы степени k,

Q0 = 1, S0 = 1, Q1 = s + 2, S1 = s + 6, ...

Из формул (32) следуют рекуррентные
соотношения:

v2k+1 = 2z(Qk + 4Q
′
k) ⇒ Sk = Qk + 4Q

′
k,

v2(k+1) = (s + 2)Sk + 4sS
′
k ⇒

Qk+1 = (s + 2)Sk + 4sS
′
k,
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которые показывают справедливость индуктивно-
го предположения. Можно вывести рекуррентные
соотношения для каждой серии полиномов:

Sk+1 = (s + 6)Sk + 8(s + 3)S
′
k + 16sS

′′
k ,

Qk+1 = (s + 2)Qk + 8(s + 1)Qk
′ + 16sQk

′′.

Все коэффициенты полиномов Sk, Qk положи-
тельны, значит, они не имеют действительных кор-
ней при s > 0. Полиномы v2k+1 имееют корень
равный нулю. При z → ∞ полиномы Вебера (32)
неограниченно растут.

Не являющиеся постояннымирешения уравне-
ний (31) с краевыми условиями на бесконечности
имеют при z→ 0 вид:

Dnw =

∞∫
z

e−t2
dt ⇒ wn = D−n

∞∫
z

e−t2
dt→ 0.

Отсюда следует, что wn не имеет нулей
при z > 0:

w0 =

∞∫
z

e−t2
dt, w1 =

∞∫
z

ds
∞∫

s

e−t2
dt =

=
1
2

(
w
′′
1 + 2w

′
1

)
=

1
2

(
−e−z2

+ 2zw0

)
,

w2 =
1
4

(
w
′′
2 + 2zw

′
2

)
=

1
4
(w0 + 2zw1) =

=
1
4

1
2

(
−2ze−t2

+ (s + 2)w0

)
,

w3 =
1
6

(
w
′′
3 + 2zw

′
3

)
=

1
6
(w1 + 2zw2) =

=
1
6

1
4

1
2

(
−(s + 4)e−t2

+ 2z(s + 6)w0

)
,

w4 =
1
8

1
6

1
4

1
2

(
−2z(s+10)e−z2

+(s2+12s+12)w0

)
, ...

Предположение индукции

w2k =
1

22k
1

(2k)!

(
−2zPk−1(s)e−z2

+ Qk(s)w0

)
,

w2k+1 =
1

22k+1
1

(2k + 1)!

(
−Rk(s)e−z2

+ 2zSk(s)w0

)
,

где Pk, Qk, Rk, Sk – полиномы степени k.
Докажем предположение индукции

2(2k + 1)w2k+1 = 2zw2k + w2k−1 ⇒

w2k+1 =
1

22k+1
1

(2k + 1)!

[
−sPk−1e−z2

+ 2zQkw0+

+2(2k)
(
−Rk−1e−z2

+ 2zSk−1w0

)]
,

2(2k)w2k = 2zw2k−1 + w2k−2 ⇒

w2k =
1

22k
1

(2k)!

[
−2zRk−1e−z2

+ sSk−1w0+

+2(2k− 1)
(
−2zPk−2e−z2

+ Qk−1w0

)]
.

Отсюда следуют рекуррентные соотношения
для полиномов:

Rk = sPk−1 + 4kRk−1,
Sk = Qk + 4kSk−1,
Pk−1 = Rk−1 + 2(2k− 1)Pk−2,
Qk = sSk−1 + 2(2k− 1)Qk−1,

с начальными полиномами:

P−1 = 0, Q0 = 1, R0 = 1, S0 = 1, P0 = 1,
Q1 = s + 2, R1 = s + 4, S1 = s + 6, P1 = s + 10.

Рекуррентные равенства для каждой серии
полиномов:

Pk = (s + 8k + 2)Pk−1 − 8k(2k− 1)Pk−2,
Qk+1 = (s + 8k + 2)Qk − 8k(2k− 1)Qk−1,
Rk = (s + 8k− 2)Rk−1 − 8(k− 1)(2k− 1)Rk−2,
Sk = (s + 8k− 2)Sk−1 − 8(k− 1)(2k− 1)Sk−2.

Полиномы Rk и Sk, Pk и Qk+1 имеют одинако-
вые рекуррентные соотношения, но разныеначаль-
ные полиномы. Полиномы Qk, Sk совпадают с по-
линомами Вебера:

Q2 = s2 + 12s + 12, S2 = s2 + 20s + 60,

P2 = s2 + 28s + 132, R2 = s2 + 18s + 32, ...

Интегрирование

D−1w = −
∞∫

z

w(t)dt (DD−1w = w)

уравнения Вебера (27) лишь изменяет
постоянную λ

(D−nw)
′′
+ 2z(D−nw)

′
= −(λ− 2n)D−nw.

Если λ = 2n, то D−nw = w0. В этом случае ре-
шение исходного уравнения с условием на беско-
нечности имеет вид:

w−n = (−1)nDnw0 = e−z2
Fn−1(z)→ 0 (33)

при z→ ∞, где Fk(z)— полином степени k;

w−1 = e−z2
, w−2 = 2ze−z2

,

w−3 = (s− 2)e−z2
, w−4 = 2z(s− 6)e−z2

, ...
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Предположение индукции

F2k+1 = 2zSk(s), F2k = Rk(s), s = (2z)2,

где Sk, Rk — полиномы степени k.
Из формулы (33) следует

2zSke−z2
= −D

(
e−z2

Rk

)
= 2ze−z2

(Rk − 4R
′
k),

Rk+1e−z2
= −D

(
2ze−z2

Sk

)
=

= e−z2
(
(s− 2)Sk − 4sS

′
k

)
.

Отсюда следуют рекуррентные соотношения
для полиномов:

Sk = Rk − 4R
′
k, Rk+1 = (s− 2)Sk − 4sS

′
k

с начальными полиномами:

R0 = 1, S0 = 1, R1 = s− 2, S1 = s− 6.

Можно вывести рекуррентные соотношения
для каждой серии полиномов:

Rk+1 = (s− 2)Rk − 8(s− 1)R
′
k + 16sR

′′
k ,

Sk+1 = (s− 6)Sk − 8(s− 3)S
′
k + 16sS

′′
k ;

R2 = s2 − 12s + 12,

S2 = s2 − 20s + 60,

R3 = s3 − 42s2 + 420s− 840,

S3 = s3 − 30s2 + 180s− 120, ...

Полиномы Sk, Rk имеют чередующиеся по зна-
ку коэффициенты, поэтому имеют k положитель-
ных корней. Коэффициент при старшей степени
равен 1. Минимальный корень s∗ уменьшается с
ростом k как для четных, так и для нечетных номе-
ров полиномов. Между соседними корнями Sk есть
корень Rk [7]. При n > 3 решение w−n имеет коле-
бательный характер с конечным числом нулей.

Решения имеют физический смысл до наи-
меньшего корня. В точке корня u = 1 и давление
равно пластовому, т.е. корень задает фронт вол-
ны фильтрации. Появление фронта — следствие
нелинейности уравнения пьезопроводности (4).

6. Приближение с нецелым λ
Рассмотрим уравнение Вебера (27) с нецелым

отрицательным λ

−2(n + 1) < λ < −2n ⇒ 0 < −λ
2
− n = ε < 1

Разложим решение в асимптотический ряд по
степеням ε

w = u0 + εu1 + ε
2u2 + ...

с краевыми условиями:

u0|z=z0
= 1, u0|z→∞ = 0;

uj
∣∣
z=z0

= uj
∣∣
z→∞ = 0, j = 1, 2, ...

В нулевом приближении получим уравнение
Вебера (27) с целым λ = −2n. Решение краевой
задачи определяется с помощью функций (31)

u0 =
wn(z)
wn(z0)

.

Для первого приближения получим неодно-
родное уравнение Вебера

u
′′
1 + 2zu

′
1 = 2nu1 + 2u0, u1|z=z0

= u1|z→∞ = 0.

Решение определяется с помощью функции
Грина G(z, s)

u1 = 2
∞∫

z0

G(z, s)u0(s)ds.

Функция Грина строится с помощью фунда-
ментальной системы решений самосопряженного
однородного уравнения [7]:(

ez2
u
′)′

= 2nez2
u,

G(z, s) =

{
C1u1(z) z0 6 z 6 s
C2u2(z) s 6 z < ∞

,

C1u1(s) = C2U2(s), C2u
′
2 − C1u

′
1 = e−s2

. (34)

Функционально независимые решения u1, u2 удо-
влетворяют первому и второму краевому условию
соответственно.

В качестве фундаментальной системы реше-
ний выберем решение wn (31) и полином Вебера
vn (32). Тогда

u2(z) = wn(z)→ 0 z→ ∞,

u1(z) = wn(z)vn(z0)− wn(z0)vn(z)

и определитель Вронского равен

W(s) = u1u
′
2 − u2u

′
1 = wn(z0)

(
wnv

′
n − vnw

′
n

)
.
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Определяя постоянные из равенств (34), полу-
чим функцию Грина

G(z, s) =

=


e−s2

W−1(s)wn(s) (wn(z)vn(z0)− wn(z0)vn(z))
при z0 6 z 6 s

e−s2
W−1(s)wn(z) (wn(s)vn(z0)− wn(z0)vn(s))

при s 6 z < ∞

.

Аналогично определяются следующие прибли-
жения.

Второе краевое условие на границе по первому
приближению принимает вид:

−Q0 '
w
′
n(z0)

wn(z0)
+ εu

′
1(z0) ⇒

Q0 ≈ −
w
′
n(z0)

wn(z0)
+ (λ+ 2n)

∞∫
z0

G(z0, s)
wn(s)
wn(z0)

ds.

Последнее равенство определяет закон филь-

трации β =
1
2
(1− λ) по краевым условиям z0 и Q0.

7. Заключение
Выведено нелинейное уравнение упругой

фильтрации, которое линеаризуется точечной за-
меной. В одномерном случае поставлена краевая

задача упругой фильтрации через подвижную гра-
ницу. Выведена инвариантная подмодель автомо-
дельной фильтрации через подвижную границу и
определена зависимость между краевыми данны-
ми для любого автомодельного режима фильтра-
ции. Асимптотики инвариантной подмодели опре-
деляют связь между постоянными автомодельных
краевых условий.
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