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Распространение слабых возмущений в теплой воде
с воздушными пузырьками1

Вдовенко И.И., Вдовенко Н.Н.

Башкирский государственный университет, Уфа

Изучены особенности отражения и преломления гармонических волн на границе раздела «чистой» жидкости
и жидкости с пузырьками с парогазовой смесью при прямом и косом их падении. Проведен численный анализ
влияния начального объемного содержания газа αg0 для двух начальных размеров пузырьков a0 = 10−6 м и
10−3 м. Изучено влияние частот возмущений на коэффициенты отражения и преломления звука при прямом
падении и на зависимость угла преломления от угла падения.
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1. Введение
Значительный интерес исследователей к про-

блемам и задачам механики многофазных сред обу-
словлен широким распространением таких систем в
природе и их интенсивным использованием в совре-
менной технике. Давно уже известно, что пузырь-
ковая жидкость — система с уникальными волно-
выми свойствами [1,2]. И эти уникальные свойства
и вопросы распространения возмущений в таких
средах вот уже в течение почти полувека вызывает
большой интерес исследователей.

В работах [3–7] рассмотрено стационарное те-
чение пузырьковой газожидкостной смеси в соп-
ле кругового сечения. Численно проанализирована
возможность реализации супервысоких температур
и давлений в газовой фазе на участке сопла вблизи
минимального сечения. Изучено влияние парамет-
ров (начального радиуса и объемного содержания
пузырьков, определяющих состав объемного расхо-
да жидкости, подаваемого в сопло) на картину те-
чения. Проанализировано влияние фазовых перехо-
дов на реализацию высоких давлений при течении
многофазного потока в сопле. В работе [5] исследо-
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ваны особенности инициирования детонационных
волн в химически активных пузырьковых средах,
находящихся в каналах переменного сечения. Вы-
явлено, что в зависимости от начального объемного
содержания горючей смеси протекание детонации в
сужающихся каналах возможно с возникновением
одного или двух детонационных солитонов. В ка-
налах с закрытым дном показана возможность воз-
никновения устойчивой детонационной волны при
отражении от дна канала.

В следующих работах представлены разрабо-
танные модели газожидкостной смеси для иссле-
дования волн давления малой амплитуды [8–15] и
сильных ударных волн [16–18] в пузырьковых сре-
дах. Для волн давления малой интенсивности в дву-
мерной постановке определены критерии гашения
и усиления волнового сигнала в пузырьковых об-
ластях конечных размеров [8,10–13,15]. Установле-
но, что при эволюции в однородной пузырьковой
жидкости колоколообразного по поперечной коор-
динате импульсного сигнала могут образовываться
как лидирующая волна, так и расходящийся пакет
волн [9, 14]. Для достоверного описания термоди-
намических свойств пузырьковой жидкости в усло-
виях сильных ударных волн использовалось широ-
кодиапазонное уравнение состояния воды и пара в
аналитической форме. Проведено сравнение расче-
тов с экспериментами для ударной волны с ампли-
тудой давлений p1 = 2.4 МПа в воде с пузырька-
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ми азота с начальным газосодержанием α20 = 4 %,
проанализированы процессы распространения и от-
ражения от жесткой стенки ударной волны при из-
менении α20 от 0.5 до 6 % и амплитуды ударной
волны от 2 до 100 МПа [16,17]. Диапазон давлений
от 100 МПа до 100 ГПа был рассмотрен в [18].

В работах [19–22] проведены численное моде-
лирование и исследование динамических процес-
сов для пространственных задач, связанных с рас-
пространением волнового импульса в водной пене
и с взаимодействием воздушной ударной волны с
пенным барьером. Проведена верификация двумер-
ной осесимметричной модели сравнением с расче-
тами, полученными на основе одномерной модели
в случае сферической симметрии. Проанализиро-
ваны режимы течения, приводящие к блокиров-
ке воздушных ударных волн пенными завесами,
сопровождающейся образованием вихревых струк-
тур. Исследованы особенности и оценена эффектив-
ность демпфирующих свойств пены.

В [23] рассматривается отражение и прелом-
ление акустических волн на границе раздела меж-
ду воздухом и туманом. Вычислены фазовая ско-
рость и коэффициент затухания звука для тума-
на, а также коэффициенты отражения и преломле-
ния при нормальном и косом падении волны. Изу-
чена зависимость угла преломления от частоты и
угла падения акустической волны на границу раз-
дела «воздух–туман». На основе полученных ана-
литических выражений и анализа численных рас-
четов установлено, что в случае, когда волна падает
со стороны тумана на границу раздела, существу-
ет критический угол падения, такой что при боль-
ших углах происходит полное внутреннее отраже-
ние. Показано, что полное внутреннее отражение не
происходит, когда волна падает со стороны воздуха
на границу раздела «воздух–туман».

В [24] изучено распространение малых возму-
щений в перегретой жидкости, содержащей газовые
зародыши. На основе полученного дисперсионного
уравнения исследовано влияние величин темпера-
туры, концентрации зародышей на скорость рас-
пространения и коэффициент затухания возмуще-
ния

В работе [25] изучены особенности отражения
и преломления акустической волны при различных
углах падения на границу раздела между парога-
зокапельной средой и воздухом. Показано, что при
определенном выборе угла падения волны на гра-
ницу раздела со стороны смеси может наблюдаться
полное внутреннее отражение акустической волны.

В [26] изучены особенности отражения и пре-
ломления при косом падении акустической волны
на границу раздела между чистой и пузырьковой

холодной водой. На основе анализа полученных
аналитических решений установлено, что в случае
падения волны на границу раздела со стороны пу-
зырьковой жидкости существует критический угол
падения, зависящий от частоты и параметров дис-
персной системы. При углах бо́льших критического
волна также полностью отражается от границы.

2. Постановка задачи и основные
уравнения
Пусть в жидкости, находящейся при темпера-

туре T0 и давлении p0, имеются сферические пу-
зырьки радиусом a0, которые содержат пар и не
растворимый в жидкой фазе газ. Рассмотрим рас-
пространение малых возмущений в рассматривае-
мой системе в плоскоодномерном и односкорост-
ном приближении. Полагая, что жидкость являет-
ся акустически сжимаемой, можем записать следу-
ющее линеаризованное уравнение для возмущений
давления pl, скорости и радиуса пузырьков [2]:

1− α0
C0

l

∂pl
∂t

+ ρ
0
l0

∂v

∂x
− 3ρ0l0

α0

a0

∂a

∂t
= 0.

Здесь α0 — начальные объемное содержание пу-
зырьков; C0

l – замороженная скорость звука в жид-
кости; pl — давление в жидкости; ρ0l0 — истинная
плотность жидкости; v — скорость среды; a0 — на-
чальный радиус пузырьков.

Уравнение импульсов примем в следующем
виде:

ρ
0
l0 (1− α0)

∂v

∂t
+

∂pl
∂x

= 0.

Примем, что возмущения давления в жидко-
сти pl и пузырьках pg = pv + pa связаны уравне-
нием Рэлея–Ламба, которое после линеаризации с
учетом капиллярных сил имеет вид [2]:

ρ
0
l0a0

∂2a

∂t2
+ 4

ρ0l0ν
(µ)
l

a0

∂a

∂t
= pg − pl +

2σ

a20
a.

Здесь ν
(µ)
l — кинематическая вязкость жидкости;

σ — коэффициент поверхностного натяжения воды.
В дальнейшем давление парогазовой сме-

си в пузырьках pg будем считать однородным
(∂pg/∂r = 0 — условие гомобаричности [2]), пар-
циальные плотности пара, газа и температуры га-
за неоднородными (∂ρ

′

v/∂r 6= 0, ∂ρ
′

a/∂r 6= 0,
∂T

′

g/∂r 6= 0). Знак штрих наверху означает, что
эти параметры зависят, помимо x и t, еще от ра-
диальной координаты, отсчитываемой от центра
пузырька.

Для учета межфазного тепломассообмена за-
пишем уравнение теплопроводности и диффузии
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внутри пузырька, а также уравнение теплопровод-
ности в жидкости вокруг пузырька:
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g0 ),

где ci, λi и T
′

i — теплоемкость при постоянном дав-
лении, коэффициент теплопроводности и темпера-
тура i -ой фазы (i = l, g); k

′
— массовая концентра-

ция пара в пузырьках; D — коэффициент диффу-
зии; ρ0g0 — истинная плотность газа.

На поверхности раздела фаз (r = a0) зададим
граничные условия, следующие из условий баланса
тепла и массы:

T
′

g = T
′

l = T(a), k
′
= k(a), λl

∂Tl
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− λg
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= jl,
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,

где l — удельная теплота парообразования воды;
T(a) и k(a) — возмущения температуры и концен-
трации пара на поверхности пузырька.

Для давления газа внутри пузырька получим:

∂pg
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= −3γpg0
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,

(γ = cg0/ (cg0 −B0)) , cg0 = cvk0 − ca(1− k0),

где Bi — приведенная газовая постоянная (i = v —
пар и g — газ).

Для исходного равновесного состояния запи-
шем следующее уравнение:

ps(T0)

pg0
=

Bvk0
Bg + (Bv −Bg)k0

,

которое однозначно связывает массовую концен-
трацию пара в пузырьке с температурой T0.
Для зависимости ps(T ) используется формула
ps(T ) = p∗ exp (−T∗/T ), где p∗ и T∗ — эмпирические
параметры, зависящие от вида жидкости.

3. Дисперсионный анализ
Решение вышеприведенной системы будем ис-

кать в виде затухающей бегущей волны:

pl, pg, v, a ∼ exp [i (Kx− ωt)] ,

T
′

i = Ti(r) exp [i (Kx− ωt)] (i = g, l),

k′ = k(r) exp [i (Kx− ωt)] ,(
K = k + iδ, Cp = ω/k, i =

√
−1
)
,

где K — волновой вектор; δ и Cp — соответственно
коэффициент затухания и фазовая скорость волны.
Из условия существования решения такого вида с
учетом эффектов акустической разгрузки [27] пу-
зырьков получим дисперсионное уравнение:
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−1/3
0 ,
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(T )
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2,

η = ρ
0
l0c1/ρ

0
g0cg, χ = cgT0/l, Hv = Bv/B0,

Ha = Ba/B0, H = Hv −Ha.

Из дисперсионного уравнения (1) при ω → 0
следует следующая формула для равновесной ско-
рости звука:

Ce=

√
pg0
ρ0l0α0

(
(1−k0)Ha+

k0α0γ

β

)
− 2

3

σ

a0ρ0l0α0
, (2)

которая обобщает известные формулы Мэллока [27]
и Ландау [28]. В частности, при точке кипения
T0 = Ts(p0), отсюда, с учетом выражений из дис-
персионного уравнения, получим:
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Рис. 1. Зависимость равновесной скорости звука
от температуры. Линии 1, 2, 3 и 4 полу-
чены при a0 = 103, 104, 105 и 106 м

4. Результаты расчетов
На основе вышеполученного дисперсионного

уравнения были проведены численные расчеты для
воды с парогазовыми пузырьками. В качестве зна-
чений физических и теплофизических параметров
были использованы данные из [29].

Все расчеты проводились для жидкости, нахо-
дящейся под давлением p0 = 0.1 МПа и при темпе-
ратуре T0 = 373 К.

На рис. 1 приведены зависимости равновесной
скорости звука, определенной формулой (2), реа-
лизующиеся при выполнении условия ω 6 ω

(T )
l

(ω(T )
l = ν

(T )
l /(a0/(α

1/3
g0 )2)), от температуры воды T0

для αg0 = 10−3. Линии 1, 2, 3 и 4 получены при
a0 = 103, 104, 105 и 106 м соответственно. Видно,
что с уменьшением радиуса пузырьков величина
равновесной скорости растет. Это связано с увели-
чением «жесткости» пузырьков, которая зависит от
капиллярных сил на межфазной поверхности и фа-
зовых переходов.

На рис. 2 представлена зависимость фазовой
скорости (а) и коэффициента затухания (б) от рав-
новесной температуры для мелкодисперсной сме-
си (a0 = 10−6 м) для αg0 = 10−3. Линии 1, 2
и 3 соответствуют значениям частоты ω = 105,
106 и 107 с−1. Численные расчеты показали, что
в низкочастотной области (ω � ωR, где ωR =
a−10

√
3γp0/ρ0l0 — частота Миннаэрта собственных

колебаний пузырьков) влияние частоты возмуще-
ний на фазовую скорость незначительно, о чем сви-
детельствует практическое совпадение линий 1 и 2.
Также из представленных диаграмм видно, что с

ростом равновесной температуры происходит сни-
жение фазовой скорости примерно в два раза в низ-
кочастотной области (ω � ωR). По результатам
расчета, представленным на рис. 2 (б), наблюда-
ется некоторое повышение значения коэффициента
затухания δ для каждого равновесного радиуса a0.

На рис. 3 представлена зависимость фазовой
скорости (а) и коэффициента затухания (б) от ча-
стоты возмущений при различных значениях рав-
новесного радиуса a0. Обозначение линий на ри-
сунке соответствуют рис. 1. При рассматриваемых
значениям a0 и T0 соответствующие равновесные
концентрации пара в пузырьках равны k0 = 0.998,
0.982, 0.842 и 0.347. Численные расчеты показали,
что в низкочастотной области (ω � ωR) фазовая
скорость для значения радиуса a0 = 10−6 м рав-
на Cp ' 178.091 м/с. Это связано с тем, что при
a0 = 10−6 м парциальное давление газа в пузырь-
ках начинает играть определенную роль для упру-
гости пузырька. Также стоит отметить, что при
небольших изменениях фазовой скорости возмож-
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Рис. 2. Дисперсионные кривые при различных зна-
чениях частоты возмущений ω. Линии 1,
2 и 3 соответствуют значениям частоты
ω = 105, 106 и 107 с−1
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Рис. 3. Дисперсионные кривые при различных значениях равновесного радиуса a0. Линии 1, 2, 3 и 4 соответ-
ствуют обозначениям на рис. 1

ны сильные изменения коэффициента затухания,
например, для равновесного радиуса a0 = 10−5 м
он может меняться в диапазоне от 10−1 м−1 до
103 м−1, а для a0 = 10−6 м — в диапазоне от 100 м−1
до 104 м−1

На рис. 4 и 5 представлены зависимости фа-
зовой скорости (а) и коэффициента затухания (б)
от частоты возмущений при различных значениях
начального объемного содержания αg0 для крупно-
дисперсной смеси (a0 = 10−3 м) (рис. 4) и мелко-
дисперсной смеси (a0 = 10−6 м) (рис. 5). Линии
1, 2, 3 и 4 получены при αg0 = 10−1, 10−2, 10−3

и 10−4. Из представленных диаграмм видно, что с
уменьшением объемного содержания фазовая ско-
рость возрастает примерно в 5 раз в низкочастот-
ной области (ω� ωR). Для крупнодисперсной сме-
си (рис. 4) также характерно некоторое увеличе-
ние фазовой скорости от частоты возмущений, а
для мелкодисперсной смеси (рис. 5) наблюдается
постоянство фазовой скорости. Это связано с тем,
что при низких частотах повышается роль фазо-

вых переходов и за счет них парогазовые пузырьки
с небольшим массовым содержанием инертного га-
за становятся менее упругими. Для рассмотренного
варианта упругость пузырьков в основном опреде-
ляется массовым содержанием газа. В зоне, когда
частота внешнего возмущения сопоставима с часто-
той собственных колебаний пузырьков (ω ∼ ωR),
происходит аномальное увеличение фазовой скоро-
сти. Причем, чем больше начальное объемное со-
держание пузырьков αg0, тем больше изменение фа-
зовой скорости. Аналогичные картины наблюдают-
ся и для коэффициента затухания.

5. Заключение
Исследование гармонических волн в жидко-

сти с паровоздушными пузырьками с размерами
a0 = 10−6 м показало, что при изменении началь-
ного объемного газосодержания от αg0 = 10−4 до
αg0 = 10−1 при равновесной температуре T0 =
373 К, вблизи низких частот (ω 6 ω(R), где ω(R) —
собственная частота пузырьков), коэффициент за-
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Рис. 4. Дисперсионные кривые при различных значениях начального объемного содержания α0 для a0 = 10−3 м.
Линии 1, 2, 3 и 4 на рисунке соответствуют значениям частоты α0 = 10−1, 10−2, 10−3 и 10−4
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Рис. 5. Дисперсионные кривые при различных значениях начального объемного содержания α0 для a0 = 10−6 м.
Линии 1, 2, 3 и 4 соответствуют обозначениям на рис. 4

тухания меняется незначительно (в зависимости от
частоты возмущений).

Установлено, что с уменьшением равновесного
радиуса пузырьков a0 имеет место небольшое уве-
личение фазовой скорости в низкочастотной обла-
сти (ω� ωR), а коэффициент затухания δ при этом
может изменяться на несколько порядков. Роль фа-
зовых переходов значительно снижается.

Отмеченные особенности фазовой скорости в
зависимости от дисперсности и объемного содержа-
ния газовой фазы предсказывают наличие опреде-
ленных эффектов при прямом и косом падении гар-
монических волн на границу раздела между жид-
костью и ее смесью с газовыми пузырьками.

Авторы выражают благодарность академику
АН РБ, д.ф.-м.н., профессору Владиславу Шайху-
лагзамовичуШагапову и к.ф.-м.н., доценту Марату
Назиповичу Галимзянову за полезные замечания и
постоянный интерес к исследовательской работе.

Данная статья является продолжением иссле-
дований, которые будут опубликованы в [30].
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Propagation of weak disturbances
in warm water with air bubbles

Vdovenko I.I., Vdovenko N.N.

Bashkir state university, Ufa

The features of reflection and refraction of harmonic waves at the interface between a ”pure“ liquid and a liquid with
bubbles with a vapor-gas mixture under direct and oblique incidence are studied. A numerical analysis is made of the
effect of the initial volumetric gas content αg0 for two initial bubble sizes a0 = 10−6 m and 10−3 m. The influence
of the disturbance frequencies on the reflection and refraction coefficients of sound in direct incidence and on the
dependence of the angle of refraction on the angle of incidence is studied.

Keywords: harmonic wave, bubbles, reflection coefficient, refractive index, bubble liquid
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