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Исследование рассеяния от звуконепроницаемой
одиночной сферы при внешнем воздействии

Насибуллаева Э.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

Исследуется рассеяние от одиночной звуконепроницаемой сферы при прохождении двух видов волн: сфери-
ческой волны от монопольного источника излучения и плоской волны. При решении уравнения Гельмгольца
используется численная техника, основанная на быстром методе мультиполей, которая позволяет достичь
высокой точности получаемых результатов, а также минимизировать машинное время. Проведено сравнение
расчетов с известными экспериментальными данными и получено хорошее соответствие. Получены формулы
для основной характеристики поля рассеяния — полного сечения рассеяния, для сферы с произвольным аку-
стическим импедансом; показана ее зависимость от основных параметров системы «сфера — окружающая
среда» для двух видов падающего поля. Проведен численный параметрический анализ значения потенциа-
ла на поверхности сферы для различных значений ее радиуса, комплексного сопротивления, вида внешнего
воздействия и т.п.
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1. Введение
Явление рассеяния (дифракции) звука на пре-

пятствиях малых размеров играет очень важную
роль в акустике, в том числе из-за того, что на этом
явлении основываются многие практические при-
менения акустических волн: гидролокация, прибо-
ры неразрушающего контроля, медицинские скане-
ры, зондирование атмосферы и океана и т.п. Слу-
чай одиночной сферы достаточно хорошо изучен в
литературе (см., например, [1]). Однако, как пра-
вило, рассматривались два предельных случая —
акустически жесткая и мягкая сферы. В настоящей
работе при постановке граничных условий был рас-
смотрен общий случай, позволяющий рассмотреть
сферу с произвольным комплексным сопротивлени-
ем (акустическим импедансом).

Случай одиночной сферы интересен с практи-
ческой точки зрения, поскольку позволит в буду-
щем проводить сравнения с результатами существу-
ющих экспериментальных данных и данных вычис-
лительных экспериментов других исследователей
для произвольного падающего поля, а также может
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быть использован в качестве верификации расчетов
в случае рассеяния от множества сфер.

При решении уравнения Гельмгольца исполь-
зуется численная техника, основанная на быстром
методе мультиполей [2], которая позволяет достичь
высокой точности получаемых результатов, а так-
же минимизировать машинное время.

Целью настоящей работы является обобщение
численной модели для определения поля вокруг
одиночной звуконепроницаемой сферы с различ-
ным значением комплексного сопротивления при
прохождении двух видов волн — плоской волны и
сферической волны от монопольного источника из-
лучения.

2. Постановка задачи и основные
уравнения

Рассмотрим одиночную сферу радиуса a с цен-
трами в координатах r′1 = (x′1, y

′
1, z
′
1) (см. рис. 1),

расположенную в бесконечном трехмерном про-
странстве, заполненном однородной средой, кото-
рая характеризуется плотностью ρ0 и скоростью
звука c0. Задача рассеяния звука от сферы сводится
к решению уравнения Гельмгольца для комплекс-
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Рис. 1. Обозначения в разных системах отсчета

ного потенциала ψ(r):

∇2
ψ+ k2ψ = 0, (1)

с граничными условиями общего сопротивления на
поверхности S1 сферы в случае, когда волна не мо-
жет пройти сквозь эту поверхность:(

∂ψ

∂n
+ iσψ

)∣∣∣∣
S1

= 0. (2)

В формулах (1), (2): k — волновое число; n — нор-
маль к поверхности; σ — комплексная полная про-
водимость; i =

√
−1 — мнимая единица.

Потенциал внешнего поля представляется в
следующей форме:

ψ(r) = ψin(r) + ψscat(r), (3)

где ψin(r) — потенциал падающего поля; ψscat(r) —
потенциал поля рассеяния, который должен удо-
влетворять условию излучения Зоммерфельда, со-
ответствущего уходящим на бесконечность волнам
(данное условие выделяет единственное решение
уравнения (1) в классе обобщенных функций в
неограниченной области):

lim
r→∞

r

(
∂ψscat

∂r
− ikψscat

)
= 0. (4)

2.1. Методика разложения по мультиполям
Представленная задача решается с помощью

разложения по мультиполям следующим образом.
Вводится система отсчета, связанная с центром

сферы, и осуществляется переход к сферической
системе координат r − r′1 = r1 = (r1, θ1,ϕ1). На
рис. 1 схематично представлены обозначения, ис-
пользуемые при разложении. Тогда решение урав-
нения Гельмгольца, удовлетворяющее условию (4),
может быть представлено в форме

ψscat(r) =

∞∑
l=0

l∑
s=−l

As
lS

s
l (r1), (5)

где As
l — неизвестные коэффициенты разложения

по мультиполям; Ss
l (r1) — мультиполя порядка l и

степени s, которые определяются по формуле

Ss
l (r1) = hl(kr1)Y s

l (θ1,ϕ1).

Здесь hl(kr) — сферические функции Ханкеля пер-
вого типа, удовлетворяющие условию Зоммерфель-
да:

hl(z) = jl(z) + iyl(z), l = 0, 1, 2, . . . ;

jl(z) — сферические функции Бесселя первого типа
(см., например, [3]):

jl(z) =

√
π

2z
Jl+1/2(z) =

=

√
π

2z

(z
2

)l+1/2 ∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(l + j + 3/2)

(z
2

)2j
(| arg z| < π), l = 0, 1, 2, . . . ;

Γ(z) — гамма-функция; yl(z) — сферические функ-
ции Бесселя второго типа или функции Неймана:

yl(z) = (−1)l+1

√
π

2z
J−(l+1/2)(z) = (−1)l+1

√
π

2z
×

×
(z

2

)−(l+1/2) ∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(−l + j + 1/2)

(z
2

)2j
(| arg z| < π), l = 0, 1, 2, . . . ;

Y s
l (θ,ϕ) — ортогональные сферические гармоники:

Y s
l (θ,ϕ) = (−1)s

√
2l+1

4π

(l−|s|)!
(l+|s|)!

P
|s|
l (cos θ)eisϕ;

P s
l (µ) — присоединенные функции Лежандра:

P s
l (µ) =

(1− µ2)s/2

2ll!

dl+s

dµl+s
(µ2 − 1)l, µ = cos θ.

Разложение падающего поля около r = r′1 бу-
дет иметь вид:

ψin(r) =

∞∑
l=0

l∑
s=−l

C
(in)s
l (r′1)Rs

l (r1),

где C
(in)s
l (r′1) — коэффициенты разложения;

Rs
l (r1) — регулярные фундаментальные решения

уравнения Гельмгольца в сферических координа-
тах, связанные со сферой:

Rs
l (r1) = jl(kr1)Y s

l (θ1,ϕ1).

Тогда получим следующее разложение потен-
циала (3) около r = r′1

ψ(r) =
∞∑
l=0

l∑
s=−l

[C
(in)s
l (r′1)jl(kr1)+

+As
l hl(kr1)]Y s

l (θ1,ϕ1).

(6)
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При подстановке (6) в граничное условие (2) с
учетом того, что ортогональные сферические гар-
моники Y s

l (θ1,ϕ1) являются независимыми функ-
циями, получаются следующие значения неизвест-
ных коэффициентов разложения:

As
l = − kj′l(ka) + iσjl(ka)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
C

(in)s
l (r′1).

C учетом того, что Вронскиан для сферических
функций Бесселя равен

W{jl(ka), hl(ka)}=jl(ka)h′l(ka)−j′l(ka)hl(ka)=
i

(ka)2
,

получим следующие выражения для потенциала
поля рассеяния и полного потенциала на поверх-
ности сферы:

ψscat = −
∞∑
l=0

l∑
s=−l

kj′l(ka) + iσjl(ka)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
×

×hl(kr1)C
(in)s
l (r′1)Y s

l (θ1,ϕ1),

(7)

ψ|S1 =
i

ka2

∞∑
l=0

l∑
s=−l

C
(in)s
l (r′1)Y s

l (θ1,ϕ1)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
. (8)

2.2. Случай монопольного источника излуче-
ния

В случае монопольного источника излучения,
расположенного в некоторой точке r = rsource, па-
дающее поле, соответствующее фундаментальному
решению уравнения Гельмгольца, определяется по
формуле

ψin(r) = −V0Gk(r−rsource) = −V0
eik|r−rsource|

4π|r−rsource|
, (9)

где V0 — амплитуда объемной скорости (или про-
изводительность) монопольного источника. Здесь и
далее временной множитель e−iωt опускается.

Задача для монопольного источника и одиноч-
ной сферы осесимметрична относительно оси, свя-
зывающей центр сферы и местоположение источ-
ника. Если эту ось взять в качестве оси z1, тогда
имеем (см., например, [2]):

C
(in)s
l = −V0ikδs0hl(kd)

√
2l + 1

4π
,

где d — расстояние между источником и центром
сферы; δs0 — дельта-функция Дирака. Тогда фор-
мулы (7), (8), (9) в случае монопольного источника
излучения примут вид соответственно

ψ
(mp)
scat =

V0ik

4π

∞∑
l=0

(2l+1)
kj′l(ka) + iσjl(ka)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
×

×hl(kd)hl(kr1)Pl(cos θ1),

(10)

Рис. 2. Обозначения для падающей плоской волны
на сферу

ψ
(mp)|S1 =

V0

4πa2

∞∑
l=0

(2l + 1)hl(kd)Pl(cos θ1)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
, (11)

ψ
(mp)
in (r′1) = − V0

4πd
eikd. (12)

Поскольку связь между акустическим давле-
нием и потенциалом определяется следующим об-
разом:

p = ρ0
∂ψ

∂t
= iωρ0ψ,

то значения p(mp), p(mp)
scat и p

(mp)
in можно определять

с помощью формул (10), (11), (12) с точностью до
постоянной iωρ0.

2.3. Случай плоской волны

В случае плоской волны, падающей в положи-
тельном направлении оси z (рис. 2), разложение по-
тенциала падающей волны будет иметь вид (см., на-
пример, [1]):

ψin(r) =
p0

iωρ0
eik·r =

p0
iωρ0

eikr cos θ =

=
p0

iωρ0

∞∑
l=0

il(2l+1)jl(kr)Pl(cos θ1)=

=
p0

iωρ0

∞∑
l=0

il
√

4π(2l + 1)R0
l (r).

(13)

Следовательно,

C
(in)s
l =

p0
iωρ0

δs0i
l
√

4π(2l + 1)

и формулы (7) и (8) примут вид:

ψ
(pl)
scat=

−p0
iωρ0

∞∑
l=0

il(2l+1)
kj′l(ka)+iσjl(ka)

kh′l(ka)+iσhl(ka)
×

×hl(kr)Pl(cos θ),

(14)

ψ
(pl)|S1 =

p0
ωρ0ka2

∞∑
l=0

il(2l + 1)Pl(cos θ)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
. (15)
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3. Сравнение с экспериментальными
данными
В работе [4] представлены результаты экспери-

ментов по измерению отклика на поверхности сфе-
ры с помощью техники, основанной на определении
направленной передаточной функции (directional
transfer function, DTF), которая в настоящее время
используется для измерения передаточной функ-
ции головы человека (head-related transfer function,
HRTF) при разработке технологии создания пози-
ционируемого 3D звука.

Для данного исследования в центр акустиче-
ской камеры 5×5×3 м3 на вертикальном резьбовом
стержне диаметра 0.13 м, вращающемся с помощью
двигателя с шагом 5 градусов, был установлен шар
для боулинга радиуса a = 0.109 м. Центр шара
находился на расстоянии 1 м от нижней поверх-
ности камеры. В нем было просверлено отверстие,
в которое был помещен зондирующий микрофон
Etymotic Research ER-7C с длиной трубки 0.076 м,
наружного диаметра 0.0095 м и внутреннего диа-
метра 0.005 м. При этом корпус микрофона пол-
ностью находился внутри шара вместе с наконеч-
ником датчика, располагающимся на одном уровне
с поверхностью данного шара. Громкоговоритель
был установлен на стойке микрофона, расположен-
ной на расстоянии d от центра шара, а главная ось
громкоговорителя была направлена к центру шара.
В настоящей работе для сравнения с полученными
экспериментальными данными [4] была рассчита-
на следующая переходная функция H, измеренная
в децибелах, которая представляет отношение ам-
плитуды акустического поля при особом располо-
жении поверхности к амплитуде падающего поля в
центре сферы:

H = 20 lg

∣∣∣∣ ψ|S1

ψin(r′1)

∣∣∣∣ . (16)

При расчетах производилось усечение ряда в раз-
ложении. Число усечения M , определенное по эв-
ристической формуле [4],

M = [eka], e = 2.71828 . . . , (17)

являлось нижней границей для небольших чисел
ka, а для больших значений достаточно было ис-
пользовать формулу M > eka/2 [2].

На рис. 3 представлено сравнение расчетных
значений функции H, полученных с помощью фор-
мул (11) и (12) при σ = 0, и экспериментальных
данных для четырех показательных углов падения
волны — 0◦, 90◦, 150◦ и 180◦ в случае ρin = d/a = 20.
Поскольку максимальная относительная погреш-
ность в расчетах, полученных по формуле (16), и

1 10
-20
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0
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f, 

H, 

Рис. 3. Сравнение между расчетными данными на-
стоящей работы и эксперментальными дан-
ными работы [4]: величина отклика H от
частоты падающего поля f для шара ра-
диуса 0.109 м при ρin = 20

в работе [4] порядка 10−2%, то данный график ана-
логичен графику, представленному в настоящей ра-
боте. Наибольшее отклонение, возникающее меж-
ду теоретическими и экспериментальными данны-
ми, имеет место при θ = 180◦ и объясняется воз-
можными ошибками центрирования при проведе-
нии экспериментов и наличием штока, выходящего
кабеля микрофона и т.п., приводящих к искажению
(по сравнению с идеальной сферой) результатов.

4. Сечение рассеяния
Для описания явления рассеяния вводится ха-

рактеристика σs, называемая полным сечением рас-
сеяния, величина которой определяется как отно-
шение мощности рассеянной волны Ps к интенсив-
ности падающей волны I0 (см., например, [1,5]), т.е.

σs =
Ps

I0
=

1

I0

∫
(S)

IsdS, (18)

где Is — интенсивность рассеянной волны; инте-
грал берется по сферической поверхности S = 4πr2

радиуса r, окружающей препятствие. Физический
смысл величины σs — это площадь перпендикуляр-
ной потоку площадки (круга), попадая в которую
налетающая частица испытывает рассеяние.

Интенсивность рассеянной волны определяет-
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ся как
Is =

1

2
Re (pscatv

∗
rs) , (19)

где vrs — колебательная скорость рассеянной волны
в радиальном направлении, определяемая по фор-
муле

vrs =
1

iωρ0

∂pscat

∂r
;

знак «*» в верхнем индексе обозначает сопряжен-
ную величину.

Интенсивность падающей волны равна

I0 =
|p|2

2ρ0c0
. (20)

В работе [1] представлен вывод сечения рассе-
яния для сферы радиуса a в случае плоской пада-
ющей волны. В соответствии с постановкой задачи
настоящей работы сечение рассеяния в безразмер-
ном виде определяется следующей формулой:

σs

πa2
=

4

(ka)2

∞∑
l=0

(2l + 1)
∣∣∣B(pl)

l

∣∣∣2 ,
B

(pl)
l =

kj′l(ka) + iσjl(ka)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
, l = 0, 1, . . .

(21)

Выведем формулу для σs в случае монопольно-
го источника излучения. Тогда формула (20) при-
мет вид:

I0 =
ωρ0V

2
0 k

32π2d2
.

Из формулы (10) получим формулу для давле-
ния рассеянной волны:

p
(mp)
scat = −ωρ0V0k

4π
×

×
∞∑
l=0

(2l + 1)B
(mp)
l hl(kr)Pl(cos θ1),

B
(mp)
l =

kj′l(ka) + iσjl(ka)

kh′l(ka) + iσhl(ka)
hl(kd), l=0, 1, . . .

(22)

Тогда выражение для колебательной скорости при-
мет вид:

v(mp)
rs =

iV0k
2

4π

∞∑
l=0

(2l+1)B
(mp)
l h′l(kr)Pl(cos θ1). (23)

Используя следующую асимптотику сфериче-
ской функции Ханкеля и ее производной по аргу-
менту kr при kr →∞ (см., например, работу [1]):

hl(kr)|kr→∞ =
1

kr
eikr−i(l+1)π/2, h′l(kr) = ihl(kr),

а также равенство eiπl/2 = il, формулы (22) и (23)
в дальнем поле примут соответственно следующий
вид:

p
(mp)
scat =

iωρ0V0e
ikr

4πr

∞∑
l=0

(2l+1)i−lB
(mp)
l Pl(cos θ1),

v(mp)
rs =

iV0ke
ikr

4πr

∞∑
n=0

(2n+1)i−nB(mp)
n Pn(cos θ1).

При подстановке последних выражений в форму-
лу (19) получим формулу для интенсивности рас-
сеянной волны в дальнем поле:

Is=
I0d

2

r2

∞∑
l=0

∞∑
n=0

(2l+1)(2n+1)Pl(cos θ1)Pn(cos θ1)×

×Re
(
B

(mp)
l B

(mp)∗
n i−l(i−n)∗

)
.

Тогда, с учетом свойства ортогональности полино-
мов Лежандра:

π∫
0

Pl(cos θ)Pn(cos θ) sin θdθ =

{
0, l 6= n,

2

2l + 1
, l = n,

из формулы (18) получим следующее значение се-
чения рассеяния:

σs=

2π∫
0

π∫
0

Isr
2 sin θ1dθ1dϕ

I0
= 4πd2

∞∑
l=0

(2l+1)
∣∣∣B(mp)

l

∣∣∣2 .
Таким образом, сечение рассеяния для моно-

польного источника излучения в безразмерном ви-
де определяется по формуле

σs

πa2
= 4

(
d

a

)2 ∞∑
l=0

(2l + 1)
∣∣∣B(mp)

l

∣∣∣2 . (24)

На рис. 4 представлены безразмерные значения
величины σs/(πa2), рассчитанной по формуле (21),
в зависимости от волнового радиуса ka при различ-
ных значениях безразмерной проницаемости сферы
α = σ/k. Случай σ = 0 соответствует акустически
жесткой сфере, а σ =∞ — акустически мягкой.

На рис. 5 представлены безразмерные значения
полного сечения рассеяния σs/(πa2), рассчитанные
по формулам (21) и (24) для двух предельных слу-
чаев жесткой и мягкой сфер. Для монопольного ис-
точника излучения были рассчитаны два случая с
разными значениями расстояния от источника до
центра сферы ρin = d/a = 2 и ρin = 5. Видно, что с
увеличением расстояния кривые стремятся к кри-
вой в случае плоской волны.
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Рис. 4. Зависимость безразмерного значения пол-
ного сечения рассеяния σs/(πa2) от волно-
вого радиуса ka при различных значения α
в случае плоской волны
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Рис. 5. Сравнение безразмерного значения полно-
го сечения рассеяния σs/(πa2) от волново-
го радиуса ka в случае плоской волны и мо-
нопольного источника излучения с ρin = 2
и ρin = 5. Непрерывные линии — случай
твердой сферы, пунктирные линии — слу-
чай мягкой сферы
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Рис. 6. Зависимость безразмерного значения пол-
ного сечения рассеяния σs/(πa2) от безраз-
мерной проницаемости сферы α при раз-
личных значения волнового радиуса ka в
случае плоской волны

Отметим, что предельные значения сечения
рассеяния как для случая плоской волны (вывод
представлен, например, в [1]), так и для монополь-
ного источника излучения (выводятся аналогично
первому случаю) будут иметь следующий вид:

• для мягкой сферы при ka� 1

σs = 4πa2;

• для жесткой сферы при ka� 1

σs =
7

9
πa2(ka)4;

• для мягкой и жесткой сфер при ka� 1

σs = 2πa2.

На рис. 6 представлены кривые, демонстриру-
ющие зависимость безразмерных значений полного
сечения рассеяния σs/(πa2), рассчитанных по фор-
муле (21), от значений числа α для различных ве-
личин волнового радиуса ka.

5. Результаты численного моделиро-
вания
При численном моделировании использовались

следующие значения параметров: a = 8.25 · 10−2 м,
8.25 · 10−3 м; k = ω/c0, ω = 2πΦ — частота поля,
Φ = 2 · 103 Гц, c0 = 343.1 м/с — скорость звука в
воздухе; α = σ/k = 0, 0.1, 0.5, 1; ρin = d/a = 10.
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Рис. 7. Нормированная функция H на поверхности одиночной сферы радиуса a = 8.25 · 10−2 м (а) и a =
8.25 · 10−3 м (б) в зависимости от угла θ для различных значений величины α. Сплошные линии —
случай монопольного источника, расположенного на расстоянии ρin = 10 от центра сферы; штриховые
линии — случай плоской волны

Значения величин V0 и |p0| можно взять единичны-
ми, так как при вычислениях искомых величин они
сокращаются и не влияют на конечный результат.

Была рассчитана переходная функция H по
формуле (16), значения функций для которой опре-
делялись с помощью выражений (11), (12) для пер-
вых M мод для каждого разложения. Число усече-
ния M вычислялось по формуле (17). Для расче-
та специальных функций и их производных hl(z),
h′l(z), jl(z), Pl(z) были адаптированы программные
коды, представленные в книге [6], которые были на-
писаны на языке Fortran77. Результаты численных
расчетов показали хорошее согласие с результата-
ми расчетов, представленных в работе [2], в которой
также было проведено сравнение с результатами,
полученными по методу граничных элементов и по
методу, предложенному в работе [4].

На рис. 7 представлено значение нормирован-
ной переходной функции H на поверхности сферы,
рассчитанной по формуле (16) для различных зна-
чений комплексного сопротивления сферы σ = αk,
в зависимости от угла θ при двух значениях ее
радиуса: a = 8.25 см (рис. 7(а)) и a = 8.25 мм
(рис. 7(б)). Показаны два рассматриваемых случая
внешнего воздействия: монопольный источник из-
лучения, расположенный на расстоянии d = 10a
(сплошные линии), и плоская волна (штриховые ли-
нии). На рис. 8 для большей наглядности представ-

лены диаграммы распределения модуля нормиро-
ванного давления |p/pin| вокруг одиночной жест-
кой сферы радиуса a = 8.25 см при воздействии
монопольного источника на расстоянии d = 10a от
центра сферы (рис. 8(а)) и при прохождении плос-
кой волны (рис. 8(б)). А на рис. 9 представлена
нормированная амплитуда давления вблизи жест-
кой/мягкой сферы на оси Oy (при y = 0) для
двух рассматриваемых внешних воздействий при
значениях радиуса сферы a = 8.25 см (рис. 9(а))
и a = 8.25 мм (рис. 9(б)).

Из рис. 7 видно, что с уменьшением радиуса по-
тенциал на поверхности сферы сглаживается и ста-
новится монотонным как в случае плоской волны,
так и в случае монопольного источника излучения
(несмотря на то, что осредненное расстояние ρin не
меняется). Таким образом имеем, что при уменьше-
нии размера сферы ее реакция на внешний источ-
ник излучения также уменьшается при остальных
фиксированных параметрах системы. Для объясне-
ния данного факта рассмотрим чему равны полные
сечения рассеяния в каждом случае.

При радиусе пузырька a = 8.25 · 10−2 м волно-
вой радиус ka ≈ 3, тогда осредненное значение пол-
ного сечения рассеяния σs/(πa2) для монопольного
источника излучения согласно формуле (24) будет
равно ≈ 1.035, то есть сечение рассеяния приблизи-
тельно равно максимальному сечению самой сфе-



80 Труды Института механики им. Р.Р.Мавлютова

(а) (б)
Рис. 8. Диаграмма распределения модуля нормированного давления вокруг одиночной жесткой сферы (σ = 0)

радиуса a = 8.25 · 10−2 м при монопольном источнике излучения с ρin = 10 (а) и при прохождении
плоской волны (б)
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Рис. 9. Нормированная амплитуда давления вблизи одиночной сферы радиуса a = 8.25 · 10−2 м (а) и a =

8.25 ·10−3 м (б) на оси Oy (значения −6 6 r/a 6 −1 соответствуют углу θ = 0◦; значения 1 6 r/a 6 6 —
θ = 180◦) в случаях жесткой (σ = 0) и мягкой (σ = inf = ∞) сфер. Обозначения: mp — монопольный
источник при значении ρin = 10; pl — плоская волна
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ры. Для плоской волны результат будет аналогич-
ный, т.к. модуль разности данной величины, рас-
считанной по формулам (24) и (21), равен ≈ 1.8·103.
На рис. 8 видно, что отраженная волна от сферы
сильно искажает окружающее поле в обоих слу-
чаях. Заметим, что в точке, противоположной на-
правлению падающей волны (θ = 180◦), отсутству-
ет «теневая» зона. Данная «освещенная» зона за
сферой называется пятном Пуассона [1]. Видно, что
в случае плоской волны данный эффект более вы-
ражен. Наличие пятна объясняется тем, что на по-
лупрямой θ = 180◦ сходятся, имея одинаковую фа-
зу, дифракционные волны от всех точек экватора
сферы. «Теневая» зона имеет место на полупрямых
θ ≈ 150◦ (на рис. 7(а) данная зона соответствует
минимуму функции H).

При радиусе пузырька a = 8.25 · 10−3 м волно-
вой радиус равен ka ≈ 0.3, тогда осредненное зна-
чение полного сечения рассеяния равно σs/(πa2) ≈
6.08 ·10−3 при монопольном источнике (модуль раз-
ности при сравнении со случаем плоской волны
равен ≈ 2.8 · 10−4), то есть сечение рассеяния на
три порядка меньше максимального сечения сфе-
ры. Следовательно, в данном случае наличие сфе-
ры практически не искажает окружающее поле.

6. Заключение
В работе проведено исследование рассеяния от

одиночной сферы при условии, что волна внутрь
сферы не проходит, для двух видов внешнего воз-
действия: монопольного источника излучения и
плоской волны. Представлена методика разложе-
ния по мультиполям в случае произвольного аку-
стического импеданса сферы в соответствии с ра-
ботой [2], которая позволяет достичь высокой точ-
ности получаемых результатов и минимизировать
машинное время. Получены формулы разложения
для двух частных случаев внешнего поля. Проведе-
но сравнение результатов расчетов настоящей ра-
боты с экспериментальными данными работы [4],

которое дало хорошее соответствие.
Получены формулы для основной характери-

стики поля рассеяния — полного сечения рассеяния
для сферы с произвольным акустическим импедан-
сом. Показана зависимость данной характеристики
от основных параметров (радиус сферы и комплекс-
ное сопротивление сферы) системы «сфера — окру-
жающая среда» для двух видов падающего поля.

Проведен численный параметрический анализ
значения потенциала на поверхности сферы для
различных значений ее радиуса, комплексного со-
противления, вида внешнего воздействия. Показана
связь между полученными результатами и полным
сечением рассеяния на примере жесткой сферы.

Полученные результаты в дальнейшем будут
обобщены на случай акустического рассеяния от
звукопроницаемой сферы, т.е. сферы, через поверх-
ность которой проходит волна (случаи жидкой кап-
ли или воздушного пузырька), а также рассеяния
от множества сфер.
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Investigation of scattering from soundproof single sphere
under external influence
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The scattering from a single soundproof sphere is investigated during the passage of two types of waves: a spherical
wave from a monopole radiation source and a plane wave. In solving the Helmholtz equation, a numerical technique
based on the fast method of multipoles is used, which allows achieving high accuracy of the results obtained,
and also minimizing computer time. The calculations are compared with known experimental data and a good
agreement is obtained. Formulas are obtained for the main characteristic of the scattering field (the total scattering
cross-section) for a sphere with an arbitrary acoustic impedance. Its dependence on the main parameters of the
”sphere – environment“ system for two kinds of the incident field is shown. A numerical parametric analysis of the
value of the potential on the surface of a sphere for different values of its radius, complex impedance, the type of
external influence, etc.
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