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Динамика двух газовых пузырьков в жидкости в
ультразвуковой бегущей волне

Аганин И.А., Давлетшин А.И.

Институт механики и машиностроения КазНЦ РАН, Казань

Выполнено исследование влияния вязкости и сжимаемости жидкости на динамику двух воздушных пузырь-
ков (с равновесными радиусами 5 мкм) в воде в комнатных условиях при воздействии на них плоской
ультразвуковой волны, бегущей вдоль линии их центров (длина волны 5000 мкм, амплитуда — 0.3 бар).
Начальное расстояние между центрами пузырьков составляет шесть радиусов. Использовалась математиче-
ская модель, имеющая четвертый порядок точности в терминах отношения радиуса пузырьков к расстоянию
между ними. Показано, что пространственные перемещения пузырьков определяются главным образом их
гидродинамическим взаимодействием. Влияние вязкости и сжимаемости в целом существенно, причем вяз-
кость влияет намного больше. Так, если без учета вязкости и сжимаемости жидкости пузырьки в результате
воздействия на них 4.5 длин бегущей волны сталкиваются друг с другом, то при учете сжимаемости жид-
кости они остаются удаленными на расстоянии порядка равновесного радиуса пузырьков, а при учете еще и
вязкости жидкости расстояние между пузырьками сохраняется близким к начальному.
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1. Введение
Динамика пузырьков в акустических полях

привлекает в настоящее время все большее внима-
ние. С ее особенностями связаны такие интересные
с научной точки зрения явления, как свечение оди-
ночных и большого количества пузырьков [1], ней-
тронная эмиссия [2, 3], акустические стримеры [4].
Динамика пузырьков в акустических полях нахо-
дит также и широкое практическое применение.
В частности, с ней связаны ультразвуковая очист-
ка поверхностей тел от различных загрязнений во
многих сферах деятельности [5–7], интенсификация
физико-химических процессов в химии [8], диагно-
стика, доставка лекарств в медицине [9, 10].

При относительно близком расположении пу-
зырьков друг к другу важную роль в динамике пу-
зырьков играет их гидродинамическое взаимодей-
ствие [11–16]. В результате взаимодействия пузырь-
ки могут притягиваться друг к другу, отталкивать-
ся друг от друга, формировать устойчивые обра-
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зования (кластеры) [17]. Сближение пузырьков мо-
жет приводить к их столкновению с последующим
формированием в жидкости новых более крупных
газовых включений. Из-за отталкивания пузырьки
могут удаляться друг от друга на большие расстоя-
ния. Кластеры связанных между собой пузырьков
(в случае двух пузырьков — связанные пары [18])
могут долгое время находиться в определенных ме-
стах акустического поля (например, в пучности или
узле) или перемещаться в жидкости как единое це-
лое.

При изучении особенностей динамики пузырь-
ков в акустическом поле обычно пузырьки счита-
ются чисто сферическими [17–22]. Вместе с тем,
в результате радиальных пульсаций, поступатель-
ного движения и взаимодействия пузырьки могут
сильно деформироваться и даже разрушаться. Де-
формация отдельного перемещающегося в жидко-
сти пузырька в сильном акустическом поле учтена
в работе [23].

В настоящей работе исследуется зависимость
динамики двух газовых пузырьков в жидкости в
ультразвуковой бегущей волне от вязкости и сжи-
маемости жидкости, градиента давления в бегущей
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Рис. 1. Расположение пузырьков относительно бе-
гущей волны и оси z в начальный момент
времени, когда пузырьки еще сферические

волне. Используется математическая модель, яв-
ляющаяся небольшой модификацией моделей ра-
бот [24,25], где воздействующая на пузырьки волна
считается стоячей. Как и в [24, 25], модель насто-
ящей работы представляет собой систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений второго по-
рядка относительно радиусов пузырьков, коорди-
нат их центров и амплитуд отклонений формы пу-
зырьков от сферической. Она имеет четвертый по-
рядок точности в терминах отношения радиуса пу-
зырьков к расстоянию между ними. Газ в пузырь-
ках полагается гомобарическим, эффекты вязко-
сти и сжимаемости жидкости учитываются прибли-
женно.

2. Постановка задачи
Рассматривается динамика двух газовых пу-

зырьков в плоской бегущей ультразвуковой волне
в жидкости (рис. 1):

pL = p0 + ∆p sin (kz − ωt) ,

uL =
∆p

ρ0c0
sin (kz − ωt) .

Здесь t — время; z — ось, проходящая через центры
пузырьков и направленная в сторону распростра-
нения волны; pL, uL — давление и скорость жидко-
сти в волне; p0 — статическое давление жидкости;
∆p — амплитуда давления в волне; ρ0, c0 — плот-
ность и скорость звука в невозмущенной жидкости;
k = ω/c0 — волновое число; ω = 2πf , f — частота.

Считается, что пузырьки заполнены воздухом,
жидкостью является вода (c0 = 1500 м/с, ρ0 =
= 998 кг/м3), статическое давление p0 = 1 бар, ам-
плитуда волны ∆p = 0.3p0. В начальный момент
времени t = 0 пузырьки сферические, одинаково-
го размера, их радиусы R1, R2 равны R0 = 5 мкм.
Частота ультразвуковой волны f = 0.3 МГц, следо-
вательно, ее длина c0/f = 5000 мкм, что намного
больше радиусов пузырьков R0. Начальное рассто-
яние между центрами пузырьков z1, z2 равно 6R0,
при этом z1(0) = z1,0 = −3R0, z2(0) = z2,0 = 3R0.
Полагается, что при t = 0 скорости радиальных
пульсаций и пространственных перемещений рав-
ны нулю (Ṙ1 = Ṙ2 = ż1 = ż2 = 0, верхние точ-

ки означают производную по времени). Пузырь-
ки считаются гомобарическими (в каждый момент
времени давление в пузырьках всюду одинаково).
Давление газа в пузырьках pg,i(i = 1, 2) в началь-
ный момент времени равно pg,i0 = pL(zi,0) + 2σ/R0,
где σ — коэффициент поверхностного натяжения
(σ = 0.0725 Н/м).

Изучаются радиальные пульсации пузырьков,
их перемещения и малые деформации в зависимо-
сти от эффектов сжимаемости и вязкости жидкости
и градиента давления в бегущей волне.

3. Математическая модель
В настоящей работе математическая модель

является небольшим обобщением моделей, пред-
ставленных в работах [24, 25], где предполагается,
что пузырьки находятся в пучности давления сто-
ячей волны, на случай воздействия бегущей волны
на пузырьки. Математическая модель представля-
ет собой систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка относительно ра-
диусов пузырьков Ri, координат их центров zi на
оси z и амплитуд отклонения их формы от сфери-
ческой ami в виде Pm(cos θi), m = 2, 3, . . . Здесь,
как и ранее, i — номер пузырька (i = 1, 2); Pm —
полином Лежандра степени m; θi — угол (отсчиты-
вается от положительного направления оси z) сфе-
рической системы координат ri, θi,φ, с началом в
центре i-го пузырька. Указанные уравнения имеют
следующий вид:
— уравнение для радиусов пузырьков Ri(t)

RiR̈i+
3Ṙ2

i

2
− (żi−uL,i)

2

4
+

2σ

ρ0Ri
− pb,i−pL,i

ρ0
=

= −

(
R2

j Ṙj

)′
dij

−
R3

j z̈j + R2
j Ṙj żi + 5R2

j Ṙj żj

2sijd2
ij

−

−
R3

j żj (żi + 2żj)

2d3
ij

−

(
R3

jR
2
i Ṙi

)′
2d4

ij

+
3R4

j Ṙ
2
j

4d4
ij

+

+
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(
R2

j żja2 j

)′
10sijd2

ij

+ ψ0i + ∆0i;

(1)

— уравнение для координат центров пузырь-
ков zi(t)

Riz̈i + 3Ṙi(żi − uL,i) + 3Ri

(pL,z)i
ρ0
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−12Ṙiżiε2 i

5
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— уравнение для амплитуд отклонений формы пу-
зырьков ami(t)

1
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)
βn1m

2sij (n + 1) d2
ij

−

−
9R2
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Здесь верхние точки и штрихи обозначают про-
изводные по времени; j — номер второго пузырь-
ка (j = 2 при i = 1 и j = 1 при i =
2); sij = sign(zi − zj) — знак разности zi − zj ;
dij = |zi − zj | — расстояние между центрами пу-
зырьков; δij — символ Кронекера;

βn1mf (n) = − (m− 1)m

2m− 1
f (m− 1) +

+
(m + 1) (m + 2)

2m + 3
f (m + 1) ;

Θ̄2
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=m (m+1)

(
1
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f (m−1)− 1
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f (m+1)

)
;

Θ̄
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n1m f (n) =

=
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3
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m
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f (m− 1)− 5m + 2
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f (m + 1)
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Θ̄2
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pL,i = pL(zi), uL,i = uL(zi), (pL,z)i = (∂pL/∂z)(zi) —
давление, скорость и градиент давления в волне со-
ответственно в месте расположения центра i-го пу-
зырька; pgi = pg,0i(R0/Ri)

3Γ — давление газа внут-
ри i-го пузырька; Γ — показатель адиабаты газа
(Γ = 1.4).

Параметры ψ0i,ψ1i,ψmi — это поправки, обу-
словленные вязкостью и сжимаемостью жидкости.
Они определяются следующими выражениями:

ψ0i = −4νṘi

Ri
,

ψ1i =−18ν

Ri

[
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)
,

∆0i =
Ṙi
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)
,

где ν = µ/ρ0; µ — коэффициент динамической вяз-
кости жидкости (µ = 0.001 кг/(м с)).

При получении уравнений (1)—(3) и попра-
вок на вязкость предполагалось, что ε2mi � 1 и
[(Ri + Rj)/dij ]

5 � 1, где εmi = ami/Ri. Эффект
сжимаемости жидкости учитывается без учета вза-
имодействия пузырьков. Выделенные жирным сла-
гаемые учитывают в первом приближении влияние
скорости и градиента давления в бегущей волне.
Для настоящей работы данные допущения являют-
ся приемлемыми.

Решение системы (1)–(3) при заданных началь-
ных значениях Ri, Ṙi, zi, żi, ami, ȧmi находится чис-
ленно.
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Рис. 2. Динамика пузырьков в акустической волне без учета влияния вязкости и сжимаемости жидкости. Из-
менение: (а) — радиусов пузырьков Ri (кривые для i = 1, 2 графически совпадают); (b) — положений
их центров zi (жирные сплошные линии) и ближайших друг к другу точек поверхностей пузырьков z∗i
(тонкие пунктирные линии) на оси z и (с) — безразмерных амплитуд εmi отклонений формы пузырьков
от сферической в виде Pm(cos θi) для гармоник m = 2–5 (кривые для i = 1, 2 графически совпадают)

4. Результаты расчетов
4.1. Динамика пузырьков без учета

сжимаемости и вязкости жидкости

Основные особенности динамики пузырьков в
бегущей ультразвуковой волне без учета влияния
сжимаемости и вязкости жидкости характеризует
рис. 2. Как видно, в результате воздействия рас-
пространяющейся в жидкости волны возбуждают-
ся радиальные пульсации пузырьков (a), их про-
странственные перемещения (b) и деформационные
колебания (с).

Амплитуда радиальных пульсаций пузырьков
max (Ri −R0)/R0 примерно равна 0.2, что соответ-
ствует амплитуде волны ∆p/p0 = 0.3. Со временем
пузырьки сближаются и после прохождения через
них примерно 4.5 длин волны сталкиваются, что хо-
рошо видно по графикам ближайших друг к другу
точек поверхностей пузырьков z∗i . Скорость сбли-
жения пузырьков по мере уменьшения расстояния
между ними увеличивается. В начале воздействия
волны пузырьки сферические. Со временем их де-
формации нарастают. При этом больше всего рас-
тут деформации в виде второй гармоники m = 2.
У гармоник с номерами m > 2 рост амплитуды
меньше. Вместе с тем, максимум несферичности пу-
зырьков к моменту их столкновения max |εmi| не
превышает 0.05, так что практически до момента
столкновения пузырьки остаются близкими к сфе-
рическим.

Как известно, пространственное перемещение
пузырьков в волне определяют первичная и вто-
ричная силы Бъеркнеса [12]. Первая обусловлена
воздействием волны на пузырьки, вторая — гидро-
динамическим взаимодействием пузырьков. В рас-
сматриваемом случае влияние первичной силы ма-
ло, о чем можно судить по тому, что пузырьки стал-
киваются в точке z ≈ 0.

4.2. Влияние вязкости и
сжимаемости жидкости

Основные особенности влияния сжимаемости и
вязкости жидкости на динамику пузырьков в бе-
гущей ультразвуковой волне характеризует рис. 3.
Как видно, в целом влияние и вязкости, и сжимае-
мости существенно, причем вязкость влияет намно-
го больше. Радиальные пульсации пузырьков изме-
няются при учете этих эффектов заметно меньше,
чем их пространственные перемещения и деформа-
ции. При учете влияния сжимаемости амплитуда
радиальных пульсаций в ходе последнего прохож-
дения волны через пузырьки перед их столкновени-
ем уменьшается примерно на 10%, а при учете еще
и вязкости — на 20% по сравнению с вариантом, не
учитывающим оба этих фактора. При учете влия-
ния и сжимаемости, и особенно вязкости жидкости,
скорость сближения пузырьков заметно уменьша-
ется, так что в момент столкновения пузырьков в
варианте с пренебрежением этими эффектами рас-
стояние между поверхностями пузырьков с учетом
сжимаемости жидкости составляет еще примерно
R0, а при учете еще и вязкости жидкости оно мало
отличается от начального. Значительное влияние
вязкости и сжимаемости жидкости проявляется и
в деформациях пузырьков. Так, при учете сжима-
емости жидкости максимум амплитуды несферич-
ности пузырька по гармонике m = 2 уменьшается
примерно на 31%, а при учете еще и вязкости жид-
кости — уже на 89%.

5. Заключение
Проведено исследование влияния вязкости и

сжимаемости жидкости на динамику двух воздуш-
ных пузырьков (пузырьки изначально сферические
с радиусом 5 мкм) в воде в комнатных условиях при
воздействии на них бегущей вдоль линии их цен-
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Рис. 3. Сравнение динамики пузырьков в акустической волне при учете влияния и вязкости, и сжимаемости
жидкости (красные кривые); с учетом сжимаемости жидкости, но без учета ее вязкости (синие кривые)
и без учета сжимаемости и вязкости жидкости (черные кривые). Изменение: (а) — радиусов пузырьков
Ri (кривые для i = 1, 2 графически совпадают); (b) — положений центров пузырьков zi на оси z и (с) —
безразмерной амплитуды ε2 i отклонения формы пузырьков от сферической в виде P2(cos θi) (кривые
для i = 1, 2 графически совпадают)

тров ультразвуковой плоской волны (длина волны
5000 мкм, ее амплитуда 0.3 бар). Начальное рассто-
яние между центрами пузырьков составляет шесть
радиусов.

Использовалась математическая модель, пред-
ставляющая собой систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка относи-
тельно радиусов пузырьков, координат их центров
и амплитуд отклонений формы пузырьков от сфе-
рической. Она имеет четвертый порядок точности
в терминах отношения радиуса пузырьков к рассто-
янию между ними. Несферичность пузырьков счи-
тается малой.

Показано, что пространственные перемеще-
ния пузырьков определяются главным образом их
гидродинамическим взаимодействием. Установле-
но, что в целом влияние и вязкости, и сжимаемо-
сти существенно, причем вязкость влияет намного
больше и проявляется главным образом в простран-
ственных перемещениях и деформациях пузырь-
ков. Так, если без учета влияния вязкости и сжи-
маемости жидкости пузырьки в результате воздей-
ствия на них 4.5 длин бегущей волны сталкиваются
друг с другом, то при учете сжимаемости жидкости
между их поверхностями еще остается зазор раз-
мером в начальный радиус пузырьков, а при уче-
те еще и вязкости жидкости расстояние между пу-
зырьками сохраняется близким к начальному.
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Dynamics of two gas bubbles in liquid in an ultrasonic
traveling wave

Aganin I.A., Davletshin A.I.

Institute of Mechanics and Engineering, Kazan

The influence of the liquid viscosity and compressibility on the dynamics of two air bubbles (with equilibrium radii of
5 ?m) in water at room conditions under the action of a plane ultrasonic wave traveling along the line of the bubble
centers (the wavelength is 5000 ?m, the amplitude is 0.3 bar) is studied. The initial distance between the centers of
the bubbles is six bubble radii. A mathematical model is used, which is fourth-order accurate in terms of the ratio
of the radius of the bubbles to the distance between them. It is shown that the spatial displacements of the bubbles
are determined mainly by their hydrodynamic interaction. The influence of the liquid viscosity and compressibility is
generally significant, and the viscosity affects much more. Without account of the liquid viscosity and compressibility,
the bubbles collide with each other after the action of 4.5 running-wave lengths. With taking into account the liquid
compressibility, the bubbles under the same action remain remote at a distance on the order of their equilibrium radii,
while with additionally allowing for the liquid viscosity, their spacing is kept close to the initial one.

Keywords: dynamics of gas bubbles in liquid, hydrodynamic interaction of bubbles, ultrasonic traveling wave
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