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Коллапс слабонесферического кавитационного
пузырька1

Аганин А.А., Топорков Д.Ю.

Институт механики и машиностроения КазНЦ РАН, Казань

Изучается возможность возникновения ударных волн в одиночном кавитационном пузырьке и рост его несфе-
ричности при коллапсе в воде, ацетоне и тетрадекане (радиус пузырька 500 мкм, давление жидкости - в
диапазоне от 1 до 100 бар, ее температура — от 293 до 313 К). Используется относительно простая ма-
тематическая модель, в которой движение межфазной границы находится из уравнения Рэлея–Плессета,
пар с однородным распределением термодинамических параметров описывается уравнением состояния типа
Ван-дер-Ваальса. Расчеты показывают, что ударные волны в пузырьке в тетрадекане образуются во всех
рассматриваемых условиях, в пузырьке в ацетоне — не возникают лишь при относительно малых давлени-
ях, а в пузырьке в воде отсутствуют всегда. Возмущения сферичности нарастают более всего у пузырька в
тетрадекане (до нескольких тысяч раз), а менее всего — у пузырька в ацетоне (несколько десятков раз). У
пузырька в воде рост несферичности достигает тысячи раз.

Ключевые слова: кавитационная полость, коллапс пузырька, ударные волны, несферичность, искажение
сферической формы

1. Введение
Одной из интересных особенностей динамики

пузырьков в жидкости является возможность до-
стижения в них при определенных условиях вы-
соких плотностей, давлений и температур. Наибо-
лее высокие значения этих параметров в пузырь-
ке достигаются в финальной высокоскоростной ста-
дии его коллапса. Процесс сжатия среды в пу-
зырьке в этой стадии может быть как безудар-
ным (однородным или с образованием сходящих-
ся волн, не трансформирующихся в ударные), так
и с образованием в пузырьке радиально сходящих-
ся ударных волн. Во втором сценарии степень сжа-
тия среды в центральной области пузырька значи-
тельно выше, чем в первом. Одним из существен-
ных ограничений достижения экстремально высо-
ких степеней сжатия среды в пузырьке является
рост его несферичности, обусловленный неустой-
чивостью сферической формы пузырька при кол-
лапсе. Основными причинами возрастания несфе-
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ричности пузырька в ходе его коллапса являются
уменьшение его радиуса, что определяется неустой-
чивостью Биркгофа–Плессета [1], и резкое тормо-
жение коллапса пузырька при условии, что плот-
ность жидкости больше плотности среды в пу-
зырьке, что обусловлено неустойчивостью Релея–
Тейлора [2]. Повышения степени сжатия среды в
пузырьке можно достичь, в частности, посредством
реализации ударно-волнового сценария, учитывая
при этом известные зависимости возникновения
ударных волн в пузырьке как от свойств его содер-
жимого (молекулярной массы, отношения удель-
ных теплоемкостей), так и от условий коллапса пу-
зырька (перепада давлений жидкости и пара, тем-
пературы жидкости) [3]. Однако, следует иметь в
виду, что более благоприятные в этом отношении
среды и условия могут оказаться также более бла-
гоприятными и для нарастания несферичности пу-
зырька при коллапсе.

Сравнение сжатия среды в кавитационном пу-
зырьке в ходе его коллапса в воде и ацетоне при
температуре жидкости 293.15 К и давлении жидко-
сти 15 бар проведено в работах [3,4]. Показано, что
при рассмотренных в этих работах условиях для ре-
ализации сильного сжатия содержимого пузырька
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сходящимися ударными волнами [3] с наименьшим
ростом несферичности пузырька вплоть до момента
экстремального сжатия пара [4] ацетон значительно
предпочтительнее воды.

В настоящей работе проводится сравнение осо-
бенностей коллапса кавитационного пузырька в во-
де, ацетоне и тетрадекане при разных давлени-
ях и температурах жидкости. Тетрадекан выбран
как среда более дружественная (согласно критерию
из [3]) к образованию сходящихся ударных волн в
полости пузырька.

2. Постановка задачи
Рассматривается высокоскоростной коллапс

одиночного слабонесферического кавитационного
пузырька в жидкости (воде, ацетоне и тетраде-
кане). Предполагается, что в начале коллапса (мо-
мент времени t = 0) пузырек находится в покое, ра-
диус пузырька R равен 500 мкм, температура пара
и жидкости равна T0, давление пара pb равно дав-
лению насыщения pS(T0) при температуре T0. Дав-
ление жидкости в ходе всего коллапса равно p0.

Исследуются возникновение ударных волн в
полости кавитационного пузырька и рост его несфе-
ричности при коллапсе в воде, ацетоне и тетраде-
кане при разных давлениях жидкости и начальных
температурах сред.

Уравнение межфазной поверхности в сфериче-
ской системе координат r, θ, ϕ принимается в виде

r = R(t) + anm(t)Ynm(θ,ϕ).

Здесь anm — амплитуда отклонения формы пузырь-
ка от сферической в виде поверхностной сфери-
ческой гармоники Ynm степени n порядка m. По-
лагается, что величина anm, отнесенная к радиу-
су пузырька, в ходе всего коллапса остается малой
(|εnm| � 1, где εnm = anm/R). Как следствие, дви-
жение поверхности пузырька представляется в виде
суперпозиции сферической составляющей и его ма-
лого несферического возмущения. Поскольку эво-
люция величины εnm не зависит от индекса m, он
в дальнейшем опускается.

Изменение радиуса пузырька R находится из
решения уравнения Рэлея–Плессета(
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где cl — скорость звука в жидкости; ρl — плотность
жидкости.

Изменение давления пара pb в пузырьке описы-
вается модифицированным уравнением состояния

Ван-дер-Ваальса [5]
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где ρb,0, ρb — начальная и текущая плотности па-
ра в пузырьке; γ — показатель адиабаты; A, B, α —
константы, которые определяются следующими вы-
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где Tcr, pcr, ρcr — критические значения температу-
ры, давления и плотности; Rug, Rg — универсаль-
ная и индивидуальная газовые постоянные; M —
молекулярная масса.

Для описания изменения амплитуды отклоне-
ния an формы пузырька от сферической применя-
ется модель [6] с учетом плотности пара согласно [7]
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3Ṙ

R
+

2(n + 1)(n + 2)νl
R2

]
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где νl = µl/ρl — кинематическая вязкость жидко-
сти. В уравнении (4) не учитывается влияние вих-
ревого движения жидкости, что является приемле-
мым на стадии коллапса пузырька. При t = 0 при-
нимается εn(0) = εn,0 6= 0, ε̇n = 0.

Решение системы уравнений (1)–(4) находит-
ся численно методом Дормана–Принса (методом
Рунге–Кутта высокого порядка точности с автома-
тическим выбором шага по времени) [8].

3. Методика оценки возникновения
ударных волн в пузырьке
Для оценки возникновения ударной волны

внутри пузырька в случае его ускоренного коллап-
са (R̈ < 0) применяется критерий из работы [3]

min
t

∆R∗sh
R

< 1, (5)
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где4R∗sh определяет расстояние от поверхности пу-
зырька (в момент времени t) до места возможного
возникновения сходящейся ударной волны. Соглас-
но критерию (5), если ∆R∗sh < R, то ударная волна
успевает возникнуть в полости пузырька в ходе его
коллапса. Если же ∆R∗sh > R, то происходит од-
нородное сжатие содержимого пузырька или имеет
место схождение волны сжатия, которая не успева-
ет трансформироваться в ударную.

Величина ∆R∗sh находится из выражений

∆R∗sh ≈ −

(
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c

)
c2

kR̈
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c
, (6)

где c — скорость звука в паре вблизи поверхности
пузырька (штрих обозначает производную по плот-
ности при постоянной энтропии).

В работе [3] величины в (6) для критерия (5)
находятся по полной гидродинамической модели
для пара и жидкости с применением широкодиа-
пазонных реалистичных уравнений состояния, но
без учета эффектов теплообмена и массообмена на
межфазной границе для исключения влияния тон-
кого теплового пограничного слоя на граничное
значение плотности пара. На рис. 1 показаны про-
странственные распределения давления в области
пузырька и небольшой его окрестности жидкости
в финальной стадии коллапса кавитационного пу-
зырька в воде (рис. 1(а)) и ацетоне (рис. 1(b)) при
p0 = 15 бар и T0 = 293 К, полученные по полной
гидродинамической модели работы [3]. Рис. 1(а) ил-
люстрирует сжатие содержимого пузырька без об-
разования ударной волны. На рис. 1(b) показано,
как в пузырьке на некотором удалении от его гра-
ницы возникает ударная волна, интенсивность ко-
торой стремительно нарастает за счет сферическо-
го схождения. Как следствие, в малой центральной
области кавитационного пузырька при его коллап-
се в ацетоне наибольшие значения термодинамиче-
ских параметров оказываются многократно выше,
чем при коллапсе пузырька в воде.

На рис. 2 представлены зависимости параметра
∆R∗sh/R от радиуса пузырька R в ходе его коллап-
са в воде и ацетоне, рассчитанные по модели (1)–(3)
и по значительно более сложной полной гидродина-
мической модели работы [3]. Видно, что результаты
по разным моделям согласуются удовлетворитель-
но. Так, в случае коллапса пузырька в воде мини-
мумы параметра ∆R∗sh/R, которые используются
в (4), для обеих моделей практически совпадают,
а для пузырька в ацетоне минимальное значение
∆R∗sh/R при использовании модели (1)–(3) оказы-
вается в 2.3 раза меньше, чем при использовании
модели работы [3].

Рис. 1. Радиальные распределения давления в па-
ре и жидкости в моменты времени 1–4
(кривые 1–4) в конце коллапса пузырька
в воде (a) и ацетоне (b) при p0 = 15 бар
и T0 = 293 К. Кривые 4 соответствуют
экстремальному сжатию пара. Кружочками
отмечены значения давления на межфаз-
ной границе (слева — пар, справа — жид-
кость)

Рис. 2. Изменение в ходе коллапса кавитационного
пузырька в воде (кривые 1) и ацетоне (кри-
вые 2) отношения ∆R∗

sh/R, рассчитанного
по модели работы [3] (сплошные линии) и
по модели (1)–(3) настоящей работы (пунк-
тирные линии). Штрих-пунктирная линия
показывает значение ∆R∗

sh/R равное еди-
нице

4. Особенности радиального движе-
ния
На рис. 3(a),(b) показано изменение радиуса

пузырька R (начальный радиус 500 мкм) в ходе
коллапса кавитационного пузырька в воде, ацетоне
и тетрадекане при давлении жидкости p0 = 15 бар
и ее температуре T0 = 293 К (минимальные значе-
ния радиуса в воде, ацетоне и тетрадекане соответ-
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ственно равны 15.3 мкм, 41.5 мкм, 1.9 мкм). Для
иллюстрации влияния T0 на рис. 3(а) приведены
также результаты, рассчитанные при p0 = 15 бар,
T0 = 313 К (минимальные значения радиуса в во-
де, ацетоне и тетрадекане соответственно равны
23.6 мкм, 54.7 мкм, 3.7 мкм), а для иллюстрации
влияния p0 на рис. 3(b) приведены результаты при
p0 = 5 бар, T0 = 313 К (минимальные значения ра-
диуса в воде, ацетоне и тетрадекане соответственно
равны 18.3 мкм, 43.4 мкм, 1.9 мкм).

На рис. 3(а) видно, что для каждой из сред
изменение радиуса на большей части коллапса ока-
зывается близким для разных температур T0 (при
одинаковом давлении p0). При этом увеличение T0

вызывает повышение минимального радиуса пу-
зырька из-за возрастания давления насыщения па-
ра в начале коллапса и, как следствие, более быст-
рого роста давления в пузырьке в ходе его коллап-
са.

Согласно результатам расчетов для одной
температуры и разных давлений жидкости p0
(рис. 3(b)) время коллапса значительно выше при
меньшем давлении жидкости, но минимальный ра-
диус при p0 = 5 бар оказывается лишь немного
больше, чем при p0 = 15 бар (в воде, ацетоне и тет-
радекане соответственно на 20%, 4%, 0.1%). Такая
слабая зависимость минимального радиуса от дав-
ления жидкости объясняется тем, что в рассматри-
ваемых условиях в диапазоне p0 от 5 до 15 бар пар
в финале коллапса сжимается достаточно сильно
и размер пузырька оказывается близким к разме-
ру жесткого ядра Ван-дер-Ваальса (которое зави-
сит от T0 и не зависит от p0).

На рис. 4 приведены рассчитанные по модели
(1)–(3) зависимости от давления жидкости p0 ми-
нимальных значений параметра ∆R∗sh/R, достига-
емых при коллапсе кавитационного пузырька в во-
де, ацетоне и тетрадекане. Из рис. 4 следует, что
согласно критерию (5) в рассматриваемых услови-
ях (1 6 p0 6 100 бар и 293 6 Т0 6 313 К) ударная
волна в кавитационном пузырьке в воде возникать
не будет. В отличие от этого безударное сжатие со-
держимого пузырька в ацетоне будет наблюдать-
ся лишь при p0 6 5 бар для T0 = 293 К и при
p0 < 10 бар для T0 = 313 К, тогда как в кавитаци-
онном пузырьке в тетрадекане сходящиеся ударные
волны в рассматриваемых условиях будут образо-
вываться всегда.

5. Особенности изменения возмуще-
ния сферичности пузырька
Сферическая форма пузырька при его коллап-

се, как известно [1,2], неустойчива. Ее возмущения
в ходе коллапса совершают колебания с возрастаю-

Рис. 3. Изменение радиуса пузырька R при его
сжатии в воде (сплошные линии), ацетоне
(пунктирные линии) и тетрадекане (штри-
ховые линии). Кривые 1 (a),(b) соответ-
ствуют давлению жидкости p0 = 15 бар и
ее температуре T0 = 293 K; кривые 2 (а) —
p0 = 15 бар и T0 = 313 K; кривые 3 (b) —
p0 = 5 бар и T0 = 293 K. Кружками пока-
зан минимальный радиус пузырька

Рис. 4. Минимальные значения параметра
∆R∗

sh/R, достигаемые при коллапсе кави-
тационного пузырька в воде (пунктирные
линии), ацетоне (сплошные линии) и
тетрадекане (штриховые линии), в зави-
симости от давления жидкости p0 при ее
температуре T0 = 293 (кривые 1) и 313 К
(кривые 2). Штрихпунктирная линия
показывает значение ∆R∗

sh/R равное
единице

щей амплитудой. Изменение относительной ампли-
туды |εn/εn,0| возмущения сферичности пузырька
проиллюстрировано на рис. 5. Для разных n ве-
личина |εn| в момент минимального радиуса из-за
влияния фазы колебаний может принимать суще-
ственно заниженные значения (вплоть до нуля). На
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рис. 5 приведено изменение |εn/εn,0| для двух но-
меров n, для которых такое влияние фазы колеба-
ний отсутствует. Приведенные кривые для малых n
(n = 2 в ацетоне и тетрадекане, n = 3 в воде) харак-
теризуют изменение низкочастотных (наиболее лег-
ко возбудимых) возмущений сферичности пузырь-
ка. Кривые для больших n иллюстрируют харак-
терное изменение эволюции более высокочастотных
возмущений (для воды и ацетона проиллюстриро-
ван максимально возможный при p0 = 15 бар и
T0 = 293 К рост величины |εn/εn,0| среди всех
n). Видно, что амплитуда возмущений сферичности
растет по закону близкому к степенному, практи-
чески одинаковому для разных (не слишком боль-
ших) n. При этом для коллапса пузырька в воде при
n = 46 становится существенным влияние вязкости,
которое несколько замедляет рост амплитуды коле-
баний возмущений сферичности в начале коллапса.

Основными причинами возрастания несферич-
ности пузырька в ходе его коллапса являются
неустойчивость Биркгофа–Плессета [1], обуслов-
ленная уменьшением радиуса пузырька, и неустой-
чивость Релея–Тейлора [2], определяемая резким
торможением коллапса пузырька при условии, что
плотность жидкости больше плотности среды в пу-
зырьке. Наиболее сильное проявление неустойчи-
вости Биркгофа–Плессета наблюдается в тетраде-
кане, значительно меньшее в воде, и наименьшее —
в ацетоне, что объясняется существенно различной
глубиной коллапса пузырьков.

Проявление неустойчивости Релея–Тейлора в
виде резкого финального всплеска несферичности
на участке торможения коллапса пузырька имеет
место только в воде (рис. 5(a)). Так как для высо-
кочастотных возмущений влияние неустойчивости
Релея–Тейлора больше (рис. 5(a)), то увеличение n
при n 6 46 приводит к росту возмущения в момент
минимального радиуса пузырька. При n > 46 силь-
ное влияние вязкости начинает приводить к умень-
шению возмущения сферичности в момент мини-
мального радиуса.

В ацетоне неустойчивость Релея–Тейлора от-
сутствует из-за того, что плотность пара на фазе
торможения коллапса оказывается близкой к плот-
ности жидкости. Однако на рис. 2(b)) наблюдается
некоторое увеличение амплитуды возмущения сфе-
ричности пузырька на стадии торможения коллап-
са при большем n. Это объясняется тем, что бли-
зость плотности пара к плотности жидкости, а зна-
чит и близость параметра qn в (4) к единице, при-
водит к понижению влияния радиального ускоре-
ния (которое аналогично влиянию поверхностного
натяжения). Чем больше скорость изменения иска-
жения (т.е. чем больше номер n) при выходе в фазу

пониженного влияния радиального ускорения, тем
больше величина всплеска в этой фазе. При n 6 17,
когда еще не слишком велико влияние вязкости,
возмущение сферичности в момент минимального
радиуса пузырька с ростом n несколько увеличи-
вается. При n > 17 вязкость начинает уже оказы-
вать значительное влияние и понижать возмущение
сферичности к моменту минимального радиуса пу-
зырька.

В тетрадекане фаза торможения коллапса пу-
зырька является крайне непродолжительной. По-
этому роста возмущения сферичности пузырька
в тетрадекане в этой фазе не наблюдается. Как
следствие, возмущение сферичности в момент ми-
нимального радиуса пузырька с ростом n только
уменьшается.

Максимальный рост возмущения сферичности
пузырька в ходе его коллапса оценивается (как и
в [4]) по огибающим зависимостей |εn,c/εn,0| от но-
мера n (рис. 6 и 7). Амплитуда возмущений сферич-
ности пузырька увеличивается к концу коллапса
сильнее всего в тетрадекане, а слабее всего — в аце-
тоне. При этом в тетрадекане наибольший рост ам-
плитуды колебаний имеет место для низкочастот-
ных возмущений (с номером n = 2), тогда как в
воде и ацетоне максимум роста достигается у воз-
мущений существенно большей частоты (с номера-
ми n ≈ 46 и 17 соответственно).

При увеличении температуры T0 рост несфе-
ричности уменьшается (рис. 6). Объясняется это
тем, что изменение радиуса практически сохраня-
ется за исключением величины радиуса в фина-
ле коллапса. Как следствие, в основном изменяет-
ся проявление неустойчивости Биркгофа–Плессета,
которое не зависит от номера n. Различие оги-
бающих зависимостей |εn,c/εn,0| при варьировании
p0 объясняется сильным изменением временной за-
висимости радиуса R(t) (рис. 3(b)). Для пузырь-
ка в тетрадекане изменяется только проявление
неустойчивости Биркгофа–Плессета (как и в слу-
чае разных T0), так что огибающая для меньшего p0
показывает меньшие значения возмущения сферич-
ности. Объясняется уменьшение возмущения сфе-
ричности следующим обстоятельством. При умень-
шении p0 скорость возрастания амплитуды возму-
щений несильно уменьшается (рис. 5). Несмотря на
это, в случае очень глубокого коллапса, как в тет-
радекане, разница амплитуды колебаний величины
|εn/εn,0| в конце коллапса при разных значениях
p0 становится заметной (рис. 7(с)). При существен-
но менее глубоком коллапсе, как в ацетоне, раз-
ница амплитуды колебаний |εn/εn,0| в конце кол-
лапса остается незначительной, так что расхожде-
ние огибающих в области малых n, где определяю-
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Рис. 5. Эволюция относительной амплитуды возмущения сферичности пузырька |εn/εn,0| при его коллапсе в
воде при n = 3, 46 (а), ацетоне при n = 2, 17 (b) и тетрадекане при n = 2, 8 (c) при давлении жидкости
p0 = 15 бар и температуре T0 = 293 K. Кружками показан минимальный радиус пузырька

Рис. 6. Огибающие |εn,c/εn,0|∗ зависимостей величины |εn,c/εn,0|, характеризующей рост несферичности пу-
зырька в ходе его коллапса при p0 = 15 бар в воде (a), ацетоне (b) и тетрадекане (c), от номера
гармоники n при T0 = 293 K (кривые 1) и T0 = 313 K (кривые 2) и фрагмент этой зависимости для
воды при T0 = 313 K (кривая 3)

Рис. 7. Огибающие |εn,c/εn,0|∗ зависимостей величины |εn,c/εn,0|, характеризующей рост несферичности пу-
зырька при его коллапсе в воде (a), ацетоне (b) и тетрадекане (c), от номера n, при температуре
T0 = 293 K (кривые 1 — p0 = 15 бар, кривые 2 — p0 = 5 бар)
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щее влияние оказывает неустойчивость Биркгофа–
Плессета, практически отсутствует (рис. 7(b)). Для
пузырька в воде огибающая для меньшего p0 в
области малых n находится ниже огибающей для
большего p0. Причина этого в довольно большой
глубине коллапса пузырька в воде и в большем
(на 20%) минимальном радиусе пузырька при мень-
шем p0.

В ацетоне и воде для относительно больших
n, для которых влияние вязкости еще не велико,
для меньшего p0 значения возмущения сферично-
сти больше. Это объясняется тем, что с уменьше-
нием p0 продолжительность фазы торможения, где
амплитуда возмущения резко возрастает, несколько
увеличивается.

6. Заключение
Проведено исследование возможности образо-

вания ударных волн в полости кавитационного пу-
зырька и роста его несферичности в ходе его кол-
лапса в воде, ацетоне и тетрадекане. Радиус пу-
зырька 500 мкм, давление жидкости p0 варьируется
в диапазоне от 1 до 100 бар, а ее температура T0 – в
диапазоне от 293 до 313 К. Использовалась матема-
тическая модель, в которой движение межфазной
границы определяется уравнением Рэлея–Плессета,
пар имеет однородное распределение термодинами-
ческих параметров и описывается уравнением со-
стояния типа Ван-дер-Ваальса. Показано, что удар-
ные волны в полости пузырька при его коллапсе в
воде в рассматриваемых условиях не образуются.
Ударные волны в кавитационном пузырьке в ходе
его коллапса в ацетоне возникают при p0 > 5 бар
в случае T0 = 293 К и при p0 > 10 бар в слу-
чае T0 = 313 К. Ударные волны в полости пузырь-
ка при его коллапсе в тетрадекане образуются при
всех рассматриваемых условиях. Установлено, что
рост малых возмущений сферичности кавитацион-
ного пузырька при его коллапсе оказывается наи-

большим в тетрадекане, существенно меньшим в во-
де и намного (на порядки) меньшим в ацетоне. Так,
при умеренных давлениях жидкости p0 6 15 бар
рост амплитуды возмущений сферичности пузырь-
ка в тетрадекане достигает нескольких тысяч раз, в
воде — около тысячи раз и в ацетоне — нескольких
десятков раз.
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Collapse of weakly nonspherical cavitation bubble

Aganin A.A., Toporkov D.Y.

Institute of Mechanics and Engineering, Kazan

Possibility of realizing shock waves in a single cavitation bubble and the growth of bubble nonsphericity during its
collapse in water, acetone, and tetradecane are studied. The radius of the bubble is 500 µm, the liquid pressure
and temperature are in the ranges of 1–100 bar and 293–313 K, respectively. A relatively simple mathematical
model is used in which the movement of the interphase boundary is governed by the Rayleigh-Plesset equation. The
thermodynamic parameters of the vapor are assumed uniform, the state of the vapor being described by the modified
Van der Waals equation. The calculations show that the shock waves inside a bubble in tetradecane are found to arise
in all the conditions under consideration. Inside the bubble in acetone they do not appear at relatively low pressures
while inside the bubble in water they never arise. Sphericity perturbations of the bubble grow to the highest degree
in tetradecane (up to several thousand times) and to the smallest degree in acetone (up to several tens of times). In
the case of water the perturbations increase up to a thousand times.

Keywords: cavity, bubble collapse, shock waves, distortion of spherical shape, bubble nonsphericity


