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Слоистые течения при естественной конвекции слабо
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В работе на основе математической модели, построенной в линейном приближении, изучаются особенности
образования слоистых течений при естественной конвекции слабо стратифицированной неоднородной жид-
кости. Установлены области параметров, при которых образуется послойно-ячеистая структура течения при
боковом подогреве.
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1. Введение
В настоящее время достаточно широко пред-

ставлены результаты исследований процесса есте-
ственной конвекции неоднородных жидкостей.
Причём наряду с экспериментальными и теоретиче-
скими работами, с развитием вычислительных тех-
нологий, появилось множество работ, посвящённых
математическому моделированию. Однако, как по-
казывает практика, существующие модели не спо-
собны в полном объёме описать растущие с боль-
шой скоростью экспериментальные данные. До сих
пор не существует замкнутой математической мо-
дели, описывающей гидродинамику и теплообмен
течений неоднородных сред с учётом переменных
физико-химических и тепло-физических свойств.
Достаточно часто существующие упрощённые мо-
дели описывают определённые частные процессы и
не учитывают влияние малых факторов. В то же
время, признанные свидетельства влияния малых
факторов, таких, как неоднородность плотности и
вязкости, стратификация, наличие примесей, пото-
ков тепла и вещества, на структуру и динамику те-
чений до сих пор не получили достоверного матема-
тического описания. Недостаточно изучено и вли-
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яние слабой стратификации, с действием которой
связывается существование тонкой структуры те-
чений в окружающей среде и технологических про-
цессах. В данной работе численно исследуется вли-
яние слабой стратификации на особенности и зако-
номерности, возникающие в процессе естественно-
конвективного теплообмена вязкой слабо страти-
фицированной жидкости.

2. Постановка задачи

В работе рассматривается ньютоновская вер-
тикально стратифицированная жидкость, плот-
ность которой зависит линейно от температуры T ,
концентрации примеси C и солености S:

ρ = ρ0 (1− βT (T − T0)− βC(C − C0) + βS(S − S0)) ,

βT = −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p,S,C

, βC = −1

ρ

(
∂ρ

∂C

)
p,S,T

,

βS =
1

ρ

(
∂ρ

∂S

)
p,T,C

,

где T0, C0, S0 , ρ0 — значения температуры, кон-
центрации солености и плотности, соответственно,
в невозмущённом состоянии; βT , βC , βS — коэффи-
циенты температурного, концентрационного и соле-
вого расширения (сжатия) жидкости, соответствен-
но. Невозмущённым значениям соответствуют сле-
дующие характерные масштабы температуры ΛT ,
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концентрации ΛC , солености ΛS и плавучести Λ:
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с соответствующими частотами:
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и периодом плавучести:

Tb =
2π

N
,

где g — ускорение силы тяжести; y — вертикальная
ось. Предполагается, что плотность не зависит от
давления и так же, как и давление p, представляет
собой сумму возмущённой и невозмущённой компо-
нент:

p = p0 + p′, ρ = ρ0 + ρ′,

где p0 и ρ0 удовлетворяют уравнению гидростати-
ки:

∇p0 = ρ0g.

Для малых отклонений p′ и ρ′ справедливы со-
отношения:

p′ << p0, ρ
′ << ρ0.

Тогда, учитывая, что плотность жидкости всю-
ду постоянна за исключением слагаемого, учиты-
вающего подъемную силу, уравнения естественной
конвекции несжимаемой ньютоновской вертикаль-
но стратифицированной жидкости в приближении
Обербека–Буссинеска запишутся как [1]:

∇~v = 0,

∂~v

∂t
+ (~v∇)~v = −∇p + ν04~v + (ρ− ρ0)~g,

∂T

∂t
+ ~v∇T = χ04T,

∂C

∂t
+∇(C~v) = D04C,

∂S

∂t
+∇(S~v) = DS4S,

где ~v — возмущение вектора скорости жидкости; t—
время; ν0, χ0, D0, DS — кинематическая вязкость,
коэффициент температуропроводности жидкости,
коэффициент диффузии, коэффициент диффузии
соли. Заметим, что линейная зависимость плотно-
сти учтена только в слагаемом, описывающем подъ-
емную силу. Это приближение будет справедливо,

если вертикальное ускорение будет мало по сравне-
нию с ускорением силы тяжести.

Приведем систему уравнений к безразмерному
виду, выбирая в качестве характерного масштаба
время вязкой диссипации:

t∗ =
L2
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L
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=
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L
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2
0

L2
,
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,

где t∗, v∗ и p∗ — характерные время, скорость и
давление; θ — безразмерное возмущение темпера-
туры; ∆T — перепад температуры; L — характер-
ный размер области. Учитывая, что жидкость ли-
нейно стратифицированная по высоте, уравнения
естественной конвекции можно представить в виде:

∇~v′ = 0,
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∂t′
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+
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где ~v′ — безразмерное возмущение вектора скоро-
сти жидкости; t′ — безразмерное время; p′ — без-
размерное возмущение давления; C ′ — безразмер-
ное возмущение концентрации; S′ — безразмерное
возмущение солености; ~e = (0; 0;−1). Параметры
подобия: число Прандтля — Pr =

ν0

χ0
, число Шмид-

та — Sc =
ν0

D0
, солевое число Шмидта — ScS =

ν0

DS
,

число Фруда — Fr =
ν20

gL
, число Грасгофа — GrT =

g βT ∆T L3

ν20
и концентрационное число Грасгофа —

GrC =
g βC ∆C L3

ν20
(∆C — перепад концентрации).

Полагалось, что в начальный момент времени
жидкость находилась в состоянии покоя и была ли-
нейно стратифицированная, тогда начальные усло-
вия запишутся в виде:

~v′
∣∣∣
t=0

= 0, θ|t=0 = 0,

S′|t=0 = 1− z
L

ΛS
, C ′|t=0 = 0.
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Для концентрации и солености использовались
условия отсутствия потока через границу. Для ком-
понент вектора скорости на всех границах предпо-
лагались условия прилипания (~v′ = 0). Для темпе-
ратуры на не изотермических стенках задавались
условия бесконечной теплопроводности, изотерми-
ческие границы считались теплоизолированными.

3. Численный метод и тесты
Система уравнения естественной конвекции

интегрировалась численно методом контрольного
объёма и с использованием процедуры «simple» [2],
аппроксимация нестационарного члена проводи-
лась с использованием неявной трёхслойной схемы
второго порядка [3]:(

∂u

∂t

)n+1

=
3un+1 − 4un + un−1

2∆t
.

Для ускорения расчётов применялись методы па-
раллельного программирования OpenMP [4]. Ре-
зультаты вычислений сравнивались с опублико-
ванными эталонными данными на таких задачах,
как естественная конвекция вязкой несжимаемой
ньютоновской жидкости с вязкостью при подо-
греве сбоку и снизу (табл. 1 и 2). Приведённые
данные показывают, что программа моделирова-
ния естественно-конвективных течений ньютонов-
ской жидкости даёт достаточно адекватные и до-
стоверные для решения поставленной задачи. В
табл. 1 представлены результаты вычислений чисел
Нуссельта на подогреваемой границе для четырёх
значений числа Рэлея (Ra = 103; 104; 105; 106). В
табл. 2 представлены результаты вычислений мак-
симальных компонент скорости в средних сечениях
ячейки, числа Нуссельта на подогреваемой границе
и в среднем вертикальном сечении ячейки, и мак-
симальное и минимальное числа Нуссельта на по-
догреваемой границе ячейки. Сходимость исполь-
зуемого метода и расчётной схемы представлена в
работах [7–9].

4. Результаты моделирования
Для исследования механизма образования

периодических структур в стратифицированных
неоднородных средах и выявления области пара-
метров существования слоистого режима конвек-
тивного течения поставленная задача решалась в
различных областях. Так, например, в кубической
области для набора параметров задачи GrT = 100,
Fr = 0.01 и масштаба стратификации равного Λ =
56, режим слоистого течения представлен на рис. 1.
Увеличение высоты рассматриваемой области за-
дачи при том же наборе безразмерных комплек-
сов задачи приводит к аналогичному режиму те-

Таблица 1. Сравнение результатов раcчетов с ра-
ботой [5], сетка 101 × 101

Ra NuH [5] NuH
103 1.0004 1.0000
104 2.1581 2.1657
105 3.9103 3.9371
106 6.3092 6.3102

Таблица 2. Сравнение результатов расчетов с ра-
ботой [6], Ra = 104

40× 40 80× 80 160× 160 [5]
umax
(0.5,y) 16,112 16,113 16,119 16,183
y 0,825 0,825 0,825 0,823

vmax
(x,0.5) 19,777 19,771 19,770 19,629
x 0,125 0,125 0,125 0,119

Nu0 2,250 2,251 2,252 2,245
Nu1/2 2,250 2,251 2,252 2,245
Numax 3,5109 3,5119 3,5180 3,5138

y 0,15 0,15 0,144 0,144
Numin 0,579 0,579 0,579 0,585

y 1 1 1 1

чения (рис. 2). Отметим, что при небольших значе-
ниях числа Грасгофа наблюдается слоистая струк-
тура течения, которая с увеличением числа Грасго-
фа при остальных неизменных параметрах задачи
теряет свою устойчивость, и в кубической области
преобладает глобальное вихревое течение.

Сущность явления образования послойной
структуры заключается в том, что при наличии
начальной неоднородности текучей среды в виде
вертикального градиента плотности, при свободной
конвекции, под действием градиента температуры,
у вертикальной нагретой стенки движение любой
частицы происходит до выравнивания её плотно-
сти с плотностью частиц, находящихся на опре-
делённой высоте столба среды, где уже происхо-
дит переход к горизонтальному движению, далее
с течением времени происходит установление раз-
витого течения в виде многоконтурных слоев. По
мере выравнивания плотностей в слоях, слои объ-
единяются вплоть до образования единого контура
по всей области замкнутой текучей среды.

5. Заключение
Проведено моделирование естественно-

конвективного течения неоднородной страти-
фицированной по высоте жидкости. Предложена
математическая модель, наиболее полно описыва-
ющая учёт влияния различных теплофизических
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Рис. 1. Вихревая структура и поле солености GrT = 100,Fr = 0.01,Λ = 56: а) в кубической области 1 × 1 × 1;
б) в области 1 × 1 × 2

Рис. 2. Вихревая структура и поле солености GrT = 100,Fr = 0.01,Λ = 56: а) в области 1 × 1 × 4; б) в области
1 × 2 × 1
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факторов, таких, как неоднородные свойства
среды, зависимость коэффициентов от парамет-
ров состояния. Разработанный программный код
позволяет проводить вычислительные экспери-
менты, обобщает широкий класс существующих
экспериментальных данных и позволяет подобрать
соотношения параметров для новых экспери-
ментов. Так, при определённом соотношении
параметров задачи, было обнаружено существо-
вание режима течения с инверсией плотности,
когда жидкость с высокой плотностью оказывается
вверху, в то время, как силовое поле направлено
вниз, экспериментально данный режим ещё не
описан.
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fluid
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In work on the basis of a mathematical model based on a linear approximation, we study the formation of the layered
flows with natural convection, poorly stratified inhomogeneous liquid. The regions of the parameters under which a
layered structure of the flow-cell in a side heating.
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