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Исследуются собственные крутильные колебания ступенчатого стержня с присоединенной распределенной
массой. Показано, что увеличение координаты ступени приводит к возрастанию собственных частот ко-
лебаний в рассматриваемом диапазоне параметров. Получено, что с возрастанием отношения полярных
моментов инерции ступеней две низшие частоты собственных крутильных колебаний стержня уменьшаются.
С возрастанием интенсивности присоединенной распределенной массы низшие частоты собственных кру-
тильных колебаний стержня также уменьшаются. Решение обратной задачи позволяет определить по трем
низшим частотам свободных крутильных колебаний ступенчатого стержня координату ступени, отношение
полярных моментов инерции ступеней и интенсивность присоединенной распределенной массы.

1. Введение

В случае стержней конечной длины для опре-
деления наличия его дефектов может быть ис-
пользовано изменение спектра собственных частот
продольных колебаний [1–8], крутильных колеба-
ний [9–11] или изменение частоты собственных из-
гибных колебаний [12–13]. В [1] и ряде других ра-
бот для стержня, совершающего продольные коле-
бания, трещина моделируется как продольная пру-
жина с жесткостью и для балки, совершающей из-
гибные колебания, повреждение моделируется вра-
щательной пружиной с жесткостью. В [3] дается
решение задачи определения переменной площа-
ди поперечного сечения от продольной координаты
по известной зависимости перемещения свободно-
го конца стержня от частоты возмущающей силы.
Решению обратных задач о продольных, крутиль-
ных и изгибных установившихся волнах в стерж-
нях конечной длины посвящены работы [2, 4–13].
Метод конечных элементов используется для ана-
лиза изгибных колебаний невращающегося ротора
с открытыми трещинами в [14]. В [15] представлен
интегральный признак идентификации дефектов в
элементах стержневых конструкций, позволяющий
определять не только их наличие и местоположе-
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ние, но и степень поврежденности. В [16] рассмат-
риваются собственные изгибные колебания ступен-
чатой консольной балки с прикрепленной распре-
деленной массой.

2. Постановка задачи
Здесь рассматриваются собственные крутиль-

ные колебания ступенчатого стержня с присоеди-
ненной распределенной массой интенсивности 𝑚𝑙

на втором участке. Стержень закреплен верхним и
нижним концами на упругих опорах с жесткостью
на кручение 𝑐1𝑥 и 𝑐2𝑥 и соединен по концам с дис-
ками с моментами инерции 𝐽1 и 𝐽2 (рис. 1). Зада-
ча состоит в определении координаты ступени, от-
ношения полярных моментов инерции поперечных
сечений ступеней и интенсивности распределенной
массы в приближении гипотезы плоских сечений.

Обозначим через 𝐿 длину; 𝐽𝑝 — полярный мо-
мент инерции стержня круглого поперечного се-
чения на первом участке; 𝐺, 𝜌 — модуль сдвига и
плотность; 𝑗𝑝 — полярный момент инерции стерж-
ня круглого поперечного сечения на втором участ-
ке; 𝑥𝑐 — координату ступени; 𝜑, 𝑀 — угол поворо-
та и крутящий момент в сечении стержня. Между
крутящим моментом𝑀 и относительным углом за-
кручивания 𝜃 принимается следующая зависимость

𝑀 = 𝐺𝐽𝑝𝜃, 𝜃 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥
.
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Рис. 1. Расчетная схема

Обозначая функции в областях 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑐,
𝑥𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 индексами «1», «2», соответственно,
для этих участков имеем

𝐺𝐽𝑝
𝜕2𝜑1
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− 𝜌𝐽𝑝
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2
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√︂
2𝑗𝑝
𝜋
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(1)

Отсчитывая координату 𝑥 от точки крепления,
запишем граничные условия:

𝑀 = 𝑐1𝑥𝜑1 + 𝐽1
𝜕2𝜑1

𝜕𝑡2
(𝑥 = 0),

𝑀 = −𝑐2𝑥𝜑2 − 𝐽2
𝜕2𝜑2

𝜕𝑡2
(𝑥 = 𝐿).

(2)

В пределах ступени и вблизи нее име-
ется сложное пространственное напряженно-
деформированное состояние [17], но принимаем
гипотезу плоских сечений. Условия стыкования
решений при 𝑥 = 𝑥𝑐 (условия равенства крутящих
моментов и углов поворота), причем, для стержня
с круглым сечением:

𝐽𝑝 =
𝜋𝑅4

2
, 𝑗𝑝 ≤ 𝐽𝑝,

𝜕𝜑1

𝜕𝑥
= 𝑚2

𝑝

𝜕𝜑2

𝜕𝑥
, 𝜑1 = 𝜑2, (𝑥 = 𝑥𝑐), 𝑚2

𝑝 =
𝑗𝑝
𝐽𝑝
.

(3)

Частное решение задачи (1) имеет вид:

𝜑𝑖 = (𝐴𝑖 cos𝛼𝑖𝑥+𝐵𝑖 sin𝛼𝑖𝑥) sin𝜔𝑡𝑡 (𝛼𝑖 = 𝜔𝑡/𝑎𝑖),

𝛼1 = 𝜔𝑡/𝑎1 = 𝜔𝑡

√︀
𝜌/𝐺, 𝑎1 =

√︀
𝐺/𝜌,

𝛼2 = 𝛼1

√︂
1 +

𝑚

𝑚𝑝
, 𝑚 =

𝑚𝑙

𝜌

√︃
2
𝜋𝐽𝑝

.

Четыре константы в этом решении, записанном
для областей 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑐, 𝑥𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, определяют-
ся из четырех граничных условий (2)–(3). Для того
чтобы 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 (𝑖 = 1 ÷ 2) не были равны нулю од-
новременно, необходимо, чтобы следующий опреде-
литель равнялся нулю

det(𝑎𝑖𝑗) = 0, (4)

где его ненулевые элементы записываются в виде:

𝑎11 = 𝑐1𝑥 − 𝐽1𝜔
2
𝑡 , 𝑎12 = −𝐺𝐽𝑝𝛼1,

𝑎23 =
(︀
−𝑐2𝑥 + 𝐽2𝜔

2
𝑡

)︀
cos(𝛼2𝐿) +𝐺𝑗𝑝𝛼2 sin(𝛼2𝐿),

𝑎24 =
(︀
−𝑐2𝑥 + 𝐽2𝜔

2
𝑡

)︀
sin(𝛼2𝐿)−𝐺𝑗𝑝𝛼2 cos(𝛼2𝐿),

𝑎31 = 𝛼1 sin(𝛼1𝑥𝑐), 𝑎32 = −𝛼1 cos(𝛼1𝑥𝑐),
𝑎33 = −𝑚2

𝑝𝛼2 sin(𝛼2𝑥𝑐), 𝑎34 = 𝑚2
𝑝𝛼2 cos(𝛼2𝑥𝑐),

𝑎41 = cos(𝛼1𝑥𝑐), 𝑎42 = sin(𝛼1𝑥𝑐),
𝑎43 = − cos(𝛼2𝑥𝑐), 𝑎44 = − sin(𝛼2𝑥𝑐).

Частотное уравнение здесь не приводится из-
за его громоздкости. Если частное решение пред-
ставить в амплитудной форме 𝜑𝑖 = 𝐶𝑖 sin(𝛼𝑖𝑥 +
𝛿𝑖) sin𝜔𝑡𝑡, то частотное уравнение после исключе-
ния четырех констант 𝐶𝑖, 𝛿𝑖 (𝑖 = 1÷ 2) записывает-
ся

𝑚2
𝑝tg
(︂
𝛼1𝑥𝑐 + arctg

𝐺𝐽𝑝𝛼1

𝑐1𝑥 − 𝐽1𝜔2
𝑡

)︂
=

=
𝛼1

𝛼2
tg
(︂
𝛼2𝑥𝑐 + arctg

𝐺𝑗𝑝𝛼2

−𝑐2𝑥 + 𝐽2𝜔2
𝑡

− 𝛼2𝐿

)︂
.

(5)

Когда коэффициенты жесткости 𝑐1𝑥, 𝑐2𝑥 равны
нулю или стремятся к бесконечности, тогда частот-
ное уравнение упрощается.

Для стержня без ступени и распределенной
массы 𝑚𝑙 из частотного уравнения следует, что
cos𝛼𝐿 = 0, а собственные частоты равны [2] 𝛼𝐿 =
(2𝑘 − 1)𝜋/2 (𝑘 = 1, 2, . . .) или 𝜔𝑡𝑘 = (2𝑘 − 1)𝜋𝑎1/2𝐿.

Для определения координаты ступени 𝑥𝑐, па-
раметра 𝑚𝑝 и интенсивности распределенной мас-
сы 𝑚𝑙 необходимо провести анализ собственных ча-
стот крутильных колебаний стержня со ступенью и
присоединенной распределенной массой. Таким об-
разом, в приведенной простейшей модели фигури-
руют координата ступени 𝑥𝑐, параметр 𝑚𝑝 и ин-
тенсивность распределенной массы 𝑚𝑙. В прямой
задаче координата ступени 𝑥𝑐, параметр 𝑚𝑝 и ин-
тенсивность распределенной массы 𝑚𝑙 известны, в
обратной задаче необходимо определить эти вели-
чины.
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Рис. 2. Зависимости круговых частот крутильных колебаний стержня 𝜔𝑡1 (фрагмент а), 𝜔𝑡2 (фрагмент б), 𝜔𝑡3

(фрагмент в) от координаты ступени 𝑥𝑐 для параметра 𝑚𝑝 = 0.9 и различных 𝑚𝑙 (кривая 1 — 0.05, 2 —
0.10, 3 — 0.15 кг/м)

Рис. 3. Зависимости круговых частот крутильных колебаний стержня 𝜔𝑡1 (фрагмент а), 𝜔𝑡2 (фрагмент б), 𝜔𝑡3

(фрагмент в) от параметра 𝑚𝑝 для координаты ступени 𝑥𝑐 = 0.05 м и различных 𝑚𝑙 (кривая 1 — 0.05,
2 — 0.10, 3 — 0.15 кг/м)

3. Прямая задача
Решение уравнения (5) проведено численно для

следующих параметров системы: 𝐺 = 0.77 ·1011 Па,
𝜌 = 7800 кг/м3, 𝑎 = 3141.9 м/с, 𝐿 = 0.2 м,
𝑅 = 0.005 м, 𝐽1 = 𝐽2 = 0, 𝑐1 → ∞, 𝑐2 = 0. При
этом первая, вторая и третья собственные частоты
стержня без ступени 𝜔𝑡1 = 24676.74894 1/с, 𝜔𝑡2 =
74030.24683 1/с, 𝜔𝑡3 = 123383.7447 1/с. Для стерж-
ня со ступенью при 𝑥𝑐 = 0.02 м, 𝑚𝑙 = 0.05 кг/м,
𝑚𝑝 = 0.9 решение прямой задачи дает, что круго-
вые частоты крутильных колебаний стержня 𝜔𝑡1 =
23140.20204 1/с, 𝜔𝑡2 = 69347.40557 1/с, 𝜔𝑡3 =
115347.6563 1/с. На рис. 2 приводятся зависимо-
сти круговых частот крутильных колебаний стерж-
ня 𝜔𝑡1 (фрагмент а), 𝜔𝑡2 (фрагмент б) , 𝜔𝑡3 (фраг-
мент в) от координаты ступени 𝑥𝑐 для параметра
𝑚𝑝 = 0.9 и различных 𝑚𝑙 (кривая 1 — 0.05, 2 —
0.10, 3 — 0.15 кг/м). Увеличение координаты сту-

пени приводит к возрастанию собственных частот
колебаний в рассматриваемом диапазоне парамет-
ров. На рис. 3 приводятся зависимости круговых
частот крутильных колебаний стержня 𝜔𝑡1 (фраг-
мент а), 𝜔𝑡2 (фрагмент б), 𝜔𝑡3 (фрагмент в) от па-
раметра 𝑚𝑝 для координаты ступени 𝑥𝑐 = 0.05 м
и различных 𝑚𝑙 (кривая 1 — 0.05, 2 — 0.10, 3 —
0.15 кг/м). С возрастанием параметра 𝑚𝑝 две низ-
шие частоты собственных крутильных колебаний
стержня уменьшаются. На рис. 4 приводятся за-
висимости круговых частот крутильных колебаний
стержня 𝜔𝑡1 (фрагмент а), 𝜔𝑡2 (фрагмент б), 𝜔𝑡3

(фрагмент в) от интенсивности 𝑚𝑙 присоединен-
ной распределенной массы для координаты ступе-
ни 𝑥𝑐 = 0.05 м и различных 𝑚𝑝 (кривая 1 — 0.8,
2 — 0.9, 3 — 1.0). С возрастанием интенсивности 𝑚𝑙

присоединенной распределенной массы низшие ча-
стоты собственных крутильных колебаний стержня
также уменьшаются.
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Рис. 4. Зависимости круговых частот крутильных колебаний стержня 𝜔𝑡1 (фрагмент а), 𝜔𝑡2 (фрагмент б), 𝜔𝑡3

(фрагмент в) от интенсивности 𝑚𝑙 присоединенной распределенной массы для координаты ступени
𝑥𝑐 = 0.05 м и различных 𝑚𝑝 (кривая 1 — 0.8, 2 — 0.9, 3 — 1.0)

Рис. 5. Зависимости параметра 𝑚𝑝 (фрагмент а), интенсивности присоединенной распределенной массы 𝑚𝑙

(фрагмент б), координаты ступени 𝑥𝑐 (фрагмент в) от круговой частоты крутильных колебаний стержня
𝜔𝑡1, для 𝜔𝑡2 = 69320 1/с (кривая 1), 𝜔𝑡2 = 69330 1/с (кривая 2), 𝜔𝑡2 = 69340 1/с (кривая 3) при
𝜔𝑡3 = 115350 1/с

4. Обратная задача
Если частотное уравнение записать для трех

частот свободных крутильных колебаний, то из по-
лученной системы уравнений определяются коор-
дината ступени 𝑥𝑐, параметр 𝑚𝑝 и интенсивность
𝑚𝑙 присоединенной распределенной массы. Напри-
мер, для круговых частот крутильных колебаний
стержня 𝜔𝑡1 = 23150 1/с, 𝜔𝑡2 = 69350 1/с, 𝜔𝑡3 =
115350 1/с решение обратной задачи дает, что стер-
жень имеет ступень при 𝑥𝑐 = 0.036 м, параметр
𝑚𝑝 = 0.947 и интенсивность присоединенной рас-
пределенной массы 𝑚𝑙 = 0.052 кг/м.

На рис. 5 приводятся зависимости параметра
𝑚𝑝 (фрагмент а), интенсивности присоединенной
распределенной массы 𝑚𝑙 (фрагмент б), коорди-
наты ступени 𝑥𝑐 (фрагмент в) от круговой часто-
ты крутильных колебаний стержня 𝜔𝑡1, для 𝜔𝑡2 =
69320 1/с (кривая 1), 𝜔𝑡2 = 69330 1/с (кривая 2),
𝜔𝑡2 = 69340 1/с (кривая 3) при 𝜔𝑡3 = 115350 1/с.

В этой модельной задаче предполагается, что

присоединенная масса равномерно распределена на
поверхности стержня. Присоединенная масса мо-
жет моделировать равномерное покрытие с низким
модулем сдвига или равномерную коррозию мате-
риала стержня.

Показано, что увеличение координаты ступени
приводит к возрастанию собственных частот коле-
баний в рассматриваемом диапазоне параметров.

Получено, что с возрастанием отношения по-
лярных моментов инерции ступеней две низшие ча-
стоты собственных крутильных колебаний стержня
уменьшаются.

С возрастанием интенсивности присоединен-
ной распределенной массы низшие частоты соб-
ственных крутильных колебаний стержня также
уменьшаются.

Решение обратной задачи позволяет опреде-
лить по трем низшим частотам свободных крутиль-
ных колебаний ступенчатого стержня координату
ступени, отношение полярных моментов инерции
ступеней и интенсивность присоединенной распре-



Хакимов А.Г. 109

деленной массы.
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