
УДК 532.5.013.4

Влияние температурной зависимости вязкости на
устойчивость плоскопараллельного течения жидкости1
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Рассмотрена задача о влиянии температурной зависимости вязкости на устойчивость плоскопараллельного
течения жидкости в канале с неоднородным температурным полем. Получено обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение для амплитуды возмущения температуры, которое в случае изотермического течения может
быть сведено к классическому уравнению Орра–Зоммерфельда. Численно исследованы спектры собственных
значений для течения Пуазейля с линейной и экспоненциальной зависимостями вязкости жидкости от тем-
пературы. Показано, что температурная зависимость вязкости оказывает влияние на область устойчивости
течения жидкости.

Динамические характеристики течения во мно-
гом определяются вязкостью жидкости. Как пра-
вило, задачи гидродинамики решаются в предпо-
ложении постоянства физических свойств жидко-
сти. Между тем, вязкость является тем парамет-
ром, который достаточно чувствителен к измене-
нию температуры [1]. Большинство моделей, опи-
сывающих зависимость вязкости от температуры,
имеют вид экспоненциально убывающих функций,
которые называются моделями аррениусовского ти-
па [2]. В работе [3] проведен достаточно подробный
численный анализ влияния параметров темпера-
турной зависимости на режимы течения в плоских
каналах. Дальнейшие усложнения моделей, вклю-
чающие немонотонную зависимость вязкости от
температуры, привели к еще большим отличиям
параметров течения по сравнению с классическим
случаем постоянной вязкости [4].

С увеличением скорости ламинарное течение
теряет устойчивость, и начинают развиваться воз-
мущения, которые приводят либо к установлению
вторичного нелинейного режима, сохраняющего ос-
новные свойства ламинарного течения, либо к тур-
булизации потока. При анализе режимов течения
жидкостей наибольший интерес представляет пере-
ход от ламинарного режима течения к турбулент-
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ному, который определяется критическим числом,
вычисляемым при решении задачи о гидродинами-
ческой устойчивости. В представленной статье по-
ставлена задача об исследовании устойчивости те-
чения термовязкой жидкости в плоском канале с
неоднородным температурным полем и приведены
результаты численного анализа.

Основными уравнениями, описывающими те-
чение несжимаемой термовязкой жидкости, явля-
ются уравнения неразрывности, Навье-Стокса и со-
хранения энергии:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где �⃗� = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) — вектор скорости; 𝑝 — давле-
ние; 𝑇 — температура; 𝜌 — плотность; 𝜈 — кинема-
тическая вязкость; 𝛼 — коэффициент температуро-
проводности; индексы 𝑖, 𝑗 принимают значения 1,
2, 3.

Рассмотрим течение несжимаемой термовяз-
кой жидкости в плоском канале, стенки которо-
го имеют различные температуры 𝑇𝑐 и 𝑇ℎ, причем
𝑇𝑐 < 𝑇ℎ. Поместим начало системы координат на
средней линии канала, а ось абсцисс направим па-
раллельно стенкам канала (рис. 1).
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Рис. 1. Схема течения в плоском канале

Рис. 2. Зависимость вязкости от температуры

Введем безразмерные переменные следующим
образом:
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где 𝐻 — ширина канала; 𝑢𝑚 — характерная ско-
рость; 𝜈𝑚 — характерная вязкость.

Таким образом, исходную систему уравнений
можно переписать в безразмерном виде (здесь и да-
лее значки над безразмерными величинами опуще-
ны):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где Re =
𝑢𝑚𝐻

2𝜈𝑚
— число Рейнольдса, Pe =

𝑢𝑚𝐻

2𝛼
—

число Пекле.

Безразмерные граничные условия будут иметь
вид:

𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0, 𝑣(−1) = 𝑣(1) = 0,

𝑇 (−1) = 0, 𝑇 (1) = 0.

В настоящей работе мы рассмотрим линейную
температурную зависимость вязкости вида

𝜈1(𝑇 ) = 1−𝑚1𝑇, 0 < 𝑚1 <
1
2

и экспоненциальную зависимость вида

𝜈2(𝑇 ) = 𝑒−𝑚2𝑇 , 𝑚2 > 0.

Считая, что вязкость изменяется незначитель-
но предположим (рис. 2), что невозмущенное тече-
ние является плоскопараллельным и распределение
скорости имеет профиль Пуазейля:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢0(𝑦) = 1− 𝑦2,

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,

а невозмущенные распределения давления и темпе-
ратуры имеют вид:

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑝0(𝑦),
𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑇0(𝑦).

Легко видеть, что невозмущенная температура
изменяется линейно по сечению канала:

𝑇0(𝑦) = 1 + 𝑦.

Для исследования гидродинамической устой-
чивости рассматриваемого течения предполагаем,
что

𝑢 = 𝑢0(𝑦) + �̆�(𝑥, 𝑦, 𝑡),
𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡),

𝑝 = 𝑝0(𝑦) + 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡),

𝑇 = 𝑇0(𝑦) + 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡),

где �̆�(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡) — возмуще-
ния продольной и поперечной скоростей, давления
и температуры.

Представим возмущения в виде бегущей вол-
ны:

�̆� = 𝜙1(𝑦) · 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡),

𝑣 = 𝜙2(𝑦) · 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡),

𝑝 = 𝜓(𝑦) · 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡),

𝑇 = 𝜃(𝑦) · 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡),

где 𝜙1, 𝜙2, 𝜓, 𝜃 — амплитуды возмущений скорости,
давления и температуры; 𝑐 = 𝑐1 + 𝑖𝑐2 — комплекс-
ная скорость распространения возмущений; 𝑘 > 0 —
волновое число.
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Из этого представления следует что, если мни-
мая часть хотя бы одного собственного значения по-
ложительна, то малые возмущения будут со време-
нем экспоненциально нарастать, а это, в свою оче-
редь, приведет к развитию турбулентного течения.

Используя разложение в ряд Тейлора, выразим
вязкость через невозмущенную часть и температур-
ное возмущение:

𝜈(𝑇 ) = 𝜈(𝑇0 + 𝑇 ) ≈ 𝜈(𝑇0)) + 𝜈′ · (𝑇0)𝑇 .

В результате получим следующую систему
обыкновенных дифференциальных уравнений для
амплитуд возмущений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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×(𝜙′′ − 𝑘2𝜙)− 𝑢′′0𝜙] + 2𝜈′(𝑇0) · (𝜙′′′ − 𝑘2𝜙′)+
+𝜈′′(𝑇0)𝜙′′ − 𝑖𝑘[𝜈′(𝑇0) · (𝜃𝑢′′′0 + 2𝜃′𝑢′′0 + 𝜃′′𝑢′0)+
+2𝜈′′(𝑇0) · (𝜃𝑢′′0 + 𝜃′𝑢′0) + 𝜈′′′(𝑇0)𝜃𝑢′0] = 0,
(𝜃′′ − 𝑘2𝜃)− 𝑖𝑘𝑃𝑒(𝑢0 − 𝑐)𝜃 − Pe𝜙𝑇 ′0 = 0.

Граничными условиями для системы являют-
ся:

𝜙(−1) = 𝜙(1) = 0,
𝜓(−1) = 𝜓(1) = 0,
𝜃(−1) = 𝜃(1) = 0.

Первое уравнение системы содержит допол-
нительные слагаемые, характеризующие измене-
ние как температуры, так и вязкости по сечению
канала. Если течение является изотермическим,
то это уравнение сводится к хорошо известному
уравнению Орра–Зоммерфельда [5–7]. Полученная
система является модифицированным уравнением
Орра–Зоммерфельда для термовязкой жидкости.
Выражая амплитуду возмущения скорости из по-
следнего уравнения системы и подставляя его в
первое, мы получаем одно обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение 6-го порядка, которое мо-
жет быть решено для собственных значений и соб-
ственных функций.

В данной работе мы рассмотрим только слу-
чай, когда возмущение температуры отсутствует и
система уравнений может быть переписана как од-
но обыкновенное дифференциальное уравнение 4-
го порядка.

На рис. 3 представлены спектры собственных
значений модифицированного уравнения Орра–
Зоммерфельда для случая линейной зависимости
вязкости от температуры и значений параметров
Re = 104, 𝑘 = 1, выбранных с целью сопоставле-
ния с результатами известной работы [8].

Анализ полученных результатов показывает,
что при сделанных предположениях спектр соб-
ственных значений при малых значениях парамет-

ра𝑚1, характеризующего степень зависимости вяз-
кости от температуры (𝑚1 = 0.1 на рис. 3(а)), каче-
ственно совпадает со спектром, соответствующим
классическому уравнению Орра–Зоммерфельда [6,
8, 9]. Собственные значения приближаются к ве-
щественной оси, группируясь вдоль одной верти-
кальной ветви, а затем расходятся на две ветви
направо и налево. Такую картину принято назы-
вать «спектральный галстук». При увеличении зна-
чения параметра 𝑚1 спектр собственных значений
существенно изменяется. При значениях парамет-
ра 𝑚1 > 0.2 нижняя вертикальная ветвь начинает
распадаться на две отдельные ветви (𝑚1 = 0.3 на
рис. 3(б)).

На рис. 3(а), хорошо видно, что существует од-
но собственное значение с положительной мнимой
частью, что соответствует неустойчивому характе-
ру течения при выбранных значениях числа Рей-
нольдса и волнового числа. Однако, при тех же зна-
чениях параметров, течение жидкости с более силь-
ной зависимостью вязкости от температуры будет
устойчивым рис. 3(б).

Спектры собственных значений для задачи с
экспоненциальной зависимостью вязкости от тем-
пературы аналогичны уже рассмотренным и пока-
заны на рис. 3(в),(г). На рис. 3(в),(г) хорошо вид-
но, что существует одно собственное значение с
положительной мнимой частью, что соответствует
неустойчивому характеру течения при выбранных
значениях числа Рейнольдса и волнового числа.

На рис. 4 представлены нейтральные кривые
для течения жидкости с экспоненциальной зависи-
мостью вязкости от температуры (𝑚2 = 0.3) и жид-
кости с постоянной вязкостью (𝑚2 = 0). Область
внутри соответствующей нейтральной кривой ха-
рактеризует неустойчивость данного течения. Кри-
вые свидетельствуют об уменьшении критического
значения числа Рейнольдса при течении термовяз-
кой жидкости и, соответственно, переход от лами-
нарного режима к турбулентному для термовязкого
течения происходит при меньших значениях числа
Рейнольдса.

Зависимость критического числа Рейнольдса
от параметров 𝑚𝑖 (𝑖 = 1, 2), характеризующих за-
висимость вязкости от температуры, представлены
на рис. 5. В рассмотренном диапазоне при увеличе-
нии значений 𝑚𝑖 (𝑖 = 1, 2) критические числа Рей-
нольдса уменьшаются до некоторого минимального
значения, а затем возникает тенденция к их увели-
чению, что может свидетельствовать о необходимо-
сти учета влияния изменения вязкости на поле ско-
рости и рассмотрения более общего вида профиля
скорости.
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Рис. 3. Спектр собственных значений для линейной: a) 𝑚1 = 0.1; b) 𝑚1 = 0.3 и экспоненциальной: c) 𝑚2 = 0.1;
d) 𝑚2 = 0.3 зависимостей вязкости от температуры

Рис. 4. Нейтральные кривые: 1 — посто-
янная вязкость, 2 — экспоненци-
альная зависимость вязкости от
температуры (𝑚2 = 0.3)

Рис. 5. Зависимость критического числа
Рейнольдса от параметра 𝑚2, ха-
рактеризующего температурную
зависимость вязкости
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