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В работе рассматривается свободно-конвективное течение Рэлея–Бенара ньютоновской жидкости с учетом
вертикальной стратификации в плоской ячейке. Предлагается замкнутая математическая модель свободной
конвекции неоднородной жидкости в предположении линейной зависимости плотности жидкости от темпе-
ратуры, концентрации примеси и солености. Численно показано, что исходная неоднородность жидкости, в
частности плотности по высоте, приводит к осложнению процесса свободной конвекции в виде образования
слоистых структур.

1. Введение
Процессы свободной конвекции в жидкостях и

газах широко распространены не только в природе
(атмосфера, океан, мантия земли и др.), но и при
реализации многочисленных технологических опе-
раций (охлаждение, нагрев, осаждение и т.п.). Тре-
бования к полноте описания динамики этих про-
цессов заставляют специалистов смотреть по ново-
му на существующие теоретические и эксперимен-
тальные методы исследования, поскольку качество
современных моделей на больших и малых времен-
ных интервалах, надежность индикаторов перехода
состояния из нормального в критическое, вплоть до
катастрофического, нуждаются в существенном по-
вышении. Признанные свидетельства влияния ма-
лых факторов, таких как неоднородность плотно-
сти и вязкости, стратификация, наличие примесей,
потоков тепла и вещества на структуру и динамику
течений до сих пор не получили надежного матема-
тического описания. Недостаточно изучено и вли-
яние стратификации, с действием которой связы-
вается существование тонкой структуры течений в
окружающей среде и техносфере. В настоящее вре-
мя увеличивается объем экспериментальных дан-
ных, которые не удается описать в рамках традици-
онных представлений и с помощью приближенных
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и констутивных моделей. В работе предпринята по-
пытка выявить особенности и закономерности, воз-
никающие в процессе свободно-конвективного теп-
лообмена в плоской ячейке, и установить механизм
образования слоистых структур.

2. Постановка задачи
Рассмотрим задачу о свободной конвекции вер-

тикально стратифированной по плотности жидко-
сти в плоской ячейке. При построении математиче-
ской модели используется приближение Обербека–
Буссинеска [1]. Модель строится на основе фун-
даментальной системы дифференциальных уравне-
ний, включающей уравнение неразрывности, урав-
нение сохранения количества движения, уравнение
сохранения энергии, записанное относительно тем-
пературы, и уравнения диффузии стратифицирую-
щей компоненты и солености:

∇𝑣⃗ = 0,
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗∇)𝑣⃗ = −∇𝑝+ 𝜈0△𝑣⃗ + (𝜌− 𝜌0)𝑔⃗,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑣⃗∇𝑇 = 𝜒0△𝑇,

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+∇(𝐶𝑣⃗) = 𝐷0△𝐶,

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+∇(𝑆𝑣⃗) = 𝐷𝑆△𝑆,

где 𝜈0 — кинематическая вязкость жидкости при
средних значениях концентрации и температуры;
𝜒0 — коэффициент температуропроводности жид-
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кости; 𝐷0 — коэффициент диффузии жидкости;
𝐷𝑆 — коэффициент диффузии соли.

В данной работе считается, что плотность жид-
кости зависит линейно от температуры 𝑇 , концен-
трации примеси 𝐶 и солености 𝑆 в следующем виде:

𝜌 = 𝜌0 (1− 𝛽𝑇 (𝑇 − 𝑇0)− 𝛽𝐶(𝐶 − 𝐶0) + 𝛽𝑆(𝑆 − 𝑆0)) ,

𝛽𝑇 = −1
𝜌

(︂
𝜕𝜌

𝜕𝑇

)︂
𝑝,𝑆,𝐶

, 𝛽𝐶 = −1
𝜌

(︂
𝜕𝜌

𝜕𝐶

)︂
𝑝,𝑆,𝑇

,

𝛽𝑆 =
1
𝜌

(︂
𝜕𝜌

𝜕𝑆

)︂
𝑝,𝑇,𝐶

,

где 𝑇0, 𝐶0, 𝑆0 — некоторые реперные значения,
от которых отсчитывается температура, концен-
трация примеси и соленость соответственно; 𝜌0 —
невозмущенная плотность; 𝛽𝑇 , 𝛽𝐶 , 𝛽𝑆 — коэффици-
енты температурного, концентрационного и солево-
го расширения (сжатия) жидкости соответственно.
Введение примесной компоненты оправдано необ-
ходимостью описания визуализации течений в ла-
бораторных экспериментах.

Предполагается, что плотность жидкости не
зависит от давления и так же, как и давление пред-
ставляет собой сумму невозмущенной и возмущен-
ной компонент:

𝑝 = 𝑝0 + 𝑝′, 𝜌 = 𝜌0 + 𝜌′,

где 𝑝0 и 𝜌0 удовлетворяют уравнению гидростати-
ки:

∇𝑝0 = 𝜌0𝑔.

Для малых отклонений 𝑝′ и 𝜌′ справедливы со-
отношения:

𝑝′ << 𝑝0, 𝜌′ << 𝜌0.

Кроме того, при выводе уравнений учитыва-
лось, что плотность жидкости всюду постоянна, за
исключением слагаемого, учитывающего подъем-
ную силу.

Для численного решения полученную замкну-
тую систему дифференциальных уравнений необ-
ходимо привести к безразмерному виду. Для это-
го введем соответствующие масштабы характерных
величин

𝑡* =
𝐿2

𝜈0
, 𝑣* =

𝜈0
𝐿
, 𝑝* =

𝜌0𝜈
2
0

𝐿2
, 𝜃 =

𝑇 − 𝑇0

∆𝑇
,

и следующие критерии подобия:
Pr =

𝜈0
𝜒0

— число Прандтля,

Sc =
𝜈0
𝐷0

— число Шмидта,

Sc𝑆 =
𝜈0
𝐷𝑆

— солевое число Шмидта,

Gr𝑇 =
𝑔 𝛽𝑇 ∆𝑇 𝐿3

𝜈2
0

— число Грасгофа,

Gr𝐶 =
𝑔 𝛽𝐶 ∆𝐶 𝐿3

𝜈2
0

— концентрационное число

Грасгофа,

Fr =
𝜈2
0

𝑔𝐿3
— число Фруда,

где 𝑡*, 𝑣* и 𝑝* — характерные время, скорость и дав-
ление; 𝜃 — безразмерное возмущение температуры;
∆𝑇 — перепад температуры; 𝐿 — характерный раз-
мер области (здесь: высота исследуемой области);
∆𝐶 — перепад концентрации примеси.

Тогда, учитывая, что жидкость линейно стра-
тифицирована по высоте, уравнения свободной кон-
векции в двумерной области в безразмерной форме
запишутся следующим образом:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝜕𝑝

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

+Gr𝑇 𝜃 + Gr𝐶𝐶 +
𝑆

Fr2
𝐿

Λ𝑆
,

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

1
Pr

(︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜃

𝜕𝑦2

)︂
,

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝐶

𝜕𝑦
=

1
Sc

(︃
𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝐶

𝜕𝑦2

)︃
,

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑆

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑆

𝜕𝑦
=

1
Sc𝑆

(︃
𝜕2𝑆

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑆

𝜕𝑦2

)︃
+ 𝑣

𝐿

Λ𝑆
,

где 𝑢 и 𝑣 — возмущения горизонтальной и вер-
тикальной составляющих вектора скорости жидко-
сти; 𝑝 — возмущение давления; 𝐶 — возмущение
концентрации; 𝑆 — возмущение солености.

Если считать, что в начальный момент време-
ни жидкость находится в состоянии покоя и линей-
но стратифицирована по плотности, то начальные
условия запишутся в виде:

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑣|𝑡=0 = 0, 𝜃|𝑡=0 = 0,

𝑆
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 1− 𝑦 𝐿
Λ𝑆

, 𝐶
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0, Λ𝑆 =
⃒⃒⃒⃒

1
𝑆0

𝑑𝑆

𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒−1

.

В качестве граничных условий для концен-
трации и солености использовались условия отсут-
ствия потока через границы ячейки; для компонент
вектора скорости на всех границах предполагались
условия прилипания (𝑢 = 0 и 𝑣 = 0); для темпера-
туры — при подогреве снизу:

𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,
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𝜃|𝑦=1 = −0, 5, 𝜃|𝑦=0 = 0, 5,

а при подогреве сбоку:

𝜕𝜃

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝜃

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,

𝜃|𝑥=1 = −0, 5, 𝜃|𝑥=0 = 0, 5.

3. Численный метод и тесты

Для изучения закономерностей свободной кон-
векции был построен алгоритм численного реше-
ния и разработан компьютерный код. Численная
методика решения полученной системы дифферен-
циальных уравнений основывается на хорошо за-
рекомендовавшем себя методе контрольного объ-
ема [2]. Для расчета поля течения использовал-
ся полунеявный метод для связывающих давление
уравнений — алгоритм SIMPLE [3]. Для увеличе-
ния порядка аппроксимации по времени до второ-
го порядка точности применялась полностью неяв-
ная трехслойная схема второго порядка [4]. Далее с
помощью методов параллельных высокопроизводи-
тельных вычислений была произведена оптимиза-
ция программного кода. В частности, для сокраще-
ния времени расчета применялись методы парал-
лельного программирования OpenMP [5].

Тестирование компьютерного кода и верифика-
ция полученных результатов производилась путем
сравнения с опубликованными в мировой научной
литературе данными по задаче о свободной конвек-
ции вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости
с постоянной вязкостью при подогреве сбоку и сни-
зу. Результаты численных расчетов разработанно-
го программного кода и опубликованных данных
приведены в табл. 1 и 2. В табл. 1 представлены
результаты вычислений чисел Нуссельта на подо-
греваемой границе ячейки для четырех различных
значений числа Рэлея Ra [6]. В табл. 2 представ-
лены результаты вычислений максимальных ком-
понент скорости в средних сечениях ячейки, чис-
ла Нуссельта на подогреваемой границе, в среднем
вертикальном сечении ячейки, а также максималь-
ное и минимальное значения числа Нуссельта на по-
догреваемой границе ячейки на различных сетках
при значении числа Рэлея Ra = 104 [7]. Сходимость
используемого метода и расчетной схемы представ-
лена в работе [8]. Результаты тестовых расчетов по-
казывают, что разработанный алгоритм численно-
го решения свободно-конвективных течений ньюто-
новской жидкости в плоской ячейке дает адекват-
ные и достоверные решения поставленной задачи.

Таблица 1. Сравнение результатов расчетов с ра-
ботой [6], сетка 101× 101

Ra NuH [6] NuH
103 1.0004 1.0000
104 2.1581 2.1657
105 3.9103 3.9371
106 6.3092 6.3102

Таблица 2. Сравнение результатов расчетов с ра-
ботой [7], Ra = 104

40× 40 80× 80 160× 160 [7]
𝑢max

(0.5,𝑦) 16,112 16,113 16,119 16,183
𝑦 0,825 0,825 0,825 0,823

𝑣max
(𝑥,0.5) 19,777 19,771 19,770 19,629
𝑥 0,125 0,125 0,125 0,119

Nu0 2,250 2,251 2,252 2,245
Nu1/2 2,250 2,251 2,252 2,245
Numax 3,5109 3,5119 3,5180 3,5138
𝑦 0,15 0,15 0,144 0,144

Numin 0,579 0,579 0,579 0,585
𝑦 1 1 1 1

4. Результаты численного
моделирования
Исследованию процессов свободной конвекции

в жидкостях с неравномерной плотностью по вы-
соте посвящено достаточно много эксперименталь-
ных работ, в которых визуальными наблюдениями
и оптическими методами исследовано образование
и развитие различных режимов конвекции. В част-
ности, показано, что при наличии неоднородности
плотности жидкости по высоте и при возникнове-
нии поперечного градиента температуры возникает
слоистое течение жидкости [9, 10]. Причем образо-
вание слоистой структуры является сложным яв-
лением, которое является результатом совместного
влияния процессов теплопроводности, диффузии и
свободной конвекции.

В данной работе приведены результаты чис-
ленного моделирования свободной конвекции стра-
тифицированной по высоте жидкости в плоской об-
ласти с соотношением сторон 4/3. Все вычисления
производились на равномерной сетке с количеством
узлов 200 × 150 при следующих постоянных па-
раметрах задачи: Pr = 7, Sc = 700, Sc𝑆 = 700,
Fr = 0.1, Λ𝑠 = 100, Gr𝐶 = 0, число Грасгофа ме-
нялось в пределах 10−1 ≤ Gr𝑇 ≤ 103.

На рис. 1 приведено поле солености для раз-
личных чисел Грасгофа Gr𝑇 . Видно, что при ма-
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Рис. 1. Поле солености: а) Gr𝑇 = 10−1, б) Gr𝑇 = 10, в) Gr𝑇 = 102
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Рис. 2. Линии тока для установившегося режима конвекции: а) Gr𝑇 = 10−1, б) Gr𝑇 = 10, в) Gr𝑇 = 102

лых числах Грасгофа поле солености почти гори-
зонтально, при увеличении числа Грасгофа про-
исходит отклонение поля солености на некоторый
угол. Это связано с тем, что при увеличении чис-
ла Грасгофа увеличивается температурная неодно-
родность течения и тепловые эффекты преоблада-
ют над концентрационными. Так, вдоль нагретой
стенки (левая граница плоской ячейки) вещество
поднимается, а вдоль охлаждаемой стенки (правая
граница ячейки) — опускается, и поле солености ис-
кажается в соответствии с направлениями тепло-
вых потоков.

На рис. 2 представлены линии тока для уста-
новившегося режима конвекции для тех же зна-
чений чисел Грасгофа, что и на рис. 1. Видно,
что при свободно-конвективном течении вертикаль-
но стратифицированной по плотности жидкости об-

разуются горизонтальные вихревые структуры, то
есть картина течения существенно отличается от
свободно-конвективного течения не стратифициро-
ванной жидкости, при котором в рассматриваемой
области образуется единый контур течения или, так
называемый, одновихревой режим течения. Подоб-
ные расслоенные режимы течения стратифициро-
ванной жидкости наблюдаются и в экспериментах.
Кроме того, можно заметить, что при достаточно
малых числах Грасгофа (рис. 2(a)) образуется зона
в центральной части исследуемой ячейки, где те-
чение практически отсутствует и образуется еди-
ный вихрь. А вдоль верхней и нижней границ ячей-
ки начинает образовываться расслоение (рис. 2(б)).
С увеличением числа Грасгофа структура течения
полностью соответствует расслоенному режиму те-
чения. При дальнейшем увеличении числа Грасго-



86 Труды Института механики им. Р.Р.Мавлютова УНЦ РАН, 2014. Выпуск 10

фа сначала горизонтальные вихри начинают откло-
няться на некоторый угол, а при некотором крити-
ческом значении образуется одновихревой режим,
при котором расслоенного режима течения не на-
блюдается (рис. 2(в)).

5. Заключение
Проведено численное исследование модели

свободно-конвективного течения стратифициро-
ванной по высоте неоднородной жидкости в плос-
кой ячейке, подогреваемой сбоку. Представленная
математическая модель учитывает различные эф-
фекты тонкой структуры, возникающие в солевом
растворе при нагревании. Показано, что при опре-
деленных параметрах задачи возникают расслоен-
ные режимы течения, которые наблюдаются в экс-
периментах.

На основании полученных результатов можно
сделать вывод, что предложенный алгоритм можно
использовать для описания процессов тепломассо-
обмена в стратифицированных неоднородных сре-
дах при свободной конвекции.
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