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В статье представлены результаты вычисления поверхностного натяжения методом молекулярной динамики
для системы «жидкость–газ» на примере аргона. Проведена верификация метода путем сравнения числен-
ных результатов с экспериментальными данными. Приведены результаты по определению оптимального
радиуса обрезки для потенциала взаимодействия.

1. Введение
Явления, связанные с взаимодействием жидко-

сти, пара и твердого тела, играют важную роль в
изучении процессов теплообмена при фазовом пере-
ходе. Методы, используемые в механике и термоди-
намике, зачастую не позволяют с должной точно-
стью рассматривать процессы, происходящие вбли-
зи линии контакта фаз, в то время как методы мо-
лекулярной динамики описывают их с достаточной
точностью. Преимущество такого подхода — воз-
можность производить вычисления макроскопиче-
ских параметров системы. Одним из важнейших
свойств жидкости является поверхностное натяже-
ние. Существует большое количество работ, свя-
занных с определением данного параметра. Наибо-
лее подробно это явление изучено для одноатомных
веществ. В 1936 году Фергюсон и Кеннеди пред-
ложили уравнение, описывающее зависимость по-
верхностного натяжения от температуры для про-
стых веществ [1]. В 1948 году, согласно теории
Кирквуда и Буффа, был описан метод вычисления
поверхностного натяжения с использованием нор-
мальной и касательной составляющих вектора на-
пряжений [2]. Описанный в данной работе алгоритм
используется и по сей день. На основе на этой тео-
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рии выведены формулы для расчета поверхностно-
го натяжения с использованием функции радиаль-
ного распределения [3]. Также существует большое
число работ по определению поверхностного натя-
жения экспериментальными способами [4–6].

В данной работе представлены результаты рас-
четов поверхностного натяжения паро-жидкостной
смеси аргона при различных температурах систе-
мы. Произведены оценки наименьшего радиуса об-
резки потенциала взаимодействия, при котором
расчет поверхностного натяжения дает наиболее
точные результаты.

2. Математическая модель
В методе молекулярной динамики положения

частиц определяются из решения классических
уравнений движения:

𝑑2𝑟𝑖
𝑑𝑡2

=
𝐹 (𝑟𝑖)
𝑚𝑖

, 𝐹 (𝑟𝑖) = − 𝜕

𝜕𝑟𝑖
𝑈(𝑟𝑁 ),

где 𝑟𝑖 — радиус-вектор 𝑖-й частицы; 𝑚𝑖 — масса 𝑖-й
частицы и 𝑣𝑖 — ее скорость.

Однако, прежде всего, необходимо рассчитать
силу 𝐹 (𝑖), действующую на атом 𝑖, которая вычис-
ляется в соответствии с потенциалом взаимодей-
ствия 𝑈(𝑟𝑁 ), где 𝑟𝑁 = (𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑁 ) представляет
собой набор координат всех частиц.

В качестве потенциальной функции выбирает-
ся потенциал Леннарда–Джонса [7]:
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𝑈(𝑟) = 4𝜀
[︂(︁𝜎

𝑟

)︁12

−
(︁𝜎
𝑟

)︁6
]︂
.

Значения параметров потенциала взаимодей-
ствия Леннарда–Джонса выбираются следующими:
𝜎 = 3.4 Å, 𝜖 = 1.64 · 10−21 Дж, что соответствует
аргону. Радиус обрезки потенциала 𝑟𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 = 6.0𝜎.
Масса молекулы 𝑚 = 66.4 ·10−27 кг, временной шаг
интегрирования ∆𝑡 = 10 фс. Число частиц, рас-
сматриваемых при моделировании, 𝑁 = 8000. В
данной работе используется обезразмеревание пе-
ременных согласно [9].

Область моделирования представляет собой
параллелепипед с размерами: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 24𝜎,
𝐿𝑧 = 48𝜎. В центр помещается жидкий аргон с без-
размерными параметрами 𝜌* = 0.7 и 𝑇 * = 1.0. Схе-
ма области изображена на рис. 1.

К системе во всех направлениях применяют-
ся периодические граничные условия. Температу-
ра системы поддерживается алгоритмом корректи-
ровки скорости (термостат Берендсена) [10] первые
50 000 шагов. Последующие 25 000 шагов систе-
ма находится в отсутствии термостатирования. По-
следующие 125000 шагов (с интервалом в 100 ша-
гов) производится отбор макроскопических свойств
(плотность, поверхностное натяжение), которые за-
тем осредняются по всему набору частиц.

3. Верификация кода
Для валидации расчетов методом молекуляр-

ной динамики рассмотрим свободную динамику
паро-жидкостной среды аргона. Для этого разо-
бьем область моделирования на слои вдоль оси 𝑧 па-
раллельно плоскости 𝐿𝑥𝐿𝑦. Количество таких плос-
костей обозначим 𝑁𝑏𝑖𝑛, которое в данной работе
принимается равным 100. Плотность в каждом слое
определяется по формуле

𝜌𝑖 =
𝑁𝑖 ·𝑁𝑏𝑖𝑛

𝐿𝑥𝐿𝑦𝐿𝑧
,

где 𝑁𝑖 — число частиц, находящихся в соответству-
ющем 𝑖-ом слое. Значение 𝑖 изменяется от 1 до 𝑁𝑏𝑖𝑛.

На рис. 2 отображены профили плотностей при
различных температурах системы. Для создания
симметричной картины каждые 500 шагов произво-
дится центрирование частиц относительно центра
параллелепипеда с сохранением межмолекулярных
расстояний.

Исходя из построенных распределений (рис. 2),
можно определить плотность жидкого аргона по
центральной части графика и газообразного по
крайним участкам. Вычисляя таким способом
плотности при различных температурах, можно по-
строить кривую насыщения. Начальная плотность
аргона, находящегося в центре параллелепипеда,

Рис. 1. Область моделирования

Рис. 2. Профиль плотности при различных темпе-
ратурах

Рис. 3. Линия насыщения
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Рис. 4. Схематическое изображение напряжений
на поверхности жидкости

𝜌* = 0.7. Температура 𝑇 * изменяется в диапазоне
от 0.7 до 1.25. На рис. 3 отображены полученные ре-
зультаты в размерных величинах. На графике при-
ведены результаты расчетов методом молекуляр-
ной динамики и экспериментальные данные из [4].
Из графика видно, что результаты численных рас-
четов хорошо согласуются с экспериментом.

4. Поверхностное натяжение
Один из первых способов вычисления поверх-

ностного натяжения с точки зрения межмолекуляр-
ных потенциалов и функции радиального распреде-
ления вблизи границы раздела фаз был предложен
Кирквудом и Буффом в [2]. На рис. 4 схематически
изображена поверхность раздела фаз, нормальная
и касательная составляющие вектора напряжения.

Согласно описанной авторами теории, поверх-
ностное натяжения можно вычислить по формуле

𝛾 =

∞∫︁
−∞

[𝑃𝑁 − 𝑃𝑇 ]𝑑𝑧. (1)

Если рассмотреть область моделирования,
представленную на рис. 1, компоненты напряжения
примут вид:

𝑃𝑁 (𝑧) = 𝑃𝑧𝑧(𝑧), 𝑃𝑇 (𝑧) =
𝑃𝑥𝑥(𝑧) + 𝑃𝑦𝑦(𝑧)

2
.

Используя вириальное разложение, можно вы-
вести формулы для осевых компонент тензора на-
пряжений:

𝑃𝑥𝑥 =
1
𝑉

[︃∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑥𝑗 +

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑟𝑥𝑖𝑗𝑓𝑥𝑖𝑗

]︃
=

=
1
𝑉

[︃∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑥𝑗 +

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑥𝑖𝑗(− 𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
cos 𝜃1)

]︃
,

𝑃𝑦𝑦 =
1
𝑉

[︃∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑦𝑗 +

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑟𝑦𝑖𝑗𝑓𝑦𝑖𝑗

]︃
=

=
1
𝑉

[︃∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑦𝑗 +

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑦𝑖𝑗(− 𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
cos 𝜃2)

]︃
,

𝑃𝑧𝑧 =
1
𝑉

[︃∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑧𝑗 +

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑟𝑧𝑖𝑗𝑓𝑧𝑖𝑗

]︃
=

=
1
𝑉

[︃∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑧𝑗 +

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑧𝑖𝑗(− 𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
cos 𝜃3)

]︃
,

(2)

где 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 — углы между вектором 𝑟𝑖𝑗 и осями
𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно:

cos 𝜃1 =
𝑥𝑖𝑗

𝑟𝑖𝑗
, cos 𝜃2 =

𝑦𝑖𝑗

𝑟𝑖𝑗
, cos 𝜃3 =

𝑧𝑖𝑗

𝑟𝑖𝑗
, (3)

𝑉 — объем области моделирования; 𝑈𝑖𝑗 — потен-
циал взаимодействия; 𝑓𝑖𝑗 — сила, соответствующая
потенциалу 𝑈𝑖𝑗 .

Кинетическая энергия системы и температура
связаны между собой соотношением

1
2

∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑗 =

3
2
𝑁𝑘𝑇.

Предполагая, что все направления движения
равноправны, можем записать:∑︁

𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑥𝑗 =

∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑦𝑗 =

∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑧𝑗 = 𝑁𝑘𝑇.

Тогда первые слагаемые в формулах (2) можно
заменить следующим образом:

1
𝑉

∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑥𝑗 =

1
𝑉

∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑦𝑗 =

=
1
𝑉

∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑣
2
𝑧𝑗 =

𝑁

𝑉
𝑘𝑇 = 𝜌𝑘𝑇.

(4)

Для численного вычисления интеграла (1) ис-
пользуется разбиение области моделирования на
слои вдоль оси 𝑧.

Если обозначить толщину разбиения через 𝑑𝑧,
т.е. в данном случае 𝑑𝑧 = 𝐿𝑧/𝑁𝑏𝑖𝑛, то объем каж-
дого слоя будет равен 𝑉 = 𝐴𝑑𝑧,𝐴 = 𝐿𝑥𝐿𝑦. Под-
ставляя (3) и (4) в равенства (2) в каждом слое,
получим:

𝑃𝑥𝑥(𝑧) = 𝑘𝑇𝜌(𝑧)−
∑︁

𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑥2
𝑖𝑗

𝐴𝑟𝑖𝑗𝑑𝑧

𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
,

𝑃𝑦𝑦(𝑧) = 𝑘𝑇𝜌(𝑧)−
∑︁

𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑦2
𝑖𝑗

𝐴𝑟𝑖𝑗𝑑𝑧

𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
,

𝑃𝑧𝑧(𝑧) = 𝑘𝑇𝜌(𝑧)−
∑︁

𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑧2
𝑖𝑗

𝐴𝑟𝑖𝑗𝑑𝑧

𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
.

Таким образом, формулы для нормального и
касательного напряжений примут вид:

𝑃𝑁 (𝑧) = 𝑃𝑧𝑧(𝑧) = 𝑘𝑇𝜌(𝑧)−
∑︁

𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑧2
𝑖𝑗

𝐴𝑟𝑖𝑗𝑑𝑧

𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
, (5)
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𝑃𝑇 (𝑧) =
𝑃𝑥𝑥(𝑧) + 𝑃𝑦𝑦(𝑧)

2
=

= 𝑘𝑇𝜌(𝑧)−
∑︁

𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑥2
𝑖𝑗 + 𝑦2

𝑖𝑗

2𝐴𝑟𝑖𝑗𝑑𝑧
𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
.

(6)

Подставляя формулы (5) и (6) в интеграл (1),
после упрощения получим

𝛾𝑙𝑣 =
∑︁

𝑗

∑︁
𝑖>𝑗

𝑥2
𝑖𝑗 + 𝑦2

𝑖𝑗 − 2𝑧2
𝑖𝑗

2𝐴𝑟𝑖𝑗
𝑑𝑈

𝑑𝑟𝑖𝑗
. (7)

Опишем алгоритм вычисления поверхностно-
го натяжения на границе раздела паро–жидкостной
среды.

1. Необходимо разбить область моделирования на
слои (𝑘 — номер слоя, тогда 𝑘 = 1, 𝑁𝑏𝑖𝑛).

2. В каждом 𝑘-ом слое вычисляем локальное зна-
чение поверхностного натяжения 𝛾𝑙𝑣(𝑘) соглас-
но формуле (7). Здесь индекс 𝑗 относится к ча-
стицам принадлежащим 𝑘-му слою, индекс 𝑖 —
всем частицам (или их образам согласно перио-
дическим граничным условиям), находящимся
в радиусе взаимодействия потенциала 𝑟𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 .

3. Интегральное значение поверхностного натя-
жения определяется по формуле

𝛾𝑙𝑣 =
1
2

∑︁
𝑘

𝛾𝑙𝑣(𝑘).

5. Результаты моделирования
В представленной работе параметры модели-

рования и интервалы сбора данных описаны выше.
Было обнаружено, что поверхностное натяжение
очень чувствительно к заданному значению радиу-
са обрезки 𝑟𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 . В табл. 1 представлены результа-
ты по численному определению поверхностного на-
тяжения, используя вышеописанный алгоритм, для
различных радиусов обрезки потенциала. Исследо-
вания проводились для числа частиц 𝑁 = 8000 при
температуре 𝑇 * = 0.8. Исходя из таблицы, можно
сделать вывод, что малые значения радиуса обрез-
ки неприменимы для расчета поверхностного натя-
жения. Точный расчет возможен лишь при условии
𝑟𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 ≥ 6.0𝜎.

Для исследования зависимости поверхностного
натяжения от температуры был произведен расчет
для системы из 𝑁 = 8000 частиц с радиусом обрез-
ки 𝑟𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 =∞. Результаты расчетов представлены
в табл. 2.

На рис. 5 представлено сопоставление различ-
ных значений поверхностного натяжения из [8] и

Таблица 1. Значение поверхностного натяжения
при различных радиусах обрезки

𝑟𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 𝛾*

2.5𝜎 0.4184
3.0𝜎 0.5659
3.5𝜎 0.6646
4.0𝜎 0.7268
6.0𝜎 0.7542
8.0𝜎 0.7413
∞ 0.7621

Таблица 2. Значение поверхностного натяжения
при различных температурах системы.

𝑇 𝛾*

0.6989 0.9556
0.7986 0.7542
0.9020 0.5383
1.0011 0.3640
1.1036 0.1842
1.1998 0.0787
1.2542 0.0347

Рис. 5. Зависимость поверхностного натяжения от
температуры
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численных результатов, полученных в данной ра-
боте с использованием метода молекулярной дина-
мики. На графике видно хорошее согласование чис-
ленных расчетов с экспериментальными данными.

6. Заключение
Метод молекулярной динамики является эф-

фективным средством для исследования поверх-
ностного натяжения паро–жидкостной среды в од-
ноатомных веществах. В работе найден оптималь-
ный радиус обрезки потенциала Ленарда–Джонса.
Однако, для систем с наличием твердой границы
или для сложных многоатомных молекул необхо-
димы модификация данного метода и проведение
дополнительных исследований по численному опре-
делению поверхностного натяжения.
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