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Выпрямляющийся разлет газа из вихря1

Юлмухаметова Ю.В.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН

В работе рассмотрена одна подмодель движения газа с линейным полем скоростей. Ее образует система
нелинейных дифференциальных уравнений с начальными данными. Найдено несколько первых интегралов
такой системы. Для специальных начальных данных задачи найдено приближенное решение дифференци-
альных уравнений подмодели. Такому решению соответствуют мировые линии, описывающие выпрямляю-
щийся разлет частиц газа из вихря. Построены траектории движения частиц газа.

1. Введение

Решение в виде линейного поля скоростей яв-
ляется фундаментальным для любых уравнений
механики сплошной среды. Такие модели в газовой
динамике были получены еще Дирихле и Риманом
[1,2] при изучении динамики эллипсоидальных фи-
гур идеальной несжимаемой жидкости. Для полит-
ропного газа такая модель в лагранжевых перемен-
ных получена Овсянниковым Л.В. [3], Дайсоном [4].
В этом случае найдены некоторые интегралы по-
лученной системы. Лаврентьевой О.В. в работе [5],
была рассмотрена математическая модель движе-
ния несжимаемого жидкого эллипсоида со свобод-
ной границей, в которой скорости частиц жидкости
являются линейными функциями координат, изу-
чено качественное поведение решения такой моде-
ли при больших временах. Пухначевым В.В. в [6]
рассмотрено плоское движение идеальной несжи-
маемой жидкости с линейным полем скоростей. По-
лучено решение, описывающее вращение жидкого
круга вокруг центра с постоянной угловой скоро-
стью.

В данной статье будет рассмотрена модель дви-
жения газа с линейным полем скоростей, одна из
перечисленных в [7], а именно ПОДМОДЕЛЬ 1.
Найдено приближенное решение подмодели. В ре-
зультате построены мировые линии частиц газа для
данного решения, описывающие выпрямляющийся
разлет частиц газа из вихря.

1Работа выполнена при поддержке гранта Правительства
РФ № 11.G34.31.0042.

2. Уравнения ПОДМОДЕЛИ 1

В ПОДМОДЕЛИ 1 для решения уравнений га-
зовой динамики с линейным полем скоростей

~u = A(t)~x + ~u0(t), (1)

где A = ||aij(t)|| — матрица; ~u0(t) = ||u01, u02, u03||T ,
~x = ||x1, x2, x3||T — векторы, введены дополнитель-
ные переменные по формулам

B = A′ +A2, ~v = ~u′0 +A~u0, τ ′ = τtrA, (2)

а уравнение состояния имеет вид

p = ργh(S) ± a0

2
ln ρ, (3)

где γ, a0 — постоянные; h(S) — функция энтропии
S. Плотность и давление задаются формулами:

ρ =
a0 + τ−γ

~x · S~x+ 2~ξ · ~x+ φ(t)
,

p = −a0 + τ−γ

2
ln |~x · S~x|−

−ω1(a0 + τ−γ)

∫
dI

|P (t, I)| + p0(t),

p′0 + (ln τ)′γp0 = (ln τ)′γa0 ln(a0 + τ−γ),

P (t, I) = I2s33 + 2Is23 + s22, I = αβ−1,

α = x2 − x1ω2(ω1)−1, β = x3 − x1ω3(ω1)−1,

(4)

так что энтропия определяется из (3), S = ||sij || —
симметричная часть матрицы B. Вектор ~ξ(t) опре-
деляется из равенства:

∆~ξ(t) = (s33s22 − s223)~v − ω1(v2~s3 − v3~s2),

∆=(ω1)2+s33s22−s223 6= 0, s33s22−s223 6= 0,
(5)
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где ~si — столбец матрицы S; vj — координата век-
тора ~v; ωk — координата вектора ~ω, который задает
антисимметричную часть матрицы B:

E < ~ω >=

∥∥∥∥∥∥

0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

∥∥∥∥∥∥
, ω1 6= 0,

то есть
B = S + E < ~ω > . (6)

Функция φ(t) определена соотношением

∆φ(t) = (v3)2s22 + (v2)2s33 + 2v2v3s23. (7)

После подстановки решений (1), (3), (4) в урав-
нения газовой динамики и учитывая равенства (2),
(5), (7), получены дифференциальные уравнения
для определения матрицы S векторов ~ω, ~v [7]:

S′ + SA+ATS = (1 − γ + c0(t)) (ln τ)′S,

~ω′ = A~ω − γ(ln τ)′~ω,

~v′ +AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 =

=
(
(1 − γ)~v + c0(t)~ξ

)
(ln τ)′,

c0(t) = γτγ (a0τ
γ + 1)

−1
,

(8)

и дополнительные соотношения

S~ω = 0, ~v · ~ω = 0, (9)

которые выполняются в силу уравнений подмодели,
если выполняются в начальный момент времени.

Таким образом, ПОДМОДЕЛЬ 1 состоит из 6-
ти нелинейных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка для нахождения 6-ти неизвестных.
Функции плотности, давления и уравнение состо-
яния заданы. Подмодель вполне определена.

Дифференциальные уравнения для матрицы
A, функции τ из (2) и уравнения (8) для матрицы S
и вектора ~ω назовем основными, так как они незави-
симы от уравнений для векторов ~u0 и ~v. Введем на-
чальные данные для основных уравнений при t = 0:

S(0) = S0 = ||s0ij ||, ~ω(0) = ~ω0 = ||ω01, ω02, ω03||T ,

τ(0) = 1.

Для матрицы A будет справедливо разложе-
ние A = SA + E < ~ωA >, SA = STA = ||sAij ||,
~ωA = ||ω1

A, ω
2
A, ω

3
A||T . Тогда начальные данные для

A имеют вид:

SA(0) = S1 = ||s1ij ||, ~ωA(0) = ~ω1 = ||ω11, ω12, ω13||T

A(0) = S1 + E < ~ω1 > .

Основные уравнения образуют нелинейную си-
стему 19-го порядка с 18-ю параметрами для на-
чальных данных.

3. Интегралы

Матричным уравнением (2) действуем на век-
тор ~ω, учитывая (9), (6), получим равенство

A′~ω +A2~ω = 0.

Из уравнения (8) выразим A~ω и подставим в по-
следнее равенство. Получим линейное однородное
дифференциальное уравнение для вектора A~ω, ре-
шение которого имеет вид:

A~ω = ~σ1τ
−γ , (10)

где ~σ1 = S0~ω0 + ~ω1 × ~ω0. Интеграл (10) позволя-
ет найти решение линейного неоднородного диффе-
ренциального уравнения (8) в виде:

~ω = (~σ1t+ ~σ2) τ
−γ , (11)

где ~σ2 = ~ω0. Учитывая (11), интеграл (10) можно
переписать в виде линейного интеграла:

A (~σ1t+ ~σ2) = ~σ1. (12)

Начальные данные задачи при t = 0 должны
удовлетворять для ПОДМОДЕЛИ 1 дополнитель-
ному соотношению:

S0~ω0 = 0. (13)

4. Преобразования эквивалентности

Основные уравнения допускают некоторые
преобразования эквивалентности, сохраняющие
структуру уравнений, но меняющие начальные
данные. Воспользуемся этим фактом для сокра-
щения числа параметров задачи с начальными
данными.

Основные уравнения допускают преобразова-
ния сдвига t→ t+t0. Тогда в интеграле (12), за счет
выбора t0, можно добиться того, чтобы ~σ1 ·~σ2 = 0 и
получить дополнительное уравнение связи началь-
ных данных:

~ω0 · S1~ω0 = 0. (14)

Основные уравнения, интеграл (12) допуска-
ют поворот, осуществляемый постоянной ортого-
нальной матрицей O: A → OTAO (~ωA → OT ~ωA,
SA → OTSAO), S → OTSO, ~ω → OT ~ω. За счет вы-
бора матрицы O векторы ~ω, ~ωA в начальный момент
времени повернем в положение:

~ω0 = ||ω0, 0, 0||T , ω0 6= 0, ~ω1 = ||ω11, ω12, 0||T . (15)

Тогда из уравнений связи начальных данных (13),
(14) получим: s011 = s012 = s013 = 0, s111 = 0.

Основные уравнения, интеграл (12) допускают
преобразования растяжения: t → δ−1t, A → δA,
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S → δ2S, ~ω → δ2~ω. За счет выбора параметра рас-
тяжения δ, величину ω0 из (15) можно сделать ±1.

Других линейных преобразований эквивалент-
ности нет.

Интегралы (11) и (12):

ω1 = ω0τ
−γ , ω2 = ω0ts

1
12τ

−γ ,

ω3 = ω0t
(
s113 − ω12

)
τ−γ ,

a11 + a12ts
1
12 + a13t

(
s113 − ω12

)
= 0,

a21 + a22ts
1
12 + a23t

(
s113 − ω12

)
= s112,

a31 + a32ts
1
12 + a33t

(
s113 − ω12

)
= s113 − ω12,

понижают порядок основной системы. Преобразо-
вания эквивалентности уменьшили количество па-
раметров начальной задачи с 15 до 10 существен-
ных параметров. Учитывая найденные интегралы,
решение основных уравнений сводится к решению
системы:

~a′3 + ~a3

(
a33 − a13t(s

1
13 − ω12)

)
+

+~a2

(
a23 − a13ts

1
12

)
= ~s3 + ~ω × ~k−

−a13

(
~ω1 ×~i+ ~s11

)
, τ ′ = τtrA,

~a′2 + ~a2

(
a22 − a12ts

1
12

)
+

+~a3 (a32 − a12t(s13 − ω12)) = ~s2 + ~ω ×~j−
−a12

(
~ω1 ×~i+ ~s11

)
, s′ij + ~sj · ~ai+

+~si · ~aj = f(τ)(ln τ)′sij , i, j = 1, 2, 3,

(16)

где~i,~j, ~k — декартов базис; f(τ) = 1−γ+γτγ(a0τ
γ+

1)−1, A = ||~a1,~a2,~a3||.
Начальные данные:

A(0) =




0 s112 s113 + ω12

s112 s122 s123 − ω11

s113 − ω12 s123 + ω11 s133



 ,

S0 =




0 0 0
0 s022 s023
0 s023 s033


 , τ(0) = 1.

Интегралов системы (16), кроме (11), (12) боль-
ше не обнаружено, поэтому решить аналитиче-
ски систему (16) с произвольными существенными
параметрами не представляется возможным. Рас-
смотрим систему (16) при специальных значениях
начальных данных.

5. Плоская модель

Система (16) записана для матриц A и S тре-
тьего порядка. Для специальных начальных дан-
ных система (16) имеет дополнительные интегралы.
Определение. Если матрицы A и S имеют вид

A =

(
0 0
0 Ā

)
, S =

(
0 0
0 S̄

)
,

Ā =

(
a22 a23

a32 a33

)
, S̄ =

(
s22 s23
s23 s33

)
,

то будем говорить, что они задают плоский (дву-
мерный) случай системы (16).

Теорема. Если начальные данные для матрицы
A выбрать в виде

S1 =




0 0 0
0 s122 s123
0 s123 s133



 , ~ω1 = ||ω11, 0, 0||T , ω11 6= 0,

то система (16) сведется к плоскому случаю.
Перепишем систему (16) для плоского случая

с учетом разложения матрицы A = SA+E < ~ωA >:

ω′
A + ωA(ln τ)′ = ω0τ

−γ ,

(sA22)
′ + (sA22)

2 + (sA23)
2 − (ωA)2 = s22,

(sA23)
′ + sA23(ln τ)

′ = s23,

(sA33)
′ + (sA33)

2 + (sA23)
2 − (ωA)2 = s33,

s′22+2(s22s
A
22 + s23s

A
23 + s23ωA) =

= f(τ)(ln τ)′s22,

s′23 + s23(ln τ)
′ + sA23(s22 + s33) + ωA(s33−

−s22) = f(τ)(ln τ)′s23, (ln τ)′ = sA22 + sA33,

s′33 + 2(s23s
A
23 + s33s

A
33 − s23ωA) =

= f(τ)(ln τ)′s33,

(17)

с начальными данными:

ωA(0) = ω11, s
A
22(0) = s022, s

A
33(0) = s033, s

A
23(0) = s023,

s22(0) = s122, s23(0) = s123, s33(0) = s133, τ(0) = 1.

От переменных ωA, sA22, s
A
23, s

A
33, s22, s23, s33, τ

системы (17) перейдем к переменным ωA, sA23, s23,
trSA, τ , trS, |S|, |SA|, где |S| — определитель мат-
рицы S:

(τωA)′ = ω0τ
1−γ , (sA23τ)

′ = s23τ,

s′23 + sA23trS − ωA(s22 − s33) =

= (f(τ) − 1)(ln τ)′s23,

τ ′′τ−1 = trS + 2|SA| + 2ω2
A,

(τ |SA|)′ = ω2
Aτ

′ + τ(G− 2sA23s23),

τ ′ = τtrSA

|S|′τ = 2|S|τ ′(f(τ) − 1),

(trS)′ = f(τ)trSτ ′τ−1 − 2(F + 2sA23s23),

(18)

где G = sA33s22 + sA22s33, F = s22s
A
22 + s33s

A
33, s33 =
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trS − s22,

s22 =
1

2
trS +

√
1

4
(trS)2 − s223 − |S|,

sA33 = trSA − sA22,

sA22 =
1

2
trSA ±

√
1

4
(trSA)2 − (sA23)

2 − |SA|.

(19)

Система (18) имеет интеграл

|S| =
|S0|(a0τ

γ + 1)2/a0

(a0 + 1)2/a0τ2γ
, |S0| = s022s

0
33 − (s023)

2.

В (18) явно не входит переменная t, поэтому сдела-
ем замену

τ ′ = λ(τ) 6= 0,

где λ — некоторая функция от переменной τ . Тогда
dt = λ−1dτ . Таким образом, порядок системы (18)
понижен на 2 единицы:

(τωA)τ = ω0τ
1−γλ−1, (τsA23)τ = s23τλ

−1,

λ(s23)τ + sA23trS − ωA(s22 − s33) =

(f(τ) − 1)λτ−1s23,

λλτ τ
−1 = trS + 2|SA| + 2ω2

A,

(τ |SA|)τ = ω2
A + τλ−1(G− 2sA23s23),

τ(trS)τ = f(τ)trS − 2τλ−1(F + 2s23s
A
23).

(20)

6. Частное решение плоской модели

Пусть в (20) sA23 = 0. Тогда она имеет еще один
интеграл. Из 2-го и 3-го уравнений системы следует
s23 = 0, s22 = s33, ωA 6= 0, F = G = s22λτ

−1. Тогда
6-ое уравнение интегрируется:

s22 =
s022(a0τ

γ + 1)1/a0

(a0 + 1)1/a0τγ
.

Система (20) принимает вид:

(τωA)τ = ω0τ
1−γλ−1,

λλτ = 2(s22 + |SA| + ω2
A)τ,

(τ |SA|)τ = ω2
A + s22.

(21)

Система (21) имеет интеграл:

λ2 = 4τ2|SA| + k, k = (s122 − s133)
2. (22)

Отсюда определяется |SA|. Уравнения (21) свелись
к двум уравнениям:

λcτ = ω0τ
1−γ , 2τλλτ = λ2 − k + 4c2+

+N0(a0τ
γ + 1)1/a0τ2−γ ,

c = τωA, N0 = 4s022(a0 + 1)−1/a0

(23)

с начальными данными

c(1) = ω11, λ(1) = s122 + s133. (24)

Найдем приближенные решения уравнений (23).

7. Приближенные решения

Первое уравнение (23) допускает растяжение
τ = Tτ1, c = T 1−γ/2c1, λ = T 1−γ/2λ1. Применяя
растяжение ко второму уравнению (23), получим

2τ1λ1(λ1)τ1 = λ2
1 − kT γ−2+

+4c21 +N0(a0T
γτγ1 + 1)1/a0τ2−γ

1 .

Положим
T 2 = k, T γ = ε, (25)

где ε, k — малые параметры; γ — фиксированная
постоянная. Разложим λ1 и c1 в ряд по степеням ε:

λ1 = λ0 + ελ01 + . . . , c1 = c0 + εc01 + . . . . (26)

При ε = 0 получим уравнения нулевого приближе-
ния:

λ0c0τ1 = ω0τ
1−γ
1 , τ1(λ

2
0)τ1 = λ2

0 + 4c20 +N0τ
2−γ
1 .

Введем замену переменных при помощи инварин-
тов растяжения [8]:

λ0 = µτ
1−γ/2
1 , c0 = 2−1gτ

1−γ/2
1 , s = ln τ1, (27)

получим автономную систему

gs + g(1 − γ/2) = 2ω0µ
−1,

(µ2)s + (1 − γ)µ2 = g2 +N0.
(28)

Откуда следует уравнение Абеля:

dµ

dg
=
N0 + g2 + (γ − 1)µ2

4ω0 + gµ(γ − 2)
. (29)

Уравнение (29) допускает дискретные симметрии:
µ → −µ, g → −g; ω0 → −ω0, µ → −µ. Следова-
тельно, уравнения (29) достаточно рассмотреть при
g ≥ 0 с ω0 = +1. Далее рассмотрим простой случай
γ = 2, N0 = 1. Уравнение (29) примет вид:

4
dµ

dg
= 1 + g2 + µ2. (30)

У каждой интегральной кривой уравнения (30) су-
ществует асимптота g = g0, g0 — постоянная; µ =
F (g, g0). Выберем интегральную кривую соответ-
ствующую нулевым начальным данным µ(0) = 0:

µ = F (g).

Дальнейшее решение будем искать для этой кри-
вой. При этом численные расчеты дают g0 ≃ 3, 65.

Определим начальные данные задачи (28) при
t = 0. Так как функция µ(τ1) есть нулевое при-
ближение для λ(τ1), то µ(1/

√
ε) ∼ s122 + s133 = α, а



Юлмухаметова Ю.В. 147

так как g(τ1) есть нулевое приближение для c(τ),
то g(1/

√
ε) ∼ 2ω11 = β (см. (24), (26), (27)).

Определим функции A(τ), ~u0(τ). Из первого
уравнения (28) функция g = G(τ) определяется
неявно соотношением

∫ g

g1

F (g)dg=2 ln
τ

τ1
,

µ=F (G(τ))=M(τ)∼λ(τ),
(31)

где g1 = g(τ1), τ1 ∈ (τ0;∞).
Из (23), (26), (27) следует ωA ∼ G(τ)(2τ)−1.

Из (19), (22), (25) следует sA22 =
1

2
(λ +

√
ε)τ−1,

sA33 =
1

2
(λ − √

ε)τ−1. Элементы матрицы A из (1)
определены

−AT = A =




0 0 0
0 sA22 −ωA
0 ωA sA33



 =
D

2τ
,

D =




0 0 0
0 M(τ) +

√
ε −G(τ)

0 G(τ) M(τ) −√
ε



 .

(32)

Для вектора ~u0 справедливо уравнение:

µ~u0ττ +
(
µτ +

µ

τ

)
~u0τ +

(
2Aτ +

1

τ
A

)
~u0 =

2τ

a0τ2 + 1
~ξ,

(33)

где

~ξ(1 + 16(a0τ
2 + 1)−2/a0) = µ~u0τ +A~u0−

−4(a0τ
2 + 1)−1/a0

∥∥∥∥∥∥

0
µ(~u02)τ + (A~u0)2
−µ(~u03)τ − (A~u0)3

∥∥∥∥∥∥
,

2Aτ +
1

τ
A =

1

τ2

(
2

F (G)
H − 1

2
D

)
,

H(G) =




0 0 0
0 Fg(G) −1
0 1 Fg(G)


 .

Для приближенного решения растянем пере-
менную τ =

√
ετ1. С точностью до ε уравнение (33)

принимает вид:

µ~u0τ1τ1 +

(
µτ1 +

µ

τ1

)
~u0τ1+

+

[
2H(G)

τ2
1F (G)

− D(τ1)

2τ2
1

]
~u0 = 0.

(34)

Начальные данные возьмем в виде ~u0 =
~u00, ~u0τ = ~u01. Если начальные данные нулевые,
то решение нулевое ~u0 = 0.
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Рис. 1. Траектории частиц

8. Мировые линии частиц

Мировые линий задаются уравнением [9]:

d~x

dt
= A~x+ ~u0,

где матрица A задана формулой (32), вектор ~u0 за-
дан формулой (34). Перейдем к дифференцирова-
нию по τ :

M(τ)
d~x

dτ
∼ A~x+ ~u0.

В координатной записи имеем:

M(τ)xτ = u01,

M(τ)yτ =
1

2τ

(
(M(τ)+

√
ε)y−G(τ)z

)
+u02,

M(τ)zτ =
1

2τ

(
G(τ)y+(M(τ)−

√
ε)z
)
+u03,

(35)

где M(τ) и G(τ) вычисляются по формулам (31).
Решая систему (35) численно при ǫ = 0, 1, τ ∈
[0, 7; 10], G(1) = 1, M(1) = 0, 3411, получим ми-
ровые линии. Траектории частиц изображены на
рис. 1. Каждая частица газа двигается по своей
траектории. Частицы, находящиеся на одной тра-
ектории в начальный момент времени, двигаются
по ней. Скорость частицы при движении совершает
поворот. Выясним, как ведут себя траектории при
τ → ∞.

В полярных координатах y = r cosϕ, z =
r sinϕ при нулевых начальных условиях для урав-
нения (34), система (35) расщепляется:

2τr−1rτ = 1 +
√
εM−1 cos 2ϕ,

2τMϕτ = G−
√
ε sin 2ϕ.

(36)

Решение по ϕ периодическое с периодом π.
Значит, начальные данные ϕ(1) = ϕ0 достаточно
брать в интервале ϕ0 ∈ (0;π). Начальные данные
r(1) = r0 определяются произвольной постоянной
r0. При r0 = 0 имеем решение r = 0, частица стоит
на месте.
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Рис. 2. Положение касательной к траектории

Приближенное решение для ϕ таково

ϕ = ϕ1 +
√
εϕ2 +O(ε), (37)

с начальными данными ϕ0 = ϕ01 +
√
εϕ02, где

2τMϕ1τ = G, 2τMϕ2τ = − sin 2ϕ1 =⇒

ϕ1 = ϕ̃01 +

∫
G

2τM
dτ, ϕ2 = ϕ̃02 −

∫
sin 2ϕ1

2τM
dτ,

где ϕ̃01, ϕ̃02 — постоянные, которые согласуются с
пределами интегрирования.

Приближенное решение (36) для r имеет вид

r = r0
√
τ

(
1 +

√
ε

2

∫
cos 2ϕ1

Mτ
dτ

)
+O(ε). (38)

При τ → ∞ функция M(τ) ∼ 4τ1/2c−1, где c —
некоторая постоянная. Теперь по формулам (37) на-
ходим функцию ϕ:

ϕ ∼ ϕ0 −
c

4τ1/2

(
g0 −

√
ǫ sin 2ϕ01

)
,

где ϕ0 = ϕ̃01 +
√
ǫϕ̃02 +

c

4τ
1/2
1

(g0 − √
ǫ sin 2ϕ01). По

формуле (38) находим функцию r(τ):

r = r0

(√
τ − c

√
ǫ

4

(
cos 2ϕ01 −

cg0
4
√
τ

sin 2ϕ01

))
+

+O(ε
√
τ) +O(

√
ετ−1/2),

где ϕ01 = ϕ̃01 +
cg0

4τ
1/2
1

. Итак, ϕ → ϕ0, r → ∞ при

τ → ∞.
Из формул для ϕ(τ) и r(τ) находим выражение

для r = r(ϕ):

r ∼ r1(ϕ0 − ϕ)−1 + r2 +O(ϕ0 − ϕ),

где r1 = r0k, r2 = −r0ck−1
√
ǫ sin 2ϕ01/16, k = c(g0 −√

ǫ sin 2ϕ01)/4 > 0.
Определим угол ψ между касательной к линии

r = r(ϕ) в некоторой точке и радиусом вектором

этой точки при τ → ∞. Угол вычисляется по фор-
муле:

ctgψ =
d ln r

dϕ
∼ r1

(ϕ0 − ϕ)(r1 + r2(ϕ0 − ϕ))
→ ∞ ⇒

ψ ∼ ϕ0 − ϕ.

То есть, при τ → ∞ касательная приближается к
радиусу-вектору: ψ → 0. Угол наклона касательной
к оси y имеет предел: ϕ+ ψ → ϕ0.

Определим наличие асимптот у траектории.
Для этого определим как меняется при r → ∞ зна-
чение y1 (см. рис. 2):

y1 = r cosϕ− r sinϕ ctg(ϕ+ ψ) = r
sinψ

sin(ϕ+ ψ)
∼

∼ r1(ϕ0 − ϕ)−1 (ϕ0 − ϕ)

sinϕ0

=
r1

sinϕ0

<∞

Следовательно, у касательной есть предельное по-
ложение, то есть существует асимптота у любой
траектории. Данный факт полностью согласуется
с рис. 1.

9. Заключение

Итак, описанное в статье решение задает вы-
прямляющийся разлет газа из вихря.
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