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В данной работе предлагаются реологические модели состояния двухфазных сред и уравнения напряженно-
деформационных состояний, учитывающие объемные содержания реологических свойств фаз. Решением
ретардационной модели жидкости в виде двухфазной среды установлены неизвестные до настоящего вре-
мени объективно существующие процессы вязкого преддействия и последействия.

1. Введение

Из анализа большого количества работ по де-
формации и течению дисперсных систем следует,
что в этих системах одновременно проявляются
упругие и вязкие свойства [1, 2, 12–15]. Например,
под действием нагрузки пространственная сетка в
дисперсионной системе разрушается и частицы дис-
персной фазы приобретают текучие свойства, т.е.
теряют в определенном количестве упругие свой-
ства, а при снятии нагрузки в результате взаимо-
действий между собой частицы дисперсной фазы
образуют структуру, приводящую к резкому повы-
шению вязкости и приобретению системой свойств
твердых деформируемых тел (пластические смаз-
ки, глинистые растворы и т.д.). Также из наблю-
дения течений даже вязкой жидкости следует, что
при снятии нагрузки жидкость не прекращает свое
движение и деформирование мгновенно, что свиде-
тельствует о проявление не только ньютоновской
силы инерции, но и деформационной инерции. Это
новое деформационное свойство было установлено
и описано в [4–6].

В исследованиях течений сред, содержащих
несколько фаз, находящихся в различных агрегат-
ных состояниях и движущихся при небольших ско-
ростях (относительно турбулентных потоков), в по-
следние годы исследователями развиваются пред-
ставления о том, что в этих средах перенос физи-
ческой субстанции осуществляется не только на мо-
лекулярном, но и молярном уровнях [3–7].

В данной работе, основываясь на результа-
тах [3–7], где разработаны способы получения ме-
ханических и реологических моделей упруго-вязко-
инертных сред, предлагаются реологические мо-
дели состояния двухфазных сред и их уравнения
напряженно-деформационных состояний. Решени-

ем уравнения ретардирующей жидкости в виде
двухфазной реологической модели среды установ-
лены неизвестные до настоящего времени объек-
тивно существующие процессы вязкого преддей-
ствия и последействия.

2. Постановка и решения проблемы

Представим себе среду, состоящую из ча-
стиц ньютоновской жидкости, обладающей вязки-
ми свойствами; твердых частиц, обладающих упру-
гими свойствами, а также связанных в комплек-
сы большого количества того и другого сортов ча-
стиц. Эти, связанные в комплексы частицы, назо-
вем «молярной» фазой, состоящие из крупных от-
носительно частиц первой и второй фаз и проявля-
ющие свойства деформационной инертности [7].

Как известно, жидкие свойства определяются
динамической вязкостью жидкости — µ, свойства
твердых частиц, как твердого тела определяются
коэффициентом упругости — G, а установленное
новое свойство «молярной» фазы — крупных от-
носительно частиц первой и второй фаз и проявля-
ющих свойства деформационной инертности опре-
деляется коэффициентом линейной плотности мо-
лей — mℓ.

Предполагая, что в выделенном объеме нахо-
дятся два сорта частиц и они распределены случай-
ным образом, и каждый сорт частиц занимает опре-
деленную долю объема, то эта часть объема будет
обладать свойствами тех частиц, которые в нем на-
ходятся. Если в данном объеме находятся частицы
ньютоновской жидкости, то эта часть объема будет
обладать свойством, выражающимся истинной ди-
намической вязкостью µi, а вторая часть выделен-
ного объема, содержащая более крупные частицы,
будет обладать свойством деформационной инерт-
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Рис. 1. Механические элементы a, b, c. Параллельное и последовательное соединение элементов Ньютона и
деформационной инертности d, e

ности, это свойство определяется истинным коэф-
фициентом линейной плотности mℓi. Если теперь
предположить, что из выделенного объема изъяты
молярные частицы, а жидкость распределена по
всему объему, то она будет иметь свойство жидко-
сти, выражаемое приведенной динамической вязко-
стью µn. Таким же образом, если из выделенного
объема, в котором находятся частицы вязкой жид-
кости и молярные частицы, изъять вязкую жид-
кость и считать, что молярные частицы, имевшие
истинные коэффициенты линейной плотности mℓi,
распределены по всему выделенному объему, то эта
среда будет иметь теперь коэффициент приведен-
ной линейной плотности mℓn, а отношения приве-
денных параметров, выражающих собой реологи-
ческие свойства к истинным реологическим свой-
ствам, т.е. µn/µi = f1 и mℓn/mℓi = f2 есть нечто
иное (по аналогии представлениям Х.А. Рахматул-
лина и др. [7,8]) как объемная доля вязких и дефор-
мационно инертных свойств смеси соответственно.
Это же рассуждение, распространив для упругого
свойства твердых частиц в случае нахождения их в
выделенном объеме, получим объемную долю упру-
гих свойств в смеси в виде Gn/Gi = f3.

Если в выделенном объеме отсутствуют ча-
стицы, имеющие деформационные свойства, кроме
рассмотренных выше, то будем иметь соотношение:

µn/µi +mℓn/mℓi +Gn/Gi = 1 или f1 + f2 + f3 = 1.

Так как µn = f1µi, mℓn = f2mℓi и Gn = f3Gi,
то в смеси напряжения по законам Гука, Ньютона
и деформационной инертности выразятся следую-
щим образом [11]:

τij = f1µiγ̇ij , τij = f2mℓiγ̈ij , τij = f3Giγij . (1)

где τij — напряжения; γij , γ̇ij и γ̈ij — деформа-
ции, скорости деформаций и ускоренные деформа-

ции соответственно;mℓi — коэффициент пропорци-
ональности, имеющий размерность линейной плот-
ности (кг/м) и прямо пропорциональный объемной
плотности, помноженной на квадрат динамическо-
го расстояния.

Как известно, механическим элементом соот-
ветствующим реологическому закону упруго де-
формируемых тел является пружина, а вязкой
жидкости — перфорированный поршень, находя-
щийся в цилиндрическом сосуде (рис. 1(a, b)) со-
ответственно.

Для сред, обладающих свойствами деформа-
ционной инертности и соответствующих реологи-
ческому закону Хусанова И.Н. (второе уравнение
в (1)), предложен механический элемент рис. 1(c),
описанный ниже [5].

Механический элемент, инертно сопротивляе-
мый к деформационным процессам сред, состоит
из массивного конуса вращения, находящегося в ци-
линдре с перфорированными стенками, который, в
свою очередь, находится в цилиндрическом непро-
ницаемом сосуде. При погружении или всплыва-
нии массивного конуса вращения происходит вы-
теснение жидкости из пор внутреннего цилиндра в
между цилиндрическое пространство. В этом узком
пространстве жидкость движется в сторону, проти-
воположную движению конуса, компенсируя про-
двинутый объем конуса. В щели жидкость ускорен-
но деформируется (течет) (рис. 1(c)). Чем больше
линейная плотность жидкости, тем больше сопро-
тивления.

Далее рассмотрим случаи, когда упругими
свойствами частиц можно пренебречь.

Соединяя параллельно и последовательно эле-
менты Ньютона и деформационной инертности
(рис. 1(b, c)) [5], получим ретардационные и ре-
лаксационные механические модели, приведенные
на рис. 1(d, e), и соответствующие им уравнения
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напряженно-деформационных состояний, которые
при пренебрежении индексами тензорных величин
будут иметь вид:

τ = f1µi

(
γ̇ + tret(Kh1)

γ̈
)
, (2)

где trel(Kh1) = f2mli/f1µi — время ретардации;

τ + trel(Kh1)τ̇ = f2mlγ̈, (3)

где trel(Kh1) = f2mli/f1µi — время релаксации.
Реологические уравнения (2) и (3) выража-

ют собой напряженно-деформационные состояния
вязко-инертной текучей среды, под которой под-
разумевается жидкость, часть которой состоит из
ньютоновской непрерывной вязкой деформируемой
фазы, а часть — из жидких частиц, объединенных
между собой, с образованием моли — второй фазы.
Эти смеси кроме вязкого деформационного меха-
низма деформируются по инерции [6, 7].

Особенности структурной организации сред,
т.е. существование различных форм их молекуляр-
ной и молярной подвижностей, приводят к появ-
лению различных релаксационных и ретардацион-
ных процессов при их движении и деформирова-
нии, каждый из которых связан с подвижностью
тех или иных структурных элементов [3, 4]. Соот-
ветствующие молярным образованиям релаксаци-
онные и ретардационные процессы протекают от-
носительно медленно, т.е. в этих средах более ярко
проявляется деформационная инертность.

Проявление закономерности деформационной
инертности в текучей вязко-инертной среде рас-
смотрим решая уравнение (2).

Решением уравнения (2) будет:

γ̇ = e
f1µi

f2mℓi

(
γ̇0 +

1

f2mℓi

∫
τKhe

−
f1µi

f2mℓi dt

)
, (4)

где γ̇0 — начальная скорость деформации.
Если в решении (4) τ = τ0 = const, то получим:

γ̇ =
τc
f1µi

+

(
τ0 − τc
f1µi

)
exp

(
− t

tret(Kh)

)
, (5)

где tret(Kh) = f2mℓi/f1µi.
Если в уравнении (5) τc = τ0 = µγ̇0, то мы име-

ем дело с равновесием как для жидкости Ньютона
τc = µγ̇. Следовательно, ретардационная модель (2)
является моделью жидкости, а его линейная плот-
ность — плотностью молярных частиц жидкости.
Если τc < τ0, то скорость деформации постоянно
уменьшается, если τc > τ0, то скорость деформа-
ции возрастает с уменьшающейся скоростью. Если
tret(Kh) слишком велико, то вязкое последействие

может восприниматься как медленный разгон жид-
кости, или же как неустановившееся течение.

При t = ∞ скорость деформации достигает
значения τc/µ. Следовательно, скорость деформа-
ции в жидкости (5), описываемой ретардационной
Моделью (2), развивается не мгновенно, задержи-
вается вследствие вязкого преддействия при на-
грузке, величина tret(Kh) представляет собой время
вязкого последействия.

Если снять напряжение τc = 0, то скорость де-
формации по закону последействия при возврате
(или обратного вязкого последействия) полностью
исчезает при t = ∞.

Если tret(Kh) = f2mℓi/f1µi не слишком велико,
то процесс практически завершается по истечении
конечного промежутка времени.

Как видно из анализа решения (5) ретардаци-
онной модели (2) такие жидкости обладают некото-
рым дополнительным сопротивлением относитель-
но вязкой ньютоновской жидкости.

Это свойство текучих и деформируемых
сред Хусановым И.Н. именовано деформационной
инертностью.

3. Заключение

Таким образом, в данной статье предложены
реологические модели состояния двухфазных сред
и уравнения напряженно-деформационных состоя-
ний, учитывающие объемные содержания реологи-
ческих свойств фаз. Решением ретардационной мо-
дели жидкости в виде двухфазной среды установле-
ны не известные до настоящего времени объектив-
но существующие процессы вязкого преддействия
и последействия.
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