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канале без вращения1
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Изучено распространение плоских, сферических и цилиндрических волн в парогазовых смесях с полидис-
персными частицами и каплями, когда одна из фракций участвует в фазовых превращениях. Получено дис-
персионное соотношение, рассчитаны дисперсионные кривые. Проанализировано влияние полидисперсности
частиц и капель на дисперсию и диссипацию малых возмущений.

Трехмерные подалгебры, допускаемые уравне-
нием газовой динамики с общим уравнением со-
стояния, задают инвариантные решения, которые
определяются системами обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Для трех подалгебр системы
сводятся к неавтономным второго порядка [1]. Рас-
смотрим одну из них с номерами 3.4 из оптималь-
ной системы [1] с базисом операторов:

X1 = ∂x, αX4 +X7 = a(t∂x + ∂U ) + ∂θ,

βX4 +X11 = b∂U + t∂t + (bt+ x)∂x + r∂r ,

где α, β — действительные параметры неподобных
подалгебр; t, x, r, θ — цилиндрические координаты.
Инварианты задают представление газодинамиче-
ских величин:

U = αθ + β ln |t| + U1(s), V = V (s),

W = W (s), ρ = ρ(s), S = S(s); s = rt−1,
(1)

— цилиндрические координаты скорости, плот-
ность и энтропия.

Нормализатор группы 3.4 имеет базис X1, X4,
X7, X11. Однопараметрические группы операторов
нормализатора действуют на решениях (1):

X1 : x̄=x+a; X4 : Ū= U+a4; X7 : θ̄=θ + a7;

X11 : t̄ = ta11, r̄ = ra11, x̄ = xa11.
(2)

Подстановка представления (1) в уравнения га-
зовой динамики дает систему из 5 дифференциаль-
ных уравнений. У этой системы найдено 3 интегра-
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ла [1]:
S = S0, sW

2 = Dρ(V − s),

U1 = −
∫ s

s0

βs+ αW

s(V − s)
ds.

(3)

Остаются два неавтономных уравнения

V ′ + (V − s)ρ−1ρ′ = −V s−1,

(V − s)V ′ + a2ρ−1ρ′ = Ds−2ρ(V − s),
(4)

где p = f(ρ, S) — уравнение состояния; a2 = fρ —
квадрат скорости звука.

Особое решение fρ = (V − s)2 рассмотрено
в [1] и возможно лишь для уравнения состояния
p = p0−4−1Dρ2. Особое решение описывает истече-
ние в вакуум из мгновенного линейного источника
по логарифмическим спиралям на параболоиде.

Если fρ 6= (V − s)2, то система (4) разрешает-
ся относительно производных. Рассмотрим подмо-
дель без закрутки D = W = 0. Первое уравнение
системы (4) инвариантно относительно растяжения
s→ αs, V → αV , ρ→ βρ, где α, β параметры растя-
жения. Второе уравнение системы (4) без закрутки
принимает вид

(V − s)V ′ + α−2a2(βρ)ρ−1ρ′ = 0.

Это уравнение инвариантно, если выполнено функ-
циональное уравнение a(βρ) = αa(ρ). Решение
функционального уравнения таково: a = a0ρ

k, α =
βk. Полученное решение можно положить в осно-
ву асимптотического решения подмодели (4) без за-
крутки с общим уравнением состояния:

a2 = ρ2k(a2
0 + a1ρ+ . . .), α = βk,

ρ = ρ0 + ρ1β + . . . , V = V0 + V1β + . . .
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В нулевом приближении по степеням β полу-
чим асимптотическую подмодель (индекс «0» опус-
каем):

V ′+(V −s)ρ−1ρ′ = −V s−1, (V −s)V ′+a2
0ρ

2k−1ρ′ = 0.

Старшие приближения задаются линейными урав-
нениями. Все приближения допускают оператор

s∂s + V ∂V +
1

k
ρ∂ρ. В инвариантах растяжения v =

V s−1, σ = a0ρ
ks−1 получим автономную систему :

dσ

dv
=
σ

v

σ2 − (v − 1) (v (k + 1) − 1)

2σ2 − (v − 1)2
, (5)

ds

s
= F (v)

dv

v
,

(v − 1)2 − σ2

2σ2 − (v − 1)2
= F (v). (6)

Уравнение (5) имеет две интегральные прямые
σ = 0, v = 0 в плоскости (v, σ). Достаточно рас-
смотреть случай σ ≥ 0, s ≥ 0, так как допускается
отражение s → −s (t → −t), σ → −σ. В конечной
части полуплоскости σ ≥ 0 уравнение (5) имеет 4
особые точки.

Точка O(0, 0) — вырожденный узел, точка
(0, 1) — узел, точка (1, 0) — вырожденная особая
точка типа седло–узел, точка S(vs, σs), vs = (2k +
1)−1, σs =

√
2vsk — седло. Картина интегральных

кривых построена в работе [2], в которой рассмот-
рены движения газа для решений подмодели (5),
(6), соответствующих особым точкам.

Рассмотрим интегральную кривую из седла S в
узел O. Сепаратриса седла имеет асимптотическое
поведение:

σ = σs + k1v1 + k2v
2
1 + . . . , v1 = v − vs,

где k1 — положительный корень уравнения 4k2
1 −

2
√

2(k−1)k1−k(2k+3) = 0, а k2 задается равенством

4kk2

(
3
√

2k1 + 2 − k
)

=

= (2k + 1)

[
k1k

(
5

2
− 3k

)
−
√

2k

(
2k2 +

7

2
k +

1

4

)]
.

Асимптотика интегральных кривых уравне-
ния (5) в узле O такова

σ = Cv

(
1 − kv +

1

2

(
C2 + k(k − 1)

)
v2 + . . .

)
,

где C — произвольная постоянная. Численно мож-
но определить значение постоянной C = Cs(k), с
которой сепаратриса седла входит в узел.

Пусть σ = σs(v) сепаратриса седла, входящая
в узел. Это монотонно возрастающая, выпуклая
вверх кривая, определенная в интервале [0, vs].

Уравнение (6) определяет решение подмодели

s=s0 exp

∫ v

0

F (v)
dv

v
или s=s1 exp

∫ v

vs

F (v)
dv

v
, (7)

где s1 = s0 exp
∫ vs

0
F (v)

dv

v
и в выражении (6) для

F (v) вместо σ подставлено σ = σs.
Решение (1) принимает вид

U = αθ + β ln |t| − β

∫ s

s0

ds

s(v − 1)
,

V = sv(s), W = 0, s = rt−1,
(8)

где v(s) определяется равенством (7).
Мировые линии частиц задаются уравнениями

dx

dt
= U,

dr

dt
= V, r

dθ

dt
= W,

x(t0) = x0, r(t0) = r0, θ(t0) = θ0.

Для решения (8) мировые линии через пара-
метр v задаются формулами (r0 = t0s0)

θ = θ0, x = x0 + (αθ0 + β ln |t0|)(t− t0),

r = r0 exp

∫ v

0

F (v)
dv

v − 1
,

t = t0 exp

∫ v

0

F (v)
dv

v(v − 1)
.

(9)

Любую мировую линию, заданную лагранже-
выми координатами (x0, r0, θ0), можно привести к
стандартной, используя преобразования (2). Стан-
дартная кривая задана формулами (9) с x0 = 0,
θ0 = 0, r0 = 1, при этом t0 = s−1

0 — пара-
метр, связанный с решением (8). В полуплоскости
θ = θ0 стандартная кривая сдвигается по оси x. Че-
рез 2π сдвиг составляет 2πα. Значит непрерывного
во всем пространстве решения нет. Но можно рас-
смотреть другое решение (8) с новой постоянной s0
так, чтобы гладким образом склеить решения на
разрыве. Таких решений можно взять бесконечно
много, чтобы получить гладкое решение во всем
пространстве. При этом возникает спиралевидная
поверхность–стенка, двигающаяся с частицами, на-
ходящимися с одной стороны (относительная ско-
рость нулевая). Относительная скорость частиц с
другой стороны стенки ненулевая. Относительная
скорость с каждым витком спиралевидной стенки
возрастает так, что при стремлении к оси x ско-
рость стремится к бесконечности.

В результате частицы без вращения вокруг оси
x двигаются между спиралевидной стенкой к оси x,
увеличивая скорость вдоль оси x до бесконечности
за счет импульса двигающейся стенки.
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