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В работе рассматриваются некоторые особенности применения методов группового анализа к дифферен-
циальным уравнениям дробного порядка. Обсуждается проблема точечной замены переменных в операторе
дробного дифференцирования и обосновывается общий вид такой замены, сохраняющей вид оператора
Римана-Лиувилля. Приводится формула продолжения инфинитезимального оператора группы на дробную
производную от функции по функции и простым примером иллюстрируется необходимость рассмотрения у
уравнений дробного порядка локальных и нелокальных симметрий, зависящих, в частности, от начальных
условий задачи. Обсуждаются виды преобразований эквивалентности для уравнений дробного порядка и
приводятся результаты групповой классификации диффузионно-волнового уравнения. На примере дробно-
дифференциальных уравнений переноса показано, что разработанные методы могут быть использованы
вместе с методом инвариантных подпространств для построения частных решений.

1. Введение

Дифференциальные уравнения с производны-
ми дробного порядка [1, 2] в последнее время нахо-
дят все более широкое применение в качестве ма-
тематических моделей аномальных процессов, про-
текающих в сложных средах, и обусловленных та-
кими свойствами среды как память, перемежае-
мость, пространственная нелокальность и др. Осо-
бенно широкое применение данные уравнения по-
лучили в теории процессов аномального перено-
са вещества и энергии для описания суб- и супер-
диффузии, диффузионно-волновых процессов, ано-
мальной теплопроводности и др. [3, 4]. Аналитиче-
ские методы исследования свойств и построения ре-
шений таких уравнений, особенно нелинейных, раз-
виты слабо. Поэтому представляется актуальным
развитие методов группового анализа для исследо-
вания этого класса уравнений.

В работах [5–8] методы построения точечных
групп преобразований, допускаемых дифференци-
альными уравнениями, были развиты для уравне-
ний, содержащих производные дробного порядка
типа Римана–Лиувилля
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где n = [α] + 1, Γ(x) — гамма-функция. Были по-
строены формулы продолжения инфинитезималь-
ного оператора группы на интегралы и производ-
ные дробного порядка вида (1), (2), разработаны
алгоритмы нахождения допускаемой группы для
уравнений, содержащих эти производные, решены
некоторые задачи групповой классификации обык-
новенных дифференциальных уравнений и уравне-
ний в частных производных дробного порядка.

Данная работа состоит из четырех разделов,
каждый из которых посвящен обсуждению особен-
ностей, возникающих при переносе некоторых алго-
ритмов классического группового анализа на диф-
ференциальные уравнения с производными дробно-
го порядка. В разделе 2 рассматриваются точечные
замены переменных в операторах дробного диффе-
ренцирования: обсуждается условие инвариантно-
сти формы оператора, а также приводятся част-
ные случаи замен переменных, переводящих опе-
ратор типа Римана–Лиувилля в другие известные
операторы дробного дифференцирования. В разде-
ле 3 впервые приводится обобщение формулы про-
должения на дробные производные от функции по
функции. Там же простым примером иллюстриру-
ется наличие у уравнения дробного порядка ло-
кальных и нелокальных симметрий, зависящих, в
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частности, от начальных условий задачи. Раздел
4 посвящен краткому обсуждению проблемы пре-
образований эквивалентности в уравнениях с дроб-
ными производными; приводится результат группо-
вой классификации диффузионно-волнового урав-
нения. Наконец, в разделе 5 обсуждаются вопросы
совместного использования метода инвариантных
подпространств [9] и группового анализа для по-
строения решений нелинейных уравнений переноса
дробного порядка.

2. Замены переменных в производных
дробного порядка

В общем случае, произвольная замена перемен-
ных x̄ = ϕ(x, y), ȳ = ψ(x, y) не сохраняет вида опе-
ратора дробного дифференцирования. В частности,
при такой замене дробная производная Римана–
Лиувилля (1) порядка α ∈ (0, 1) переходит в ле-
востороннюю дробную производную от функции
ψ(x, y) по функции ϕ(x, y), определяемую как
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Здесь для сокращения записи введено обозначение
f [x] ≡ f(x, y(x)). Определение и основные свойства
производных от функции по функции см., напри-
мер, в [1].

Из анализа (3) достаточно просто может быть
найден общий вид точечной замены переменных,
сохраняющей структуру оператора cD

α
x . Посколь-

ку оператор дробного дифференцирования являет-
ся линейным, то замена зависимой переменной так-
же должна быть линейной: ȳ = ψ0(x)+yψ1(x), а за-
мена независимой переменной не должна зависеть
от y: x̄ = ϕ(x). Для сохранения ядра (x−t)−α функ-
ция ϕ(x) должна удовлетворять следующему урав-
нению:

ϕ(x) − ϕ(t) = f(x)g(t)(x − t), (4)

где f(x), g(t) — некоторые функции, также подле-
жащие определению. Меняя в уравнении (4) пере-
менные x → t, t → x, находим, что g = f . Далее,
дифференцируя уравнение (4) по x и t, приходим
к дифференциальному уравнению первого порядка
относительно функции f , общее решение которого
имеет вид f(x) = (c1 + c2x), где c1, c2 — произволь-
ные постоянные. Зная f , из уравнения (4) находим
общий вид ϕ(x):

ϕ(x) =
c3 + x

c1 + c2x
.

Для сохранения нижнего предела интегрирования

должно выполняться условие ϕ(c) = c, откуда

c3 = c(c1 + cc2 − 1).

Утверждение. Общий вид локальной заме-
ны переменных, позволяющей сохранить структуру
оператора cD

α
x , имеет вид:

x̄ =
cc1 + (x− c)

c1 + c2(x − c)
, ȳ = ψ0(x) + yψ1(x). (5)

Из (5), в частности, следует, что не допускается
перенос по x, поскольку он приводит к изменению
нижнего предела интегрирования.

Тем не менее, замены переменных, приводящие
к изменению оператора дробного дифференцирова-
ния с сохранением его важнейшего свойства — ли-
нейности, оказываются в ряде случаев весьма по-
лезны. В рамках группового подхода такие замены
связаны с преобразования эквивалентности относи-
тельно элементов структуры операторов дробного
дифференцирования, рассматриваемых в качестве
произвольных элементов.

Рассмотрим дробную производную порядка
α ∈ (0, 1) функции y(x) по функции g(x):
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Дробная производная (1) при α ∈ (0, 1) является
частным случаем (6) при g(x) = x.

В качестве изменяемого при замене перемен-
ных элемента в структуре (6) могут рассматривать-
ся: 1) предел интегрирования c, 2) функция g(x),
3) порядок дробного дифференцирования α. При-
ведем ряд примеров таких замен переменных, пере-
водящих оператор Римана–Лиувилля в другие из-
вестные виды операторов дробного дифференциро-
вания.

1) Перенос по x

x̄ = x+ a, ȳ = y (7)

сохраняет тип оператора и изменяет лишь нижний
предел интегрирования:

(cD
α
xy) (x) = (c̄D

α
x̄ ȳ) (x̄), c̄ = c+ a.

2) Замена переменных

x̄ = xa, ȳ = y (8)

приводит к замене оператора Римана–Лиувилля на
оператор типа Эрдейи–Кобера [1]:
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b = 1/a, c̄ = ca.
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Такая замена часто выполняется при поиске инва-
риантных решений для уравнений аномального пе-
реноса дробного порядка на группе растяжений [5].

3) Замена переменных

x̄ = ex, ȳ = y

приводит к замене оператора Римана–Лиувилля на
оператор дробной производной типа Адамара [1]:

(cD
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x̄

Γ(1 − α)

d
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∫ x̄

ec̄

ȳ(t̄)
(
ln
x̄

t̄

)α
dt̄

t̄
.

3. Формулы продолжения
и нелокальные симметрии

Рассмотрим одно-параметрическую группу то-
чечных преобразований

x̄ = ϕ(x, y, a), ȳ = ψ(x, y, a);

ϕ|a=0 = x, ψ|a=0 = y.
(9)

В работе [6] на основе инфинитезимального
подхода были получены формулы продолжения
для производных дробного порядка типа Римана–
Лиувилля (1) и Капуто (2). Данный подход может
быть расширен и на общий случай дробных произ-
водных от функции по функции вида (6).

Пусть инфинитезимальное преобразование
для (9) имеет вид:

x̄ ≈ x+ aξ(x, y), ȳ ≈ y + aη(x, y).

При выводе формул продолжения важным яв-
ляется вид замены переменной интегрирования в
операторе дробного дифференцирования. Очевид-
ный вид замены, когда переменная интегрирова-
ния t изменяется по тому же правилу, что и неза-
висимая переменная x, не является оптимальным,
поскольку приводит к появлению параметра a в
нижнем пределе интегрирования, что существенно
усложняет дальнейшие преобразования. Более оп-
тимальной является замена переменных, сохраня-
ющая пределы интегрирования, и имеющая вид

t̄ = t+ aξ(x, y)
g(t) − g(c)

g(x) − g(c)

g′(x)

g′(t)
.

Можно показать, что инфинитезимальное пре-
образование дробной производной (6) имеет вид

(
cD

α
g(x̄)ȳ

)
=
(

cD
α
g(x)y

)
+ aζα,

где

ζα = cD
α
g(x)(η − ξy′) + ξg′(x)cD

α+1
g(x)y. (10)

При g(x) = x (10) переходит в полученную ра-
нее [6] формулу продолжения для производной ти-
па Римана–Лиувилля, а при целых α совпадает с
известными классическими формулами продолже-
ния на производные целых порядков [10].

Замечание 1. В отличие от производных це-
лого порядка, раскрывать скобки в правой части
(10) в общем случае нельзя, поскольку дробная про-
изводная от отдельных слагаемых η и ξy′ может не
существовать.

Замечание 2. Формула продолжения (10) мо-
жет использоваться и при построении нелокальных
симметрий.

Проиллюстрируем замечание 2 простым при-
мером. Рассмотрим уравнение

0D
α+1
x y = 0, α ∈ (0, 1), (11)

которое имеет известное общее решение y =
xα−1(c1x+ c2). По определению дробной производ-
ной, уравнение (11) может быть записано в виде

d2

dx2 0I
1−α
x y = 0,

где

(
0I

1−α
x y

)
(x) =

1

Γ(1 − α)

∫ x

0

y(t)

(x− t)α
dt

— левосторонний интеграл дробного порядка 1−α.
После нелокальной замены z = 0I

1−α
x y урав-

нение (11) запишется в виде z′′ = 0, которое до-
пускает восьми-параметрическую группу. Обращая
нелокальную замену, находим y = 0D

1−α
x z. Исполь-

зуя формулу продолжения (10) и формулу Лейбни-
ца для дробного дифференцирования произведения
двух функций

0D
α
x (fg) =

∞∑

k=0

(
α

k

)
0D

α−k
x f Dkg,

можно построить продолжение группы уравнения
z′′ = 0 на дробную производную 0D

1−α
x z. При

этом необходимо учитывать, что поскольку z(0)
существует, то существует и дробная производная

0D
1−α
x z′. Имеем

X̃1 =
∂

∂x
+
z(0)xα−2

Γ(α− 1)

∂

∂z(1−α)
,

X̃2 =
∂

∂z
+
xα−1

Γ(α)

∂

∂z(1−α)
,

X̃3 = x
∂

∂x
+ (α− 1)z(1−α) ∂

∂z(1−α)
,

X̃4 = z
∂

∂x
+
z(0)zxα−2

Γ(α− 1)

∂

∂z(1−α)
,

X̃5 = x
∂

∂z
+

xα

Γ(α+ 1)

∂

∂z(1−α)
,
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X̃6 = z
∂

∂z
+ z(1−α) ∂

∂z(1−α)
,

X̃7 = x2 ∂

∂x
+ xz

∂

∂z
+
[
(2α− 1)xz(1−α) +

+(1 − α2)z(−α)
] ∂

∂z(1−α)
,

X̃8 = xz
∂

∂x
+ z2 ∂

∂z
+
[
(αz′ − 1)z(1−α)+

+(1 − α2)z′z(−α) + αz
] ∂

∂z(1−α)
,

где z(1−α) ≡ 0D
1−α
x z. Отсюда, после соответствую-

щей замены переменных, находим симметрии урав-
нения (11):

X1 =
∂

∂x
+
y(α−1)(0)xα−2

Γ(α− 1)

∂

∂y
,

X2 = xα−1 ∂

∂y
,

X3 = x
∂

∂x
+ (α− 1)y

∂

∂y
,

X4 = y(α−1) ∂

∂x
+
y(α−1)(0)y(α−1)xα−2

Γ(α− 1)

∂

∂y
,

X5 = xα ∂

∂y
,

X6 = y
∂

∂y
,

X7 = x2 ∂

∂x
+ [(2α− 1)xy + (1 − α2)Iy]

∂

∂y
,

X8 = xy(α−1) ∂

∂x
+ [αyy(α−1)−

−(1 − α)xyy(α) + (1 − α2)y(α)Iy]
∂

∂y
.

(12)

Здесь y(α−1) ≡ 0I
1−α
x y, Iy ≡ 0Ixy.

Симметрии X2, X3, X5, X6 являются локаль-
ными, остальные симметрии являются нелокальны-
ми. Отметим, что входящее в операторы X1 и X4

начальное значение y(α−1)(0) является естествен-
ным начальным условием при постановке задачи
Коши для дробно-дифференциальных уравнений.

Ранее, в работе [6], из принципа инвариантно-
сти для уравнения (11) было получено пять локаль-
ных симметрий, включая оператор проектирования

X9 = x2 ∂

∂x
+ αxy

∂

∂y
.

Данный оператор не может быть получен из (12),
но наиболее близким к нему является X7, получен-
ный из оператора проектирования для уравнения
z′′ = 0. Нетрудно проверить, что нелокальный опе-
ратор

X10 ≡ X7 −X9 = [(α − 1)xy + (1 − α2)Iy]
∂

∂y

допускается уравнением (11). При этом в предель-
ном случае α = 1 оператор X10 обращается в нуль,
т.е. X7 совпадает с X9.

4. Преобразования эквивалентности

Как и в случае уравнений с производными це-
лых порядков, уравнения с производными дробных
порядков могут содержать функциональные пара-
метры, конкретный вид которых неизвестен — так
называемые, произвольные элементы. Тем не ме-
нее, понятия произвольного элемента и преобразо-
вания эквивалентности для таких уравнений могут
быть расширены за счет того, что в качестве произ-
вольного элемента могут рассматриваться не толь-
ко элементы структуры уравнения, но и элементы
структуры самих операторов дробного дифферен-
цирования, входящих в уравнение.

Если произвольный элемент не является эле-
ментом структуры операторов дробного диффе-
ренцирования, то преобразования эквивалентности,
соответствующие этому элементу, будем называть
классическими или преобразованиями эквивалент-
ности 1-го рода.

Методика построения преобразований эквива-
лентности 1-го рода неразрывно связана с задачей
групповой классификации уравнения. В качестве
примера рассмотрим задачу групповой классифи-
кации для диффузионно-волнового уравнения:

0D
α+1
t u = (f(u)ux)x , 0 < α < 1. (13)

В данном случае группа преобразований эк-
вивалентности ищется в классе уравнений, в ко-
торых произвольный элемент f является функци-
ей только u. Поэтому преобразования эквивалент-
ности должны допускаться системой, включающей
уравнение (13) и уравнения

fx = 0, ft = 0.

Решая соответствующие определяющие урав-
нения, получаем, что преобразование произвольно-
го элемента имеет вид

f̄(u) = c1f(c2u+ c3),

где c1, c2, c3 — произвольные постоянные.

Результат групповой классификации формули-
руется следующим образом.

Для произвольной функции f(u) алгебра Ли
оказывается двумерной и ее базис составляют опе-
раторы

X1 =
∂

∂x
, X2 =

2t

α+ 1

∂

∂x
+ x

∂

∂x
.
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Данная алгебра допускает расширение в случае
f(u) = uβ с произвольным β:

X3 =
β

2
x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

а также при следующих частных значениях пара-
метра:

β = −4

3
X4 = x2 ∂

∂x
− 3xu

∂

∂u
;

β = −2(1 + α−1) X4 = t2
∂

∂t
− αtu

∂

∂u
;

β = 0 X∞ = h(t, x)
∂

∂u
,

где h(x, t) — произвольное решение уравнения (13)
с f(u) = 1.

Таким образом, преобразования эквивалентно-
сти 1-го рода для уравнений дробного порядка яв-
ляются прямым обобщением классических преобра-
зований эквивалентности на уравнения этого типа.

Существенно больший интерес как с теорети-
ческой, так и с практической точек зрения пред-
ставляют случаи, когда в качестве произвольного
элемента выступает некоторый элемент оператора
дробного дифференцирования. В результате такого
преобразования при сохранении общей структуры
уравнения происходит преобразование типа опера-
тора дробного дифференцирования, как это было
показано в разделе 2. Такие преобразования будем
называть преобразованиями эквивалентности 2-го
рода.

Например, для уравнения

cD
α
x y = f(y)

преобразования (7) и (8) являются преобразовани-
ями эквивалентности 2-го рода.

Отметим, что преобразование самого общего
вида x̄ = ϕ(x, y, a), ȳ = ψ(x, y, a) могут оказаться
допустимыми, если считать функцию g в опреде-
лении (6) функцией g(x, y(x)). Такое преобразова-
ние эквивалентности должно будет сохранять толь-
ко алгебраическую структуру уравнения, образую-
щуюся при рассмотрении всех производных дроб-
ного порядка в качестве произвольных элементов.
Поэтому на практике класс преобразований эквива-
лентности 2-го рода всегда должен быть ограничен
и оговорен.

5. Построение решений с помощью
метода инвариантных подпро-
странств

Метод инвариантных подпространств, разви-
тый в работах В.А. Галактионова и С.Р. Свирщев-
ского (см. [9] и приведенные там источники), поз-
воляет построить решения нелинейных уравнений

эволюционного типа:

Dut = F [u], (14)

где F [u] ≡ F (u, ux, uxx, ...) — нелинейный диффе-
ренциальный оператор. Решения при этом ищутся
в виде линейной комбинации некоторых базисных
функций

u(x, t) =

n∑

i=1

ui(t)fi(x). (15)

Согласно [9], линейное подпространство

Wn = 〈f1(x), . . . . . . fn(x)〉 (16)

является инвариантным относительно оператора
F [u], если F [y] ∈ Wn для y ∈ Wn, т.е.

F [C1f1 + . . .+ Cnfn] =

n∑

i=1

Φi(C1, . . . , Cn)fi.

Инвариантные подпространства и их свойства
для большого числа конкретных функций F [u] при-
ведены в [9].

Если задано некоторое инвариантное подпро-
странство (16) уравнения (14), то все частные ре-
шения вида (15) удовлетворяют системе обыкновен-
ных уравнений





Du1(t) = Φ1(u1, . . . , un),

. . .

Dun(t) = Φn(u1, . . . , un).

(17)

Как правило, для систем вида (17) методы
группового анализа не дают конструктивных алго-
ритмов для построения их решений. Вместе с тем,
обобщение метода на дифференциальные уравне-
ния дробного порядка вида

Dα
t ut = F [u]

приводит к системам вида (17) с дробной произ-
водной в левой части уравнений. Такие системы,
в отличие от систем с производными первого по-
рядка, при принятых ограничениях имеют допус-
каемые алгебры Ли конечной размерности (в силу
ограниченности класса преобразований, сохраняю-
щего форму оператора дробного дифференцирова-
ния), которые могут быть использованы для по-
строения их решений.

В качестве простого примера рассмотрим урав-
нение

Dα
t u = uux. (18)

Оператор F [u] = uux имеет инвариантное подпро-
странство {1, x} и его решение имеет вид

u = C1(t) + xC2(t).
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Здесь C1, C2 должны удовлетворять системе

{
DαC1 = C1C2,

DαC2 = C2
2 ,

которая допускает три оператора

X1 = t
∂

∂t
− αC2

∂

∂C2
, X2 = C1

∂

∂C1
, X3 = C2

∂

∂C1
.

Используя операторы X1, X2, получаем

C1(t) = ct−α, C2(t) = t−αΓ(1 − α)/Γ(1 − 2α),

и

u = ct−α + xt−αΓ(1 − α)/Γ(1 − 2α).

Уравнение аномальной диффузии с коэффици-
ентом k(u) = u и правой частью

F [u] =
∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)

имеет ровно два различных 2-мерных инвариант-
ных подпространства, которые дают следующее ре-
шение:

u = C1(t)f1(x) + C2(t)f2(x) :

1. f1(x) = 1, f2(x) = x2 :

F [C1 + C2x
2] = 6C2

2x
2 + 2C1C2;

2. f1(x) =
√
x, f2(x) = x2 :

F [C1

√
x+ C2x

2] = 6C2
2x

2 +
15

4
C1C2

√
x.

1. f1(x) = 1, f2(x) = x2: система

{
DαC1 = 2C1C2,

DαC2 = 6C2
2

допускает два оператора:

X1 = t
∂

∂t
− αC2

∂

∂C2
, X2 = C1

∂

∂C1
,

которые приводят к решению

C1 = ctβ, C2 = kt−α,

где

k =
Γ(1 − α)

6Γ(1 − 2α)
, β :

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 − α)
=
k

3
.

2. f1(x) =
√
x, f2(x) = x2: система



DαC1 =

15

4
C1C2,

DαC2 = 6C2
2

допускает два оператора

X1 = t
∂

∂t
− αC2

∂

∂C2
, X2 = C1

∂

∂C1
,

которые дают решение

C1 = ctβ , C2 = kt−α,

где

k =
Γ(1 − α)

6Γ(1 − 2α)
, β :

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 − α)
=

5k

8
.
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