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Аннотация. В рамках механики многофазных систем рассматривается
математическая модель начального этапа роста раковой опухоли в лим-
фатическом узле, состоящей из двух видов клеток. Учитываются адгезив-
ное межклеточное взаимодействие и распределение питательных веществ
(кислорода). Для сферически-симметричного случая численно получены
распределения параметров роста опухоли и выявлены некоторые особен-
ности её развития на начальном этапе.

1. Введение

Одной из основных проблем современной медицины являет-
ся диагностика и лечение онкологических заболеваний. Самым
распространенным осложнением при этих заболеваниях являет-
ся развитие метастаз (вторичных раковых опухолей) в лимфа-
тических узлах.

Исследования в этой области проводятся не только с помо-
щью клинических экспериментов in vitro, но также и посред-
ством математического моделирования. Математические модели
позволяют прогнозировать эволюцию раковой опухоли при раз-
личных внешних факторах и терапевтических воздействиях.

Анализ морфологической стабильности злокачественного но-
вообразования необходим для контроля его развития и распро-
странения в окружающие ткани. На морфологию растущей опу-
холи влияют многие факторы, такие как: межклеточная адгезия,
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Рис. 1. Схематическое изображение лимфатического узла: 1. Лим-
фатический узел. 2. Приносящие лимфатические сосуды. 3.
Выносящий лимфатический сосуд. 4. Жизнеспособные ра-
ковые клетки. 5. Мертвые клетки раковой опухоли (некро-
тическое ядро). 6. Поступление питательных веществ из
кровеносных капилляров окружающих тканей. 7. Трабеку-
лы лимфатического узла

взаимодействие между клетками и межклеточным матриксом,
клеточная подвижность, распределение питательных веществ,
состояние иммунной системы и возраст больного и т.д. Многие
из этих факторов также можно учитывать в моделях.

В данной работе изучение особенностей начального этапа ро-
ста опухоли (без образования новых кровеносных сосудов) прово-
дится в рамках механики многофазных систем [1]. Рассматривае-
мая модель позволяет описать эволюцию опухоли в зависимости
от межклеточной адгезии и уровня питательных веществ.

2. Постановка задачи

Лимфатический узел, имеющий сложную структуру, схема-
тически изображен на рис. 1.
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Пусть лимфатический узел является недеформируемой пори-
стой средой, насыщенной лимфой. Лимфу представим как дис-
персную систему, в которой дисперсионной фазой является плаз-
ма крови (жидкая фаза) с объемной концентрацией αP , а дис-
персные фазы — клетки раковой опухоли. Будем считать, что
клетки опухоли могут быть жизнеспособными (viable) или мерт-
выми (dead), с объемными концентрациями αV , αD соответствен-
но. Заметим, что выполняется условие αV +αD +αP = 1 и плот-
ности фаз постоянны.

В модели учитывается поступление питательных веществ
(кислорода) через стенки кровеносных капилляров из окружаю-
щей ткани в область лимфатического узла. Наличие определен-
ного уровня кислорода является необходимым условием деления
клеток. Концентрацию питательного субстрата обозначим n.

Все происходящие процессы изотермические. Взаимодей-
ствие с иммунной системой на данном этапе моделирования не
учитывается.

3. Математическая модель

Уравнения конвекции–диффузии для объемных концентра-
ций фаз записываются в следующем безразмерном виде:

∂αV

∂t
+∇(αV ~uc) = −∇ ~JV + SV , (1)

∂αD

∂t
+∇(αD~uc) = −∇ ~JD + SD, (2)

∂αP

∂t
+∇(αP~up) = (∇ ~JV +∇ ~JD) + SP , (3)

где ~uc — скорость клеточных фаз системы; ~up — скорость жидкой
фазы; ~JV и ~JD — диффузионные потоки отражающие механиче-
ское взаимодействие (адгезия) между видами клеток опухоли [2]:

~JV = −MαV ∇µ, ~JD = −MαD∇µ, (4)
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где M — коэффициент подвижности клеток.
В данной модели считается, что нет различия между адгезив-

ными свойствами мертвых и жизнеспособных клеток опухоли.
Для описания адгезивного взаимодействия используется хими-
ческий потенциал µ, выражаемый через вариационную произ-
водную свободной энергии Гельмгольца:

µ =
δE

δαV
=

δE

δαD
= f ′(αT )− ε2∇2αT , (5)

где f(αT ) =
1

4
α2
T (1− αT )

2, αT = αV + αD.

Клеточная адгезия позволяет контролировать простран-
ственное расширение опухоли, то есть сформировать и поддер-
живать физически и биологически реалистичной границу раз-
дела между областями здоровых и опухолевых клеток. Впервые
такое выражение для адгезии встречается в работе [3].

В рассматриваемой задаче источниковые члены отражают
фазовые переходы. Пусть гибель жизнеспособных клеток связа-
на с локальной концентрацией питательного субстрата n, то есть
переход происходит, когда концентрация падает ниже определен-
ного значения nN . Также предполагаем, что клетки полностью
состоят из жидкости. Интенсивность деления клеток пропорци-
ональна уровню питательных веществ, и при образовании новых
клеток соответствующее количество жидкости полностью пере-
ходит в клеточную массу. И наоборот, при растворении мертвых
клеток клеточная масса полностью переходит в жидкость. Соот-
ветственно источниковые члены имеют вид:

SV = λMnαV − λAαV − λNH(nN − n)αV , (6)

SD = λAαV + λNH(nN − n)αV − λLαD, (7)

SP = −λMnαV + λLαL, (8)

где λM , λN , λA и λL — интенсивности деления живых клеток
(mitosis), гибели живых клеток из-за недостатка питательных
веществ (necrosis), гибели живых клеток по другим причинам
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(apoptosis), растворения мертвых клеток (lysing), соответствен-
но; H — функция Хевисайда.

Скорость клеточных фаз описывается обобщенным законом
Дарси

~uc = −k(∇pc − µ∇(αV + αD)) (9)

где k — коэффициент фильтрации; pc — давление клеточной фа-
зы. Уравнение для скорости жидкой фазы имеет следующий вид:

~up = −k∇pp (10)

Используя уравнение неразрывности, запишем уравнение для
давления:

−∇(k∇pc) = ST −∇(µ∇(αV + αD)), (11)

где ST = SV + SD.
Изменение концентрации питательных веществ описывается

следующим уравнением:

∂n

∂t
+∇(n~uc) = ∇(Dn∇n) + SC − SU , (12)

где Dn — коэффициент диффузии питательных веществ; SC —
поступление питательных веществ из капилляров; SU = nαV —
потребление кислорода живыми клетками.

В начальный момент времени во всей области лимфатическо-
го узла ~uc = 0, n = n∞. В области опухоли αV = 1, а в остальной
области αP = 1.

На границе лимфатического узла выполняются следующие
условия:

∇αV ~n = ∇αD~n = ∇p~n = 0, n = n∞, (13)

где ~n — единичная нормаль.

4. Результаты численного моделирования

Запишем общие уравнения математической модели, пред-
ставленной в предыдущем пункте, в сферически-симметричном
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случае. Для концентраций опухолевых клеток получим следую-
щие уравнения типа Кана–Хилларда [4]:

∂αT

∂t
+

1

r2
∂αTuc
∂r

=
1

r2
∂

∂r
(r2MαT

∂µ

∂r
) + ST , (14)

∂αD

∂t
+

1

r2
∂αDuc
∂r

=
1

r2
∂

∂r
(r2MαD

∂µ

∂r
) + SD. (15)

Уравнения для скорости клеток и для концентрации питатель-
ных веществ примут вид:

1

r2
∂r2uc
∂r

= ST , (16)

1

r2
∂

∂r
(r2

∂n

∂r
) = n(αT − αD). (17)

Для численного решения применялся метод контрольного объе-
ма, подробно описанный в [5]. На рис. 2–5 приведены распреде-
ления параметров при росте сферически-симметричной опухоли.

В начальный момент времени (рис. 2) имеем некоторое ко-
личество живых опухолевых клеток, которые потребляют пи-
тательные вещества, поступающие из кровеносных капилляров
окружающей ткани в область лимфатического узла. Клетки раз-
множаются, мертвые клетки ещё не возникают.

С течением времени опухоль растет, концентрация питатель-
ных веществ в центре опухоли падает до критического значения
nN . Живые клетки начинают умирать, образуется некротиче-
ское ядро (рис. 3), таким образом, в центре опухоли растет кон-
центрация αD.

Далее уровень питательных веществ выравнивается от цен-
тра опухоли по значению n = nN (рис. 4), что соответствует кли-
ническим данным. Некротическое ядро продолжает развивать-
ся, мертвые клетки со временем растворяются, образовавшаяся
жидкость выходит из опухоли, живые клетки перемещаются в
освободившееся пространство (этим объясняется отрицательная
клеточная скорость (рис. 4, 5)).
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Рис. 2. Распределение параметров при росте сферически-
симметричной опухоли. t = 0
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Рис. 3. Распределение параметров при росте сферически-
симметричной опухоли. t = 5
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Рис. 4. Распределение параметров при росте сферически-
симметричной опухоли. t = 10
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Рис. 5. Распределение параметров при росте сферически-
симметричной опухоли. t = 50
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С течением времени опухоль достигает определенных разме-
ров и её пространственный рост далее не происходит (рис. 5).
Это связано с тем, что по мере роста опухолевой массы клетки
внутри опухоли отдаляются от источника питательных веществ
и, следовательно, опухоль достигает постоянного объема. Таким
образом, все процессы происходят только внутри опухоли, деле-
ние клеток компенсируется гибелью клеток из-за нехватки пита-
тельных веществ и растворением мертвых клеток. Дальнейший
ее рост возможен только после индукции ангиогенеза.

5. Заключение

Приведена математическая модель начального этапа роста
раковой опухоли в лимфатическом узле. Для сферически-сим-
метричной опухоли получены временные и пространственные за-
висимости концентраций клеток опухоли, распределение пита-
тельных веществ и скорости клеток. Показано, что на началь-
ном этапе развития (без образования новых кровеносных сосу-
дов) пространственный рост опухоли прекращается при дости-
жении определенного размера.
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