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1. Введение

Рассматриваются уравнения газовой динамики (УГД) со специальным
уравнением состояния (давление есть сумма степенной функции плот-
ности и функции от энтропии). В этом случае УГД допускают группу
преобразований, алгебра Ли которой имеет размерность 13. Оптималь-
ная система допускаемых подалгебр приведена в работе [1]. Трехмерных
подалгебр в оптимальной системе 57 штук. Для каждой из них можно
строить инвариантные (ИП) и дифференциально-инвариантные (ДИП)
подмодели. Способ построения ДИП описан в работе [2].

В настоящей работе рассматривается подалгебра 3.18, для которой
выражения для инвариантов не содержат функцию давления. В этом
случае, в работе доказаны теоремы о редукции ДИП к ИП.

ДИП строятся тогда, когда из инвариантов подалгебры нельзя опре-
делить все газодинамические функции. Частный случай ДИП есть ча-
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стично инвариантные подмодели [3].
Определение. Дифференциально-инвариантной подмоделью ранга

r + r1 называется представление уравнений газовой динамики как мно-
гообразия размерности r + r1 в пространстве независимых дифферен-
циальных инвариантов, проекция которого в пространство инвариантов
нулевого порядка имеет размерность r.

Для построения ДИП трехмерных подалгебр необходимо продолжить
операторы на производные первого порядка, вычислить базис дифферен-
циальных инвариантов (БДИ) и найти операторы инвариантного диффе-
ренцирования (ОИД). Тогда все остальные инварианты получаются дей-
ствием ОИД на БДИ. Для трехмерных подалгебр возможны ДИП пяти
рангов: 2 + 0,2 + 1, 2 + 2, 3 + 0, 3 + 1.

2. Представление уравнений газовой динами-

ки через инварианты подалгебры

Уравнения газовой динамики

ρ
d~u

dt
+∇p = 0,

dρ

dt
+ ρ÷ ~u = 0,

dS

dt
= 0 (1)

замыкаются уравнением состояния для сжимаемой жидкости [4]

p = Bργ + F (S).

Здесь ~u— вектор скорости; ρ— плотность; p— давление; F (S) — функция
энтропии;B, γ — постоянные,Bγ > 0, γ 6= 0, 1; d/dt = ∂t+~u·∇ — оператор
полного дифференцирования. Скорость звука определяется по формуле
c2 = Bγργ−1.

Для подалгебры 3.18 базис операторов в декартовой системе коорди-
нат имеет вид [1]:

X10 = ∂t, X1 +X12 = ∂x + t∂t − ~u∂~u − (γ̄ − 2)ρ∂ρ − γ̄p∂p, X13 = ∂p,

где γ̄ = 2γ(γ − 1)−1.
Базис дифференциальных инвариантов имеет вид:

y, z, ~u0 = ~u exp(x), ρ0 = ρ exp((γ̄ − 2)x),

p0 = pt exp((γ̄ + 1)x), p1 = px exp(γ̄x),

p2 = py exp(γ̄x), p3 = pz exp(γ̄x).

(2)

Операторы инвариантного дифференцирования есть :

Y0 = exp(x)Dt, Y1 = Dx, Y2 = Dy, Y3 = Dz. (3)
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ОИД (3) образуют алгебру с коммутаторами:

[Y0, Y1] = −Y0,
[Y0, Y2] = [Y0, Y3] = [Y1, Y2] = [Y1, Y3] = [Y2, Y3] = 0.

(4)

С помощью инвариантов (2) и ОИД (3) УГД (1) записываются в виде:

Y0u0 + u0Y1u0 + v0Y2u0 + w0Y3u0 = u20 − p1ρ
−1
0 ,

Y0v0 + u0Y1v0 + v0Y2v0 + w0Y3v0 = u0v0 − p2ρ
−1
0 ,

Y0w0 + u0Y1w0 + v0Y2w0 + w0Y3w0 = u0w0 − p3ρ
−1
0 ,

Y0ρ0 + u0Y1ρ0 + v0Y2ρ0 + w0Y3ρ0 + ρ0(k − (γ̄ − 1)u0) = 0,

p0 + u0p1 + v0p2 + w0p3 +Bγργ0(k − u0) = 0,

(5)

где k = Y1u0 + Y2v0 + Y3w0.
Такое представление удобно для построения ДИП.

3. Дифференциально-инвариантная

подмодель ранга 2 + 0

ДИП ранга 2 + 0 имеет представление решения

~u = ~u0(y, z) exp(−x), ρ = ρ0(y, z) exp((2 − γ̄)x),

pt = p0(y, z) exp(−(γ̄ + 1)x), px = p1(y, z) exp(−γ̄x),
py = p2(y, z) exp(−γ̄x), pz = p3(y, z) exp(−γ̄x).

(6)

Общее решение уравнений (6) имеет вид:

p = exp(−γ̄x)ϕ(y, z) + P0t exp(−(γ̄ + 1)x) + P1, P0(γ̄ + 1) = 0,

где P0, P1 — постоянные; ϕ(y, z) — произвольная функция.
Утверждение 1. ДИП ранга 2 + 0 совпадает с ИП на подалгебре,

порожденной операторами

< X10 + P0X13, X1 +X12 + γ̄P1X13 >, P0(γ̄ + 1) = 0. (7)

Таким образом ~u0, ρ0, ϕ являются инвариантами указанной подалгеб-
ры.

УГД (5) примут вид:

Du0 = u20 + γ̄ϕρ−1
0 , Dv0 + ϕyρ

−1
0 = u0v0,

Dw0 + ϕzρ
−1
0 = u0w0, Dρ0 + ρ0(v0y + w0z) = (γ̄ − 1)u0ρ0,

Dϕ+Bγργ0(v0y + w0z) = u0(Bγρ
γ
0 + γ̄ϕ)− P0, P0(γ̄ + 1) = 0,

(8)
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где D = v0∂y + w0∂z ; c
2
0 = Bγργ−1

0 — инвариантная скорость звука.
Система (8) есть подмодель стационарного типа [5]. В системе (8)

объединены две инвариантные подмодели для подалгебры вида (7) с P0 =
0 и для подалгебры с γ̄ = −1, P0 6= 0 из разных оптимальных систем.

4. Дифференциально-инвариантная

подмодель ранга 3 + 0

Представление решения для ДИП ранга 3+0 записывается в виде:

~u = ~u0(y, z, α) exp(−x), ρ = ρ0(y, z, α) exp((2 − γ̄)x),

pt = p0(y, z, α) exp(−(γ̄ + 1)x), px = p1(y, z, α) exp(−γ̄x),
py = p2(y, z, α) exp(−γ̄x), pz = p3(y, z, α) exp(−γ̄x)

(9)

где α — инвариант, составленный из независимых инвариантов базиса.
Введем новые функции — инварианты αi, i = 0, 1, 2, 3 по правилу

αi(y, z, α) = Yiα. (10)

С помощью коммутаторов (4) запишем условия совместности для α:

α1αα0 − α0αα1 = −α0, α2αα1 − α1αα2 − α1y = 0,

α3αα0 − α0αα3 − α0z = 0, α2αα0 − α0αα2 − α0y = 0,

α3αα1 − α1αα3 − α1z = 0, α3αα2 − α2αα3 − α2z + α3y = 0.

(11)

Условия совместности для функции p, удовлетворяющей систе-
ме (9), имеют вид:

p1αα0 − p0αα1 = −(γ̄ + 1)p0, p2αα1 − p1αα2 − p1y = γ̄p2,

p3αα0 − p0αα3 − p0z = 0, p2αα0 − p0αα2 − p0y = 0,

vp3αα1 − p1αα3 − p1z = γ̄p3, p3αα2 − p2αα3 − p2z + p3y = 0.

(12)

Из условий совместности (11) и (12) находим общее решение

α1 = ψ−1
α , α2 = −ψyψ

−1
α , α3 = −ψzψ

−1
α , α0 = exp(ψ)ψ−1

α , (13)

p1 = χαψ
−1
α − γ̄χ, p2 = χy − ψyχαψ

−1
α ,

p3 = χz − ψzχαψ
−1
α , p0 = χα exp(ψ)ψ−1

α ,
(14)

где ψ и χ — функции от переменных y, z, α.
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Интегрируя представления (9) и (10), в силу (13) и (14) получим:

ψ(y, z, α) = x− ln(−t), t < 0, p(y, z, α) = exp(−γ̄x)χ(y, z, α). (15)

УГД (5) примут вид:

Du0 +mu0α + χαψ
−1
α ρ−1

0 = u20 + γ̄χρ−1
0 ,

Dv0 +mv0α − ψyχαψ
−1
α ρ−1

0 = u0v0 − χyρ
−1
0 ,

Dw0 +mw0α − ψzχαψ
−1
α ρ−1

0 = u0w0 − χzρ
−1
0 ,

Dρ0 +mρ0α + ρ0(v0y + w0z + k) = (γ̄ − 1)u0ρ0,

Dχ+mχα − γ̄u0χ+Bγργ0(v0y + w0z − u0 + k) = 0,

P0(γ̄ + 1) = 0,

где D = v0∂y + w0∂z, m = (exp(ψ) + u0 − Dψ)ψ−1
α , k = (u0α − ψyv0α−

−ψzw0α)ψ
−1
α .

Утверждение 2. Выражения y, z, x − ln(−t), t < 0 являются инва-
риантами подалгебы X1 +X12 из алгебры L13.

Утверждение 3. ДИП ранга 3+0 редуцируется к ИП на подалгебре
X1 +X12.

Утверждение 3 доказывается введением новой переменной β =
ψ(y, z, α).

5. Редукция подмодели ранга 2 + 1

Представление решения ДИП ранга 2 + 1 имеет вид:

~u = ~u0(y, z) exp(−x), ρ = ρ0(y, z) exp((2 − γ̄)x),

pt = p0(y, z, α) exp(−(γ̄ + 1)x), px = p1(y, z, α) exp(−γ̄x),
py = p2(y, z, α) exp(−γ̄x), pz = p3(y, z, α) exp(−γ̄x),

(16)

где α — независимый инвариант базиса.
Введем новые функции по правилу (10). Действуя коммутаторами (4)

на α, получим условия совместности (11). Общее решение переопределен-
ной системы (11) имеет вид (13). Подействовав коммутаторами (4) на p,
в силу (16), находим условия совместности (12). Общее решение систе-
мы (12) имеет вид (14). Интегрируя представления (16) и (10), в силу (13)
и (14) получим решение (15).
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УГД (5) примут вид:

Du0 + χαψ
−1
α ρ−1

0 = u20 + γ̄χρ−1
0 ,

Dv0 − ψyχαψ
−1
α ρ−1

0 = u0v0 − χyρ
−1
0 ,

Dw0 − ψzχαψ
−1
α ρ−1

0 = u0w0 − χzρ
−1
0 ,

Dρ0 + ρ0(v0y + w0z) = (γ̄ − 1)u0ρ0,

Dχ− γ̄u0χ+ (exp(ψ) + u0 −Dψ)χαψ
−1
α +

+Bγργ0(v0y + w0z − u0) = 0, P0(γ̄ + 1) = 0,

где D = v0∂y + w0∂z .
Утверждение 4. ДИП ранга 2 + 1 редуцируется к ДИП 2+0.
Утверждение доказывается методом разделения переменных.

6. Редукция подмодели ранга 2 + 2

Представление решения для ДИП ранга 2+2 совпадает с представлением
для частично инвариантного решения ранга 2 дефекта 1 [3]:

~u = ~u0(y, z) exp(−x), ρ = ρ0(y, z) exp((2− γ̄)x), p = p(t, x, y, z).

УГД (5) примут вид:

Du0 − u20 + px exp(γ̄x)ρ
−1
0 = 0,

Dv0 − u0v0 + py exp(γ̄x)ρ
−1
0 = 0,

Dw0 − u0w0 + pz exp(γ̄x)ρ
−1
0 = 0,

Dρ0 + ρ0(v0y + w0z) = (γ̄ − 1)u0ρ0,

pt exp((γ̄ + 1)x) + u0px exp(γ̄x) + v0py exp(γ̄x)+

w0pz exp(γ̄x) +Bγργ0(v0y + w0z − u0) = 0,

где D = v0∂y + w0∂z .
Утверждение 5. ДИП ранга 2+ 2 редуцируется к ДИП ранга 2+ 0.
Утверждение доказывается исследованием на совместность pt, px, py,

pz.

7. Заключение

В работе доказана редукция ДИП рангов 2+0, 2+1, 2+2, 3+0. ДИП ранга
3 + 1 совпадает с частично-инвариантным решением ранга 3 дефекта 2.
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Условие теоремы о редукции [3] не выполнены. Редукция для ДИП ранга
3 + 1 не доказана.
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