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Аннотация. Рассматриваются уравнения газовой динамики с произволь-
ным уравнением состояния, решения которых разыскивались в виде линей-
ного поля скоростей. В результате получены подмодели движения газа с
линейным полем скоростей и найдены новые виды уравнений состояния.
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1. Введение

Движения газа, у которого скорости частиц являются линейными функ-
циями декартовых координат точки, изучались во многих научных ра-
ботах. В статье Л. В. Овсянникова [1] впервые было показано, что для
политропного газа система уравнений газовой динамики сводится к си-
стеме девяти обыкновенных дифференциальных уравнений второго по-
рядка. В работе В. К. Андреева [2] рассматриваются уравнения газовой
динамики в лагранжевых переменных с учетом сил тяжести. О. И. Бого-
явленским в книге [3] доказаны некоторые свойства динамики газового
эллипсоида с линейным полем скоростей. В настоящей работе, в отличии
от вышеперечисленных, решались уравнения газовой динамики в эйле-
ровых переменных, причем с произвольным уравнением состояния.
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2. Постановка задачи

Рассматриваются уравнения идеальной газовой динамики (УГД)

D~u+ ρ−1∇p = 0, Dρ+ ρ∇ · ~u = 0, Dp+ ρa2∇ · ~u = 0, (1)

с произвольным уравнением состояния p = f(ρ, S), где p = p(t, ~x) —
функция давления; ρ = ρ(t, ~x) — функция плотности; ~u = ~u(t, ~x) — вектор
скорости; a2 = fρ — скорость звука; D = ∂t + ~u · ∇ — оператор полного
дифференцирования. Решение УГД будем искать в виде линейного поля
скоростей в эйлеровых переменных

~u = A(t)~x+ ~u0(t), (2)

где A(t) и ~u0(t) — матрица и вектор, координаты которых зависят от вре-
мени. После подстановки представления скорости (2) в УГД (1) получим
уравнения совместности для функции давления p (t, ~x) [4]:

∇ρ⊗ ~c+ ρBT = ρB + ~c⊗∇ρ, (3)

((A~x+ ~u0) · ∇ρ+ ρ trA)~c− ρ~c′ −∇ρ (A~x+ ~u0) · ~c =

= ρAT~c+ ρBT (A~x+ ~u0)− trA
((
ρa2
)
ρ
∇ρ− ρ2

(
a2
)
p
~c
)
,

(4)

где ~c = B~x+ ~u′0 +A~u0; B = A′ +A2; ⊗ — тензорное произведение; trA —
след матрицы A.

Расписывая (3) покоординатно и составляя линейную комбинацию с
вектором ~c, получим линейное равенство ~c · ~y = 0, в котором вектор
~y = (b23−b32, b31−b13, b12−b21), bij — элементы матрицы B. В равенстве ~c·
~y = 0 переменная ~x свободная (коэффициенты не зависят от ~x), поэтому,
приравнивая нулю коэффициенты при ~x, получим матричное равенство

BT ~y = 0. (5)

В [5] был рассмотрен случай, когда detB 6= 0. В данной статье будет
разобран случай, когда ранг матрицы B равен 1: r (B) = 1.

3. Подмодели в случае r(B) = 1

Из условия r(B) = 1 следует, что

~bi = ai(t)~b, a21 + a22 + a23 = 1, (6)

где ai(t) — произвольная функция; ~b(t) 6= 0 — произвольный вектор;
~bi(t) — вектор, являющийся i-ой строкой матрицы B. Тогда матрицу B
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можно записать в виде B = ~a ⊗~b. С таким представлением матрицы B
уравнение (5) тождественно выполняется.

В равенстве ~c·~y = 0 слагаемые, не содержащие ~x, образуют смешанное
произведение векторов ~a, ~b и ~u′0+A~u0, которое равно нулю. Следователь-
но эти вектора линейно зависимы [6]

~u′0 +A~u0 = α (t)~a+ β (t)~b,

где α (t) и β (t) — произвольные функции. Таким образом, из уравнения
~c · ~y = 0 следует равенство

~c =
(
~a⊗~b

)
~x+ α~a+ β~b, (7)

где ~a2 = 1.
От уравнений совместности (3) остается два уравнения с частными

производными первого порядка для функции ρ, которые находятся в ин-
волюции. Решая их методом характеристик, находим функцию ρ:

ρ = F (t, I)
(
~b · ~x+ α

)−1

, (8)

где I =
(
~b · ~x+ α

)β
exp (~a · ~x).

Найденное представление решения (8) подставим в линейное уравне-
ние для плотности из УГД (1). После замен

ln
∣∣∣~b · ~x+ α

∣∣∣ = β−1 (ln I − ~a · ~x) при β 6= 0,

~a · ~x = l, ~b · ~x = −α+ I
1
β e−

l
β ≡ J1, ~c1 · ~x = k,

(9)

где ~c1 = ~a′ − β′β−1~a + AT~a, l, k, I — новые независимые переменные,
получим уравнение

[
Ft + F trA + IFI

(
β′β−1 ln I + ~u0 · ~a

)]
I1/βe−l/β+

+FIkI
1+1/βe−l/β + (βIFI − F )

(
~b′ +AT~b

)
~x+

+(βIFI − F )
(
α′ +~b~u0

)
= 0.

(10)

Вектор ~x находим как решение системы (9) методом Крамера (при

∆ = (~a,~b,~c1) 6= 0) и подставляем в (10).
В уравнении (10) независимыми являются переменные l, k, I и t; не-

известные функции β, ~u0, ~a, ~b, A зависят от t, а функция F зависит от t
и I, то есть переменные k и l свободные. При этом переменная l входит
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в (10) нелинейно, а k — линейно, поэтому зануляем коэффициенты при
k:

(βIFI − F )
(
~b′ +AT~b,~a,~b

)
+
(
~c1,~a,~b

)
FII

1+1/βe−l/β = 0.

В последнем равенстве l свободная переменная, поэтому приравниваем
нулю коэффициент при exp

(
−β−1l

)
. Получим

F = F (t) , ~b′ +AT~b = α1~a+ β1~b, (11)

где α1 и β1 — произвольные функции от t.
С учетом уравнений (11) уравнение (10) примет вид:

(
F ′F−1 + trA

)
(J1 − α)−∆−1

(
α1~a+ β1~b

)
×

×
[
l~b× ~c1 − J1~a× ~c1

]
− α′ −~b · ~u0 = 0.

Переменная l свободная, поэтому, приравнивая нулю коэффициенты при
l, получим уравнения подмодели

α′ +~b · ~u0 = α
(
F ′F−1 + trA

)
, ~b′ +AT~b =

(
F ′F−1 + trA

)
~b, (12)

при этом плотность вычисляется по формуле

ρ = F (t)
(
~b · ~x+ α

)−1

. (13)

Равенства (12), (13) получены из (3).
В уравнение совместности (4) подставим (7), (12), (13) и умножим на

ρ
(
~b · ~x+ α

)
, получим уравнение

~a′F 2 + ~aF
[
F ′ + F trAρ

(
a2
)
p

]
+ F 2AT~a+

+~b
[
ρ (Fβ)′ + trAρ2

(
ρa2
)
ρ
+ trAβFρ2

(
a2
)
p

]
= 0,

(14)

где независимыми являются переменные t, p и ρ, а неизвестными функ-
циями — F , A, ~a, ~b, β и a2. Уравнение (14) решаем методом разделения
переменных, так как неизвестные функции зависят от разных перемен-
ных. В результате получается следующее утверждение.

Теорема 1 Разделение переменных в уравнении (14) приводит к сле-
дующим подмоделям:

1. Если trA 6= 0 и ~a⊗~b 6= 0, то подмодель вполне определена и состо-
ит из уравнений

A′ +A2 = ~a⊗~b,
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~u′0 +A~u0 = α~a+ β~b,

~b′ +AT~b = ~b
(
F ′F−1 + trA

)
,

α′ +~b · ~u0 = α
(
F ′F−1 + trA

)
,

~a′F 2 + ~aFF ′ + trA
(
~aγF 2 +~bγ2

)
+ F 2AT~a = 0, |~a| = 1,

функция β и уравнение состояния задается тремя возможными
видами формул:

1.1 β =
(
m exp

(
−γ
∫
trAdt

)
− γ1γ

−1
)
F−1,

p = h0ρ
γ − γ1γ

−1 ln ρ+ γ2 ((γ + 1)ρ)
−1 − γ1γ

−2 − γ3γ
−1;

1.2 β = −γ1F−1
∫
trAdt, p = 1

2γ1 (ln ρ)
2
+ γ3 ln ρ+ γ2ρ

−1 + h0;

1.3 β =
(
m exp

(∫
trAdt

)
+ γ1

)
F−1, p =

(
γ1 − γ2ρ

−1
)
ln ρ+h0ρ

−1+γ3−
γ1, где h0, m, γ, γ1, γ2, γ3 — постоянные.

Плотность и скорость вычисляются по формулам (13) и (2).

2. Если trA 6= 0 и ~a⊗~b = 0 (~a = n~b, n — постоянная), то подмодель
вполне определена и состоит из уравнений

A′ +A2 = n~b⊗~b,
~u′0 +A~u0 = (nα+ β)~b,

α′ +~b · ~u0 = α
(
F ′F−1 + trA

)
,

n
∣∣∣~b
∣∣∣ = 1,

где функция β(t) и уравнение состояния аналогичны случаям пунк-
та 1, но функция F (t) для соответствующих подслучаев имеет
вид

2.1 F 2 = −γ2n−1 (γ + 1)
−1

+ C1 exp
(
− (γ + 1)

∫
trAdt

)
,

2.2 F 2 = −γ2n−1 + C1 exp
(
−
∫
trAdt

)
,

2.3 F 2 = −γ2n−1
∫
trAdt+ C1, где C1 — постоянная.

Специфический подслучай:

2.4 β = β0, F = F0 — постоянные, имеет уравнение состояния, опре-
деленного из дифференциального уравнения

nF 2
0 + ρF0β = ρ2p′ (ln ρ+ ln p′ + k) .

3. Если trA = 0, то уравнения подмодели получаются из уравнений
пункта 1 подстановкой trA = 0, β(t) = kF−1 (k — постоянная),
при этом уравнение состояния произвольно.
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4. Заключение

В работе рассмотрены решения уравнений газовой динамики с линейным
полем скоростей, которое определяется матрицами ранга 1. В результа-
те подстановки представления решения в уравнения газовой динамики
получены подмодели из теоремы 1 для 4-х видов уравнения состояния.
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