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Устойчивость динамических
процессов, происходящих

при посадке спускаемых систем

С. С. Комаров, Н. И. Мискактин

Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа

Аннотация. Рассматривается динамика посадки спускаемых аэропневмо-
упругих систем, содержащих парашют, пневмооснование и объект. Иссле-
дуется движение пневмоупругих систем по площадке приземления. Выво-
дятся критерии устойчивости движения различных схем аэропневмоупругих
систем на заключительных фазах посадки.

Ключевые слова: пневмоупругость, посадка, спускаемый объект, колеба-
ния, воздушная подушка, критерии устойчивости

1. Введение

Приземление спускаемой системы по характеру движения можно разбить
на этапы, из которых достаточно хорошо изучены этапы парашютного
спуска и посадки. Вопросы дальнейшего движения системы по площад-
ке приземления, которые носят колебательный характер, до последнего
времени не рассматривались. Хотя экспериментальные сбросы натурных
пневмоупругих систем показали, что при определенном сочетании пара-
метров происходит уменьшение во времени амплитуды колебаний и по-
степенный выход спускаемого объекта на режим движения на воздушной
подушке с последующим гашением горизонтальной скорости.

В других случаях посадки амплитуда колебаний пневмоупругой си-
стемы будет увеличиваться и при ударном взаимодействии корпуса спус-
каемого объекта с экраном она может перевернуться. Поэтому поиск
сочетаний конструктивных параметров, обеспечивающих устойчивость
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Рис. 1. К оценке вертикальных колебаний объекта при движении рассмат-
риваемых пневмоупругих систем

движения спускаемой пневмоупругой системы по площадке приземле-
ния, представляет весьма актуальную задачу.

Исследование устойчивости колебаний пневмоупругой системы может
проводиться аналитическим способом и методами численного моделиро-
вания. Первый способ применим к упрощенным моделям, в результате
чего получаются достаточно простые выражения, удобные для примене-
ния. Эти выражения дают качественную информацию и для более слож-
ных моделей. Методы численного моделирования дают более точную ин-
формацию в виде чисел, графиков, зависимостей и так далее. Однако
большое число переменных величин и сложность полученных зависимо-
стей затрудняет анализ результатов и поиск лучших комбинаций. В связи
с этим представляет интерес одновременное развитие обоих подходов и
сравнение полученных результатов.

2. Математические модели посадки пневмоуп-

ругих систем

В начале статьи проводится аналитическое исследование области устой-
чивости для малых амплитуд колебаний и выполняется численная про-
верка области устойчивости при больших амплитудах колебаний различ-
ных пневмоупругих систем.

Рассматривается математическая модель системы с пневмоосновани-
ем, приведенная на Рис. 1.

Расход газа, втекающего в подкупольную полость пневмооснования
(воздушную подушку) Qin, и расход Qout, вытекающего из нее газа, в
случае камерной схемы создания воздушной подушки, равны соответ-
ственно:

Qin = Пβ

√
2(Pr − PQ)

ρ
, Qout = Пµh

√
2

ρ
PQ, (1)
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где П — периметр подкупольной полости; β — характерный размер кла-
пана (диаметр сопла), подающего воздух в подкупольную полость; ρ —
плотность газа; PB — давление в пневмокаркасе; PQ — давление в под-
купольной полости (воздушной подушке); h — воздушный зазор между
пневмооснованием и экраном; µ — коэффициент поджатия струи.

Приравнивая расходы Qin = Qout = Q, получим:

h = h0 = −Qin

µП

√
2

ρ
PQ =

β

µ

√
σ

1− σ
, (2)

где σ =
PB − PQ

PB
= 1− 1

Kp
.

В общем случае, если Qin = Q0 6= Qout, вводится величина Kjet рав-
ная

Kjet =
Qin −Qout

Qin
= 1− h

h0
, (3)

которая определяет часть воздуха Qin, остающегося в подушке.
В случае струйной схемы образования воздушной подушки уравне-

ние изменения x-й составляющей импульса струи (Рис. 1(b)) имеет вид:

ρ(1−Kстр)QV0 − ρQV1 sin θ1 − ρKстрQV1 =

= hPQ + 2βϕ(σ)PB cos θ1,
(4)

где ϕ(σ) — функция, учитывающая распределение давления по стенкам
сопла [1]; θ1 — угол наклона стенки сопла к вертикали; V0, V1 — скорости
на внешней и внутренней границах струи, соответственно, равные V0 =

=

√
2

ρ
Pr, V1 =

√
2

ρ
(Pr − PQ).

При Kстр = 0 из (4) получим

h = h0(σ) = 2β
Q̄− Q̄

√
σ sin θ1 − ϕ(σ) cos θ1

1− σ
, Q̄(σ) =

Q

βν0
. (5)

Исследования [1] показали, что при Kjet = 0 производные равны

dQ

dh
= 0,

dϕ

dh
= 0.

Тогда, выразив из (4), с помощью (5), получим выражение для малых
Kjet:

Kjet = −
(
h

β
− h0

β

)
1−√

σ

2Q̄
=
h0 − h

h1
, (6)

где h1 =
2βQ̄

1−√
σ

.
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Уравнения вертикального движения пневмоупругой системы со
струйной схемой образования воздушной подушки, при PB = const, име-
ют вид:

m
d2y

dt2
= −mg + PQSQ+

+

[
2Пβ(Pr − PQ)− Пβ

√
2ρ(Pr − PQ)

dy

dt

]
cos θ1,

(7)

dPQ

dt
=

(
KстрQ− SQ

dy

dt
+

1

Pr

dWQ

dσ

dPQ

dt

)

WQ
k(PQ − Pa), (8)

где m — масса системы; y — отстояние пневмооснования от экрана; SQ —
площадь воздушной подушки; WQ — объем подкупольной полости пнев-
мооснования; dWQ/dσ — изменение объема подкупольной полости при
деформации; Pa — атмосферное давление; k — показатель адиабаты; Pr —
давление нагнетателя.

Система уравнений (7), (8) для малых отклонений от положения рав-
новесия:

dy

dt
= 0,

d2y

dt2
= 0,

dPQ

dt
= 0, Kстр = 0,

PQ = P0 = (mg − 2ПβPr cos θ1)/(SQ − 2Пβ cos θ1),

h = h0(σ), y = y0 = h0(σ) +H(σ0), σ = σ0, WQ =WQ0,

где H(σ), B(σ) — высота и абсцисса нижней кромки пневмокаркаса ос-
нования, переписывается в виде:

dȳ

dt
= V̄ ,

dV̄

dt
= DP̄ − EV̄ ,

dP̄

dt
= −Aȳ −BV̄ − CP̄ ,

ȳ = y − y0, P̄ = Pr − P0,

A =
1

F

Q

h1
, B =

1

F

(
S +

dh0
dσ

√
σ0

2
√
σ(1−√

σ0)

h1ν0
cos θ1

)
,

C =
Q

FPrh1

(
dh0
dσ

+
dHa

dσ

)
, E =

PrQ

m
cos θ1,

D =
S

m
− П

m
(1− σ)

dB(σ)

dσ
− 2Пβ cos θ1

m
,

F =
WQ0

k(PQ + Pa)
− 1

Pr

dWQ

dσ
.

(9)
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Здесь использовано асимптотическое равенство

h1Kjet = h0(σ
′)− h = y0 −Ha0 − y +Ha + h0(σ

′)− h0(σ0) ≈ −

−ȳ − 1

Pr

dHa

dσ
P̄ − dh0

dσ

(
P̄

Pr
+ 2

√
σ0 (1−

√
σ0) cos θ1

V̄

V̄0

)
,

σ′ =
V1 −

dy

dt
cos θ1

V0 −
dy

dt
cos θ1

≈ σ −
√
σ(1 − σ) cos θ1

V̄

V̄0
.

Согласно критерию Рауса–Гурвица область устойчивости системы (8)
определяется неравенством

(CE +BD)(C + E)−AD > 0. (10)

Для каждого способа образования подушки из (10) нетрудно полу-
чить соответствующее выражение. Например, для камерной схемы с на-
гнетателем, имеющим характеристику Q = Q(Pr) при Pr = const, пре-
небрегая реакцией струй E = 0 и cos(θ1) = 0, получим неравенство
BC −A > 0, что соответствует известному критерию [2]

Q > 2PQ

[
dQ

dPQ
+

Q

SQh0

(
WQ

k(PQ+Pa)
− 1

Pr

dWQ

dσ
−SQ

Pr

dHa

dσ

)]
. (11)

Здесь индексы «0» опущены, но значения с этими индексами соответ-
ствуют равновесным значениям параметров. Предположим, что расход
Q постоянен и, подставив (11), получим:

Q > 2PQ
Пµ

SQ

√
2

ρ
PQ

(
WQ

k(PQ − Pa)
− 1

Pr

dWQ

dσ
− SQ

Pr

dHa

dσ

)
. (12)

Если расход втекающего газа Qin определяется по формуле (1) при
Pr = const, то имеем:

√
σ

1−σ+
√

1−σ
σ

> 2
µPQ

βSQ

(
WQ

k(PQ−Pa)
− 1

Pr

dWQ

dσ
−SQ

Pr

dHa

dσ

)
. (13)

Выведенные критерии (11)–(12) позволяют оценить границу области
устойчивого равновесия пневмоупругой системы со струйной схемой об-
разования воздушной подушки при малых возмущениях из положения
статического равновесия, когда правомерна линеаризация системы урав-
нений вертикального движения системы (7), (8).

С целью оценки поведения пневмоупругих систем при больших от-
клонениях от положения равновесия проведем численное исследование
колебаний системы с помощью ЭВМ.
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Рис. 2. Амплитудные характеристики автоколебательного процесса контакт-
ного взаимодействия с экраном пневмоупругой системы

Вертикальное движение пневмоупругой системы описывается систе-
мой нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка. Пнев-
мооснование системы считается безрасходным с камерной схемой обра-
зования воздушной подушки, наполняемой вблизи экрана скоростным
напором с постоянным расходом. Реакция контактирующих с экраном
секций пневмооснований не учитывается.

Введем следующие безразмерные параметры: P̄Q = PQ/(PQ + Pa) —
относительное давление в подкупольной полости пневмооснования;

Q̄ = Q/ПHa

√
2

ρ
PQ — относительный расход; Ā = A/h — относитель-

ная амплитуда колебаний, где A — максимальное за период колебаний
отклонение системы вверх от положения равновесия.

Исследования показали, что в области неустойчивости в малом Q̄ <
Q̄k, где Q̄k — расход, определенный по критерию (12), пневмоупругая
система при малых возмущениях Ā < Ā∗ переходит с нарастанием ам-
плитуды колебаний из состояния неустойчивого равновесия в режим ав-
токолебаний с фиксированной амплитудой Ā∗ (Рис. 2).
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При возмущениях, отклоняющих систему на величину Ā > Ā∗, си-
стема переходит с уменьшением амплитуды в режим автоколебаний с
той же амплитудой Ā∗, причем каждому значению относительного рас-
хода Q̄ и давления P̄Q соответствует определенное значение амплитуды
автоколебаний Ā∗ (Рис. 2).

В области устойчивости в малом Q̄ > Q̄k пневмоупругая система при-
ходит в положение устойчивого равновесия Ā∗ независимо от величины
начального возмущения Ā0, но это справедливо только для систем с от-
носительным давлением P̄Q < 0.19.

Для систем с относительным давлением в подушке P̄Q > 0.19 возмож-
ны, в зависимости от величины начального возмущения Ā0, два состоя-
ния динамического равновесия.

При начальном возмущении Ā0 < Āk система переходит в состояние
устойчивого в малом положения равновесия с амплитудой Ā∗ = 0. В
случае начального возмущения Ā0 > Āk система переходит в состояние
автоколебаний с амплитудой Ā∗, зависящей от относительных парамет-
ров Q̄ и P̄Q.

Выведенные критерии (12)–(13) позволяют оценить границу области
устойчивости равновесия пневмоупругой системы при малых возмуще-
ниях из положения статического равновесия, когда правомочна линеа-
ризация системы уравнений движения (9).

Рассмотрим случай посадки спускаемой пневмоупругой системы без
принудительного наддува подкупольной полости пневмооснования, заме-
нив его условием

Q0 = −ẆQ = VySQ. (14)

Исследуем систему (9) на асимптотическуюv устойчивость. Предпо-
ложим, что M ≫ m, Ha ≫ h (обычно это выполняется). В этом случае
можно независимо рассмотреть движение спускаемого объекта относи-
тельно опорной поверхности и колебания основания пневмоупругой си-
стемы относительно некоторого условного положения равновесия h = h0.

При этом скорость движения спускаемого объекта и его равновесное
положение h0 меняются со временем, однако при M ≫ m это измене-
ние практически не сказывается на движении пневмоупругой системы за
время, равное периоду колебаний пневмооснования.

Полагая скорость объекта Vy = const, отбросим первое уравнение си-
стемы (9), а для оставшихся уравнений найдем точку условного равно-
весия основания пневмоупругой системы:

ḣ = Vh = 0; V̇h = −g + F (Ha, PQ)/m; ṖQ = −k PQ

WQ
(Q+ ẆQ), (15)

где Vh — скорость изменения воздушного зазора.
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Рис. 3. Упругая характеристика пневмоконструкции

Положим, что упругая сила, действующая на спускаемый объект со
стороны пневмооснования, может быть представлена в виде:

F = −Φ(PQ) [Ha −Ha0(PQ)] , (16)

где Ha0(PQ) — равновесная высота пневмооснования, которая определя-
ется из решения статической задачи упругой деформации пневмокон-
струкции [2]. На Рис. 3 приведены упругие характеристики пневмоосно-
ваний различных конструктивных схем.

Подставим значение F из (16) во второе уравнение системы (15)

V̇h = −g + Φ(PQ)

m
[Ha −Ha0(PQ)] . (17)

Точка равновесия спускаемой системы определяется из следующих
соотношений

Vh = 0, Ha = Ha0(PQ)−
mg

Φ
, Q0 = −ẆQ,

где ẆQ = VySQ.
Учитывая преобладание в точке равновесия сил упругости и дав-

ления над весом оболочек пневмооснования, примем Ha = Ha0(PQ).
Отсюда выразим давление в подкупольной полости основания PQ че-

рез обратную Ha0(PQ) функцию PQ = H−1
a0

= P0, где PQ = P0(Ha).
Воздушный зазор между пневмооснованием и экраном при равновес-

ном положении спускаемого объекта равен:

h0 =
Q0

µD

√
2k

k − 1

∣∣∣∣
PQ

ρ0
− Pa

ρa

∣∣∣∣

≈ −Vy0SQ

µD

√
2

ρ
|PQ − Pa|

. (18)
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Линеаризовав систему уравнений (15), при Ha = y−h = y−h0−∆h =
= Ha0 − ∆h и, учитывая, что Q = Q0 + ∆Q, ẆQ = SV + (SQ − S)Vh,
получим:

d

dt
∆h = ∆Vh, (19)

d

dt
∆Vh = − k

m
∆h+Q0∆Vh − k

m

dHa0

dPQ
∆P, (20)

d

dt
∆P = −k PQ

WQ

Q0

h0
∆h− k

PQ

WQ
(SQ − S)∆Vh−

−kPQ

Vh

µ2h20D
2

Q0

[
PQ

Pa

]1/2
1

ρ0
∆P.

(21)

Полученную систему линеаризованных дифференциальных урав-
нений (19)–(21) запишем в матричном виде:

d

dt




∆h
∆Vh
∆P


 = (22)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0

−

Φ

m
0 −

Φ

m

dHa

dPQ

−k
PQ

WQ

Q0

h0
−k

PQ

WQ
(SQ − S) −

kPQ

WQ

µ2h2D2

Q0ρ0

[

PQ

Pa

]1/k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣





∆h
∆Vh

∆P



 .

Характеристическое уравнение этой системы

a0λ3 + a1λ2 + a2λ1 + a3 = 0, (23)

где a0 = 1, a1 = k
PQ

WQ

µ2h20П
2

Q0ρ0

[
PQ

Pa

]1/k
, a2 =

Φ

m
− k

PQ

WQ
(SQ − S)

Φ

m

dHa0

dPQ
,

a3 = −Φ

m

dHa0

dPQ
k
PQ

WQ

Q0

h0
+

Φ

m
a1.

Система (22) асимптотически устойчива при выполнении следующих
условий (критерий Рауса–Гурвица):

1) a0 = 1 > 0;

2) a1 > 0;

3)

∣∣∣∣
a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣ = a1a2 − a0a3 > 0;
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4)

∣∣∣∣∣∣

a a 0
a a a
0 0 a

∣∣∣∣∣∣
= a3(a1a2 − a0a3) > 0.

Из условий 3) и 4) следует a3 > 0, то есть

Φ

m

[
−dHa0

dPQ
k
PQ

WQ

Q0

h0
+ k

PQ

WQ

µ2h20П
2

Q0ρa

(
PQ

Pa

)1/k
]
> 0.

Отметим, что в областях I, II упругой характеристики (Рис. 3)
dHa0/dPQ < 0, Φ > 0, а в области III — dHa0/dPQ > 0, Φ < 0, поэтому

всегда Φ

(
dHa0

dPQ

)
< 0.

Тогда условие 3) преобразуется к виду

k
PQ

WQ

µ2h2D2

Q0ρa

[
PQ

Pa

]1/k
(SQ − S)− Q0

h0
> 0,

или

k
PQ

WQ

µ2h30D
2

Q2
0ρa

[
PQ

Pa

]1/k
(SQ − S) > 1. (24)

Учитывая (18), имеем

k
PQ

WQ

µ2D2

ρaQ2
0

Q3
0

µ3D3




√

2k

k − 1

∣∣∣∣
PQ

ρQ
− Pa

ρa

∣∣∣∣

3




[
PQ

Pa

]1/k
(SQ − S) > 1,

или

Q0 >
WQρa
PQk

µD

(SQ − S)

[
2k

k − 1

∣∣∣∣
PQ

ρQ
− Pa

ρa

∣∣∣∣
]3/2(

Pa

PQ

)1/k

= Qk. (25)

Условие (19) аналогично условию устойчивости вертикальных коле-
баний аппарата на воздушной подушке [3].

Следует отметить, что в процессе динамического взаимодействия с
экраном скорость спускаемой пневмоупругой системы уменьшается
(что соответствуетv уменьшению Q0) и, начиная с некоторого момента,
условие (25) перестает выполняться, при этом колебания пневмоупругой
системы становятся неустойчивыми.

Преобразуем условие 4):

−Φ
dHa0

dPQ
k
PQ

WQ

Q0

Qk
+Φ

Q0Qk

Qkh0(SQ − S)
> 0,
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или

Φ

[
−dHa0

dPQ
+
Q0

Qk

WQ

(SQ − S)PQk

]
> 0. (26)

Условие (25) всегда выполняется на участках упругой характеристи-
ки I, II (Рис. 3), а на участке III существует некоторая точка, где это
условие перестает выполняться.

3. Выводы

Проведенные исследования позволили сформулировать следующие вы-
воды:

• во всем исследуемом диапазоне параметров отклонения пневмоуп-
ругой системы вверх и вниз от положения равновесия не равны
между собой, а частота колебаний зависит от амплитуды, что свиде-
тельствует о нелинейном характере вертикального движения пнев-
моупругой системы, который проявляется тем сильнее, чем больше
амплитуда колебаний Ā∗ ≫ 1;

• спускаемой пневмоупругой системе присущи автоколебания с ам-
плитудами, зависящими от соотношения параметров;

• критерии, определяющие границы области устойчивого равновесия
пневмоупругой системы, выявленные из анализа линеаризованных
уравнений движения системы правомерны и для нелинейных си-
стем при ограничениях величин начальных возмущений.
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