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Аннотация. Исследуется эффект аэродинамической фокусировки инерци-
онных частиц при симметричном и несимметричном взаимодействии двух
плоских ударных волн в стационарном потоке запыленного газа. Предполага-
ется, что массовая концентрация частиц мала. Траектории и концентрация
частиц определяются численно с использованием полного лагранжева под-
хода. Проводится параметрическое исследование течения с целью найти зна-
чения определяющих параметров, соответствующих максимальному эффекту
фокусировки частиц.
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1 Описание течения фаз

При исследовании течения используются обычные предположения двух-
континуальной модели запыленного газа [1]: частицы — сферы одинако-
вого радиуса σ и массы m. Их объемная и массовая концентрация мала,
столкновения, броуновское и другое хаотическое движение частиц отсут-
ствует. Несущая фаза — совершенный газ с постоянными теплоемкостями
и показателем адиабаты γ = 1.4.

Влиянием частиц на течение газа пренебрегается, поэтому для нахож-
дения параметров газа в областях 1–4 (см. Рис. 1) используются стандарт-
ные соотношения Рэнкина-Гюгонио [2]. В результате решения системы ал-
гебраических уравнений, включающей соотношения Рэнкина-Гюгонио на
всех скачках уплотнения и условие равенства давлений на тангенциаль-
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Рис. 1. Исследуемые режимы взаимодействия ударных волн: а) симметрич-
ное; б) несимметричное

ном разрыве, безразмерные газодинамические параметры определяются
как функции трех параметров: числа Маха M0 и двух углов между прихо-
дящими ударными волнами и направлением невозмущенного потока (ϕ0,
ψ0). В качестве характерных масштабов используются параметры газа в
области 0.

Для описания течения дисперсной фазы применяется полный лагран-
жев метод [3], согласно которому уравнение неразрывности и уравнение
импульсов записываются в следующем виде:

ns|J | = ns0|J0|, (1)

m
d~Vs
dt

= 6πσµ(~V − ~Vs)H(Ms,Res) (2)

Индекс s используется для обозначения параметров дисперсной фазы,
индекс 0 относится к параметрам газа и частиц в области 0. ~V = (u, v) —
скорость; µ — динамическая вязкость газа; ns — числовая концентрация
частиц; J — якобиан перехода от эйлеровых координат x, y к лагранжевым
x0, y0, в качестве которых используются координаты частицы на ударной
волне в начальный момент времени t = 0. В силу стационарности течения
якобиан может быть представлен в виде [3]:

J =
us
u0

∂y

∂y0
− vs
u0

∂x

∂y0
.

Правая часть уравнения (2) представляет собой силу аэродинамиче-
ского сопротивления Стокса с поправочным коэффициентом H(Ms,Res),
который определяется формулами Карлсона-Хогланда [4], аппроксимиру-
ющими экспериментальные данные в широком диапазоне чисел Маха и
Рейнольдса обтекания частиц при больших рассогласованиях скоростей
фаз. Для каждого фиксированного y0 уравнение движения может быть
представлено в виде безразмерной системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений, где в качестве характерных масштабов использованы
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значения параметров несущей и дисперсной фаз в области 0 и длина ско-
ростной релаксации частиц при стоксовском законе сопротивления:

dx

dt
= us,

dus
dt

= µ(u− us)H(Ms,Res), (3)

dy

dt
= vs,

dvs
dt

= µ(v − vs)H(Ms,Res). (4)

Для вычисления компонентов якобиана, обозначенных как dx/dy0 = e,
dy/dy0 = f , dus/dy0 = g, dvs/dy0 = h, используются четыре дополнитель-
ных уравнения, полученных дифференцированием уравнений (3), (4) по
лагранжевой координате y0:

de

dt
= g,

dg

dt
= −µgH + µ(u− us)

∂H

∂y0
, (5)

df

dt
= h,

dh

dt
= −µhH + µ(v − vs)

∂H

∂y0
. (6)

2 Результаты численных расчетов

Замкнутая система ОДУ (3)–(6) решается численно методом Рунге-Кутта
четвертого порядка в каждой из областей, разделенных газодинамически-
ми разрывами. Уравнение (1) позволяет вычислить концентрацию частиц
вдоль траекторий. В результате расчетов получена характерная картина
движения частиц и распределение концентрации частиц в случаях сим-
метричного (Рис. 2) и несимметричного (Рис. 3) течения. Видно, что за
точкой взаимодействия ударных волн траектории пересекаются, возника-
ет область неоднозначности. В симметричном случае в каждую точку об-
ласти неоднозначности приходят три различные траектории, тогда как в
несимметричном — от двух до четырех. Профили концентрации представ-
лены в сечении, нормальном тангенциальному разрыву, где рассогласова-
ние скоростей фаз уже очень мало. На границах области неоднозначности
концентрация частиц неограниченно возрастает. Данная особенность кон-
центрации является интегрируемой, следовательно, модель несталкиваю-
щихся частиц остается применимой [5]. В несимметричном случае концен-
трация имеет локальный максимум на тангенциальном разрыве.

Рассмотрим некоторые количественные характеристики эффекта аэро-
динамической фокусировки частиц. Введем обозначение: 2d — безразмер-
ная ширина области пересекающихся траекторий в дальней, равновесной
по скоростям фаз, области течения. Назовем параметром фокусировки от-
ношение максимального значения начальной координаты D, такой, что
траектория, соответствующая ей, еще попадает в область неоднозначно-
сти, к половине ширины этой области: δ = D/d. Исследуем зависимость
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Рис. 2. Траектории (а) и профиль концентрации (б) частиц в случае симмет-
ричного взаимодействия ударных волн при M0 = 5, ϕ0 = ψ0 = 30◦,

Res0 = 100

Рис. 3. Траектории (а) и профиль концентрации частиц (б) в случае несим-
метричного взаимодействия ударных волн при M0 = 8, ϕ0 = 30◦,
ψ0 = 40◦, Res0 = 500 (ytr — расстояние до тангенциального разрыва)
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Рис. 4. Зависимость безразмерной ширины области неоднозначности (а) и па-
раметра фокусировки (б) от начального числа Маха при ϕ0+ψ0 = 70◦,
Ms0 = 500 (1 — симметричное, 2 — несимметричное взаимодействие)

величин d и δ от определяющих параметров: числа Маха M0 и характерно-
го числа Рейнольдса обтекания частиц Res0 = 2σρ0u0/µ0, при этом будем
считать, что остальные параметры фиксированы, а угол между прихо-
дящими ударными волнами в симметричном и несимметричном случаях
одинаков.

Из Рис. 4 и 5 видно, что ширина области неоднозначности имеет ло-
кальный максимум при некотором значении определяющего параметра
(M0 или Ms0), а при достаточно малых значениях параметров пересе-
чения траекторий не происходит. Эффект фокусировки максимален при
значениях параметров, соответствующих переходу от течений с наличием
«складок» к течениям без образования таковых, поскольку в таком случае
d = 0, а δ → ∞, то есть конечный объем дисперсной фазы стягивается в
бесконечно узкую зону. При увеличении интенсивности ударных волн па-
раметр фокусировки также возрастает, но ширина области пересекающих-
ся траекторий остается при этом конечной. При сравнении симметричного
и несимметричного режимов взаимодействия видно, что область неодно-
значности в первом случае шире, а параметр фокусировки существенно не
отличается, однако в обоих случаях достаточно велик.

3 Заключение

Показано, что за точкой взаимодействия ударных волн формируется узкая
зона аккумуляции частиц. В широком диапазоне определяющих парамет-
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Рис. 5. Зависимость безразмерной ширины области неоднозначности (а) и
параметра фокусировки (б) от характерного числа Рейнольдса при
M0 = 4, ϕ0 + ψ0 = 60◦ (1 — симметричное, 2 — несимметричное

взаимодействие)

ров траектории частиц пересекаются, концентрация сильно возрастает по
сравнению с начальным значением. Установлено, что при малых значе-
ниях числа Маха падающей волны и малых отклонениях закона сопро-
тивления частиц от стоксовского эффект аэродинамической фокусировки
частиц максимален.
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