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Аннотация. Рассматривается двумерное течение ламинарной пленки вязкой
жидкости на однородно или локально обогреваемой пластине в присутствии
потока газа над поверхностью пленки. В случае локализованного нагревателя
получено аналитическое решение для распределения температуры в пленке.
При малой деформации поверхности пленки и слабом теплообмене с газом
найдено аналитическое решение для возмущения толщины пленки. В случае
однородно обогреваемой пластины рассмотрен эффект образования перио-
дической структуры на поверхности пленки. При малой деформации поверх-
ности получена зависимость периода структуры от числа Марангони. Пери-
одические решения появляются только в том случае, если число Марангони
превышает пороговое значение.
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1 Введение

Совместные течения тонкой пленки жидкости и потока газа широко ис-
пользуются в различных технологических устройствах, в частности, для
охлаждения поверхности элементов микроэлектронной аппаратуры. Из-
вестно, что касательные напряжения, возникающие на поверхности плен-
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ки вследствие действия газового потока или термокапиллярного эффекта,
оказывают существенное воздействие на движение жидкости и теплопе-
ренос [1–3]. Следует отметить, что большая часть информации о таких
течениях получена из экспериментов. Различные аспекты этой проблемы
изучались также численными методами [4, 5]. Цель настоящей работы —
разработать упрощенную модель двумерного течения нагреваемой пленки
в присутствие потока газа над поверхностью жидкости и анализ влияния
безразмерных критериев на характер течения.

2 Течение пленки с локальным участком нагрева

Рассмотрим двумерное, стационарное, ламинарное течение пленки вязкой
жидкости толщиной h0 по пластине, образующей угол θ с горизонтом, и
имеющей локально обогреваемый участок длиной l. Поверхность жидко-
сти контактирует с движущимся неограниченным потоком газа. Воздей-
ствие газового потока на движение жидкой пленки учитывается заданным
касательным напряжением на межфазной поверхности τs. Введем декар-
тову систему координат Oxyz так, что ось Ox направлена вниз вдоль пла-
стины, ось Oy перпендикулярно пластине, и примем следующие упроща-
ющие предположения: 1) на участке нагрева 0 < x < l задана плотность
теплового потока в жидкость j; вне участка нагрева поверхность пласти-
ны теплоизолирована; 2) при x → ±∞ температура пленки, температу-
ра окружающего газа и температура пластины равны; теплообмен между
жидкостью и газом определяется законом Ньютона. В безразмерных пе-
ременных распределение температуры жидкости описывается уравнением
теплопереноса
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Здесь u(y) = 3 sin θ · (y − y2/2) + r y — профиль скорости в пленке; Bi =
αgh0/λ — число Био; Pe = Pr ·
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безразмерное касательное напряжение на поверхности пленки. Интегрируя
(1) по координате y с учетом граничных условий (2), получим интеграль-
ное уравнение теплопереноса:
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Рис. 1. Температура поверхности локально нагреваемой вертикальной пленки
1 — Re = 7.5; 2 — Re = 5; 3 — Re = 1.25; 4 — Re = 0

Решение уравнения (3) ищем в виде ряда T (x, y) =

∞∑

n=1

fn(x) · cos(βny).

Здесь cos(βny) — собственные ортогональные функции, которые удовле-
творяют первому граничному условию (2), собственные значения βn есть
корни уравнения Bi·ctg βn = βn. Для fn(x) получаем обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка. На участке нагрева и вне его вы-
бираем соответствующие комбинации линейно независимых решений. На
границах участка нагрева эти комбинации решений сшиваются из условий
непрерывности функций T (x, y) и ∂T (x, y)/∂x.

На Рис. 1 показано рассчитанное в [6] распределение температуры по-
верхности вертикальной пленки Ts(x) при l = 10 и противоточном дви-
жении газа для случая, когда термокапиллярный эффект мал по сравне-
нию с действием газового потока. Протяженность «теплового следа» на
поверхности пленки сильно зависит от числа Рейнольдса жидкости Re.
При увеличении скорости газа (уменьшении Re) область нагретой пленки
становится более локализованной.

В случае покоящегося газа касательное напряжение на поверхности
пленки обусловлено термокапиллярным эффектом. Малое возмущение
толщины пленки H = h(x)− h0 в длинноволновом приближении описыва-
ется линейным уравнением

1

χ
· d

3H

dx3
+

6

5
·
(
1− 5

2Re
· ctg θ

)
· dH
dx

+ 9 ·H = f(x). (4)

Вне участка нагрева комбинацию линейно независимых решений урав-
нения (4) выбираем так, чтобы H(x) → 0 при x → ±∞. На границах
участка нагрева полученные решения сшиваем из условий непрерывности
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Рис. 2. Возмущение толщины вертикалной пленки при различных значениях
расхода. Участок нагрева x > 0; а — Re = 0.1; б — Re = 4

H(x), dH/dx. На Рис. 2 приведены результаты [7] расчета по (4) деформа-
ции поверхности вертикальной пленки вблизи кромки «полубесконечного»
нагревателя. При Re ≪ 1 поверхность жидкости имеет вид горизонталь-
ного валика со склонами примерно одинаковой крутизны (Рис. 2(а)). С
увеличением Re передний склон становится крутым, а задний — пологим.
Провал у переднего склона превращается в малозаметную капиллярную
«рябь» (Рис. 2(б)); амплитуда возмущения с ростом Re резко падает.

3 Периодические структуры на поверхности одно-

родно нагреваемой пленки жидкости

В экспериментах [2, 3] обнаружено, что при увеличении теплового потока
на поверхности пленки кроме горизонтального валика образуются еще пе-
риодические продольные утолщения, а жидкость стекает по нагревателю
в виде системы струй.

Рассмотрим двумерное течение пленки толщиной h(z) по неограничен-
ной однородно нагреваемой пластине, считая деформацию поверхности
пленки длинноволновой. В [8] выведено уравнение для толщины пленки
(в безразмерных переменных):
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Здесь Ts(z) — температура поверхности пленки; Ma =
3
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2
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Рис. 3. Кривые Ma*(Ω) при различных
значениях параметра нагрева-

теля

Рис. 4. Период структуры при
Re = 10.4; кружки —

эксперимент [3]

β = σ0h0/(270 · µ · ν). Исследуемая ситуация принципиально отличается
от случая локализованного нагрева. Там градиент температуры и, соот-
ветственно, деформация поверхности пленки будет при любом тепловом
потоке. Для однородного нагрева это не так. Уравнение (5) всегда имеет
решение h(z) = h0, Ts(z) = const. Вопрос о существовании других решений
не является очевидным.

В [8] найдено периодическое решение линеаризованного уравнения (5)
для возмущения толщины пленки H(z). На Рис. 3 приведены зависимости
Ma∗(Ω), где Ma∗ = Ma/Bi; Ω — волновое число. Кривые Ma∗(Ω) имеют
минимум, поэтому периодические решения появляются только в том слу-
чае, если число Марангони превышает некоторое пороговое значение. Этот
факт согласуется с результатами экспериментов [2, 3]. На Рис. 4 показана
расчетная зависимость периода L структуры от плотности теплового по-
тока j0 (в размерных переменных) в сравнении с опытными данными [3].
Для Re = 10.4 расчет удовлетворительно согласуется с экспериментом,
для Re > 40 расчет дает более резкое падение периода с ростом теплового
потока. Следует отметить, что рассмотренная здесь упрощенная модель
существенно отличается от реальных условий эксперимента. В частности,
в экспериментах всегда фиксировались развитые периодические структу-
ры конечной амплитуды, когда проявляются нелинейные эффекты.
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