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Аннотация. Предлагается математическая модель взаимодействия двух
сферических газовых пузырьков в жидкости. Данная модель представляет
собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
относительно радиусов пузырьков и пространственного положения их цен-
тров. Она отличается от известных в литературе аналогов тем, что допускает
значительно меньшие расстояния между взаимодействующими пузырьками.
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1 Введение

К настоящему времени довольно хорошо изучена динамика отдельного га-
зового пузырька в жидкости [1]. Полученные в этом отношении результаты
имеют важное теоретическое и прикладное значение. Однако в реальных
жидкостях, как правило, присутствует не один, а множество пузырьков,
и свойства жидкостей существенно зависят от характера взаимодействия
между пузырьками. В силу большей сложности этот вопрос является ме-
нее изученным [2].

В настоящей работе рассматривается взаимодействие двух пузырьков.
Важной характеристикой процесса взаимодействия пузырьков является
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отношение ξ = (Ri + Rj)/d < 1, где Ri, Rj — радиусы i-го и j-го пузырь-
ков, соответственно; d — расстояние между центрами пузырьков. Исполь-
зуемые в литературе модели имеют, как правило, третий или четвертый
порядок точности относительно ξ [2–4]. При решении ряда задач, особенно
с близким расположением пузырьков друг к другу, этого может оказаться
недостаточно. В настоящей работе предлагается математическая модель,
в которой порядок точности относительно указанного параметра ξ может
быть произвольным. Это означает, что предлагаемая модель позволяет
изучать взаимодействие пузырьков, расположенных значительно ближе,
чем это можно делать с помощью моделей, предложенных в [2–4].

2 Постановка задачи

Движение жидкости считается потенциальным, пузырьки — сферически-
ми. Уравнения динамики жидкости в терминах потенциала скорости Φ
имеют вид:

∇2Φ = 0, (1)

∂Φ

∂t
+

1

2
∇Φ · ∇Φ+

p− p∞
ρ0

= 0 . (2)

Здесь t — время; p — давление; ρ0 — плотность; p∞— давление на беско-
нечном удалении от пузырьков, изменяющееся по закону:

p∞ = p0 −∆p sinωt,

где p0 — статическое давление; ∆p — амплитуда; ω — частота колебаний.
Уравнение поверхности пузырьков имеет вид:

Fk(x, y, z, t) = 0,

где k = i; j, (x, y, z) — декартовы координаты. Центры пузырьков располо-
жены на оси z так, что zi − zj = d. На поверхности каждого из пузырьков
ставятся кинематические и динамические (по нормали) граничные усло-
вия. В терминах потенциала скорости они имеют вид:

∂Fk

∂t
+∇Φ · ∇Fk = 0, (3)

p+k = p−k + 2µ
∂2Φ

∂r2
− 2σ

Rk
, (4)

где знаки ± указывают на отношение к внешней (+) и внутренней (−)
сторонам поверхности; µ — динамический коэффициент вязкости, nk —
вектор внешней нормали; 2Hk — средняя кривизна поверхности пузырька;
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σ — коэффициент поверхностного натяжения. В силу предположения о
потенциальности движения жидкости динамическое граничное условие по
касательной в постановке задачи не используется. Такой подход является
одним из используемых в литературе способов учета влияния вязкости [5].

Газ в пузырьках принимается c однородным распределением давления,
изменяющимся по закону

p−k =

(
p0 +

2σ

R0k

)(
R0k

Rk

)3κ

, (5)

где R0k, Rk — начальный и текущий радиусы пузырьков; κ — показатель
адиабаты.

3 Математическая модель

При построении математической модели наряду с глобальной неподвиж-
ной системой отсчета (x, y, z) используются две локальные подвижные. В
качестве подвижных применяются сферические координаты (rk, θk, ϕk) с
началом отсчета в центре соответствующего пузырька. Имеет место сле-
дующая связь

x = x(rk, θk, ϕk, τ), y = y(rk, θk, ϕk, τ), z = z(rk, θk, ϕk, τ),

где τ — время в подвижной системе координат.
В подвижных координатах уравнение движения в (2) и кинематическое

граничное условие (3) принимают вид:

∂Φ

∂τ
−wk · ∇Φ+

1

2
∇Φ · ∇Φ+

p+ − p∞
ρ0

= 0, (6)

∂Fk

∂τ
−wk · ∇Fk +∇Φ · ∇Fk = 0, (7)

где wk = wk ·k; wk = żk — скорость движения подвижной системы коорди-
нат; k — единичный вектор оси z; zk — координата центра k-го пузырька.
Здесь и далее верхней точкой обозначается производная по τ .

Потенциал скорости жидкости принимается в следующем виде:

Φ =

∞∑

γ=0

Bγi(τ)Pγi(cos θi)

rγ+1
i

+

∞∑

γ=0

Bγj(τ)Pγj(cos θj)

rγ+1
j

, (8)

где Pγ(η) — полином Лежандра степени γ, η = cos θk.
Уравнение поверхности каждого пузырька в его локальной сфериче-

ской системе координат (rk, θk, ϕk) можно записать в виде:

Fk(rk, τ) = rk −Rk(τ) = 0. (9)
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Подставляя выражения для потенциала Φ из (8) и поверхности Fk(rk, τ)
из (9) в кинематическое условие (7) и учитывая ортогональность полино-
мов Лежандра, получаем следующие выражения для коэффициентов по-
тенциала скорости

B0i = −ṘiR
2
i , B0j = −ṘjR

2
j ,

B1i = −
R3

i zi
2

+
BγjR

3
i

2dγ+2
Cγ1 , B1j = −

R3
jzj

2
+ (−1)γ+1 BγiR

3
j

2dγ+2
Cγ1 ,

Bni =
n

(n+ 1)

BγjR
2n+1
i

dγ+n+1
Cγn , Bnj = (−1)γ+n n

(n+ 1)

BγiR
2n+1
j

dγ+n+1
Cγn ,

n = 1, 2, . . .

Здесь и далее по повторяющимся греческим индексам предполагается сум-
мирование от 0 до ∞.

Система уравнений для радиусов пузырьков и положений их центров
получается из динамического условия (4). Для этого нужно выразить дав-
ление p+k из (6), подставить его в (4). Затем в полученном выражении сле-
дует заменить Φ согласно (8) и Fk(rk, τ) согласно (9), после чего с учетом
ортогональности полиномов Лежандра будем иметь систему следующих
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
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i +
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γi

2R2γ+4
i
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,

(10)

Riz̈i + 5Ṙiżi −
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dγ+2
Cγ1−

− (−1)γ+σ
BσiBγiR

2ς−2
j

2dγ+σ+2ς+2
ςCγςCσς =

p−j − p∞
ρ0

+
4νB0j

R3
j

− 2σ

ρ0Rj
,

(12)



70 Труды Института механики УНЦ РАН, 2007

Rj z̈j + 5Ṙj żj −
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где

αγσς =
2ς + 1

2

1∫

−1

Pγ(η)Pσ(η)Pς (η)dη,

βγσς =
2ς + 1

2

1∫

−1

(1− η2)P ′
γ(η)P

′
σ(η)Pς(η)dη.

Система (10)–(13) решается методом Дормана-Принса восьмого поряд-
ка точности, при следующих начальных условиях

Rk(0) = Rk 0, Ṙk(0) = vk 0, zk(0) = zk 0, żk(0) = wk 0.

4 Иллюстрация применения

Для верификации программной реализации предлагаемой модели было
проведено сравнение с результатами работы [3]. На Рис. 1 приведено из-

Рис. 1. Временные зависимости z-координаты центров пузырьков. Циф-
рами указан порядок точности используемой модели относительно

ξ = (Ri +Rj)/d < 1
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Рис. 2. Временные зависимости z-координаты центров и суммы радиусов пу-
зырьков без учета (a) и с учетом (b) вязкости жидкости. Штриховые
линии — третий порядок точности, пунктирные — пятый, сплошные —

десятый и пятнадцатый

менение z-координаты центров пузырьков, рассчитанное при помощи мо-
дели настоящей работы, и взятое из Рис. 3(а) работы [3]. Решения по-
лучены при следующих входных данных: p0 = 1 бар, ρ0 = 998 кг/м3,
ω/2π = 20 кГц, κ = 1.4, σ = 0.0725 Н/м, µ = 10−3 кг/(м с), ∆p = 1.2 бар,
Ri 0 = 5 мкм, Rj 0 = 7 мкм, zi 0 = 200 мкм, zj 0=0 (d0 = 200 мкм),
vi 0 = vj 0 = wi 0 = wj 0 = 0. Как видно, результаты, полученные с помощью
модели настоящей работы 3-го порядка точности и модели работы [3] так-
же 3-го порядка, с течением времени начинают расходиться. Со временем
это расхождение, будучи сначала незначительным, постепенно возраста-
ет. Такое расхождение объясняется тем, что математическая модель 3-го
порядка точности настоящей работы не является полностью идентичной
математической модели работы [3]. Она совпадает с ней лишь по поряд-
ку точности. Это означает, что результаты применения этих двух моделей
будут близкими лишь тогда, когда слагаемые более высокого порядка ма-
лости, отброшенные в разложениях при получении этих моделей, будут
несущественными. В данной же задаче их влияние с течением времени
оказывается не очень малым, о чем свидетельствует расхождение реше-
ний, полученных с применением моделей настоящей работы 3-го и 5-го
порядков точности. На начальном же отрезке времени, где влияние ука-
занных слагаемых мало, решения с применением всех представленных на
рисунке моделей совпадают. Поэтому можно заключить, что программная
реализация предлагаемой модели выполнена правильно.

Необходимость использования моделей выше 5-го порядка точности от-
носительно ξ = (Ri+Rj)/d < 1 иллюстрируется на Рис. 2. Входные данные
задач, представленных на этом рисунке, следующие: Рис. 2(а) — µ = 0,
∆p = 1.153 бар; Рис. 2(b) — zi 0 = 80 мкм (d0 = 80 мкм). Значения других
параметров те же, что и в задаче, приведенной на Рис. 1. Из Рис. 2 видно,
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что для достижения сходимости численного решения пятого порядка точ-
ности оказывается недостаточно как в первом случае без учета вязкости
жидкости, так и во втором случае с ее учетом.

5 Заключение

Построена математическая модель взаимодействия двух сферических га-
зовых пузырьков в жидкости. От известных в литературе аналогов она
отличается тем, что позволяет рассчитывать динамику пузырьков, более
близко расположенных друг к другу. Это достигается за счет того, что
теоретически она имеет неограниченный порядок точности относительно
малого параметра ξ = (Ri + Rj)/d < 1, где Ri, Rj — радиусы пузырьков,
d — расстояние между их центрами, в то время как порядок точности из-
вестных в литературе аналогов, как правило, не превышает четвертый.
Приведены примеры численных расчетов. Показано, что при достаточ-
но близком расположении пузырьков для получения результатов, соот-
ветствующих исходной постановке задачи в рамках уравнений динамики
жидкости, надо применять модели с более высоким порядком точности,
чем это делается в [2–4].
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