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Влияние сил Стокса и Архимеда

на устойчивость двухфазного потока
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Аннотация. Рассмотрена задача об устойчивости двухфазного потока. ре-
шение уравнений устойчивости выполнено спектральным методом с исполь-
зованием полиномов Чебышева. Установлено уменьшение области устойчи-
вости потока газа при добавлении частиц твердой фазы. Проведен анализ
влияния на характеристику устойчивости сил Стокса и Архимеда.
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Исходная система уравнений для газовзвеси [1, 2], если пренебречь в
ней фазовыми переходами и эффектами сжимаемости, но с учетом силы
Стокса и Архимеда, имеет вид:

– уравнения и неразрывности для газа:
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– уравнения движения и неразрывности для дисперсной фазы:
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где ~v = (v1, v2), ~u = (u1, u2) — векторы скорости для чистого газа и
частиц, p — давление, α — объемная концентрация частиц в дисперсной
фазе, ρ1 — плотность чистого газа, ρ2 — плотность материала частиц,
t – время.

В отличие от других моделей, например [3, 4], модель [1, 2] является
наиболее полной и учитывает одновременно силы Стокса и Архимеда,
градиент давления для частиц и др.

Вопросы устойчивости потоков газовзвесей исследовались в работах
[5, 6] и др. В данной работе на основе уравнений многофазного течения
[1, 2] исследуется устойчивость двухфазного потока газовзвеси в плоском
канале.

Для исследования устойчивости, решение системы (1)–(4) предста-
вим в виде суперпозиции основного ламинарного течения со скоростями
U(y), V (y), давлением P , постоянной объемной концентрацией α0 и ма-
лого возмущения:

~ν = V (y)i1 + ~ν ′(x, y, t), ~u = U(y)i1 + ~u′(x, y, t),

p = P (y) + p′(x, y, t), α(x, y, t) = α0 + α′
0(x, y, t).

(5)

где i1 — единичный вектор по направлению x, ~ν ′, ~u′, p′,α′ — скорости
газа и частиц, давление и объемная концентрация частиц для возмуща-
ющего потока, соответственно. Основное течение представляется реше-
нием уравнений Навье-Стокса для двухфазного потока. При этом пред-
полагается, что скорости и давление возмущающего течения малы по
сравнению со скоростями и давлением основного течения, так что все-
ми квадратичными членами возмущающего течения можно пренебречь
по сравнению с линейными членами [7, 8]. Стационарные скорости для
газа V (y) и частиц U(y) считаются равными, так как их разность для
плоскопараллельных течений мала.

Составляющие возмущения представим в виде:
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Величина w — комплексная и может быть представлена в виде w =
wr + iwi, где wr есть круговая частота отдельного колебания, а wi —
коэффициент нарастания, т.е. величина, позволяющая судить, нарастает
или затухает колебание. В (6) ~v′0(y) = (v′10, v

′
20),

~u′0(y) = (u′10, u
′
20).
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Подставляя (5), (6) в (1)–(4) и пренебрегая членами второго порядка
малости относительно возмущений получим четыре уравнения с четырь-
мя неизвестными, из которых можно получить два уравнения с двумя
неизвестными. Для этого введем две функции тока ψ(x, y), ϕ(x, y), т.е.
положим

−v′10 =
∂ψ

∂y
, v′20 = ikψ, −u′10 =

∂ϕ

∂y
, u′20 = ikϕ.

В результате получаем два уравнения устойчивости:
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где для течения Пуазейля в плоском канале U(y) = 1 − y2, −1 ≤ y ≤ 1,

D = ∂2

∂y2 − k2, k — волновое число; λ = ω
k , λ = λr + iλi, λr — фазо-

вая скорость; λi — коэффициент нарастания частиц в газовзвеси, воз-
мущение задается в виде exp(i(kx + ωt)) с определенной амплитудой;
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9
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Граничные условия для возмущений в потоке Пуазейля для (7), (8)
имеют вид:

ψ(±1) = 0,
∂ψ

∂y
(±1) = 0, (9)

ϕ(±1) = 0. (10)

Равенства (9) являются обычными требованиями непроницаемости и
прилипания для чистого газа, а (10) — условием непроницаемости для
твердых частиц.

Уравнения (7), (8) и граничные условия (9), (10) обладают свойством
инвариантности относительно замены y на −y , поэтому решение можно
искать отдельно для четных и нечетных функций ψ и ϕ.

Как известно, для решения уравнений типа уравнений Орра-Зом-
мерфельда применяются различные численные методы: асимптотиче-
ские методы, методы ортогонализации, дифференциальной прогонки и
др. Здесь был использован спектральный метод, который позволяет
найти весь
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Рис. 1: Кривые нейтральной устойчивости для чистого газа (1), и модели
[1, 2] (2) при f = 0.05, τ = 1

спектр собственных значений и имеет более высокую точность, чем дру-
гие численные методы. В качестве базисных функций здесь использова-
ны полиномы Чебышева. Приближенное решение задачи (7)–(10) будем
искать в виде:

ψ(y) =
N∑

n=0

anTn(y), ϕ(y) =
N∑

n=0

bnTn(y), (11)

где Tn(y) — полиномы Чебышева первого рода, an, bn, n = 1, N — коэф-
фициенты.

Подставляя выражения (11) в (7)–(10) и приравнивая члены при оди-
наковых полиномах Tn(y), получим алгебраическую систему уравнений
относительно коэффициентов an и bn. Для полученной однородной си-
стемы алгебраических уравнений задача на собственные значения реше-
на спектрально-сеточным методом.

На Рис. 1 в плоскости (k,Re), где Re = ρ1vL/µ, L — характерная
длина, µ – вязкость жидкости, приведены кривые нейтральной устойчи-
вости (λi = 0) для одного варианта изменения параметров задачи. Зна-
чение параметра f фиксировано: f = 0.05. Из Рис. 1 видно, что кривая
2 лежит слева от кривой 1. Это означает уменьшение области устойчи-
вости течения при добавлении в поток частиц, характеризуемых срав-
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нительно небольшими временами релаксации. Отметим, что указанный
результат согласуется с выводами, приведенными [4], где предсказыва-
лось уменьшение критического числа Рейнольдса при τ → 0 (случай
мелких частиц). Однако, интересным является тот факт, что при ис-
пользовании модели [1, 2] с учетом силы Стокса и Архимеда эти выводы
оказываются верными не только для τ → 0, но и вплоть до значений
параметра τ ≈ 6. Установлено, что существует определенный интервал
времени релаксации, когда поток наиболее устойчив. Влияние силы Ар-
химеда обнаружено только при больших значениях времени релаксации
частиц.
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