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Аннотация. Проводится сравнительный параметрический анализ систе-
мы уравнений, описывающей несферические колебания газового пузырька
в несжимаемой идеальной жидкости при учете членов до второго порядка
малости по амплитуде возмущения поверхности. Были проведены числен-
ные расчеты данной системы уравнений для различных параметров (на-
чальное отклонение от сферы, амплитуда давления, начальный радиус) и
для различных законов изменения приложенного давления.
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1 Постановка задачи

Рассматривается одиночный газовый пузырек в безграничной идеальной
несжимаемой жидкости плотности ρl, который в равновесном состоянии
имеет сферическую форму радиуса R0. Под действием изменения давле-
ния в жидкости пузырек совершает колебания около своего начального
положения. Если имеется сколь угодно малое отклонение от сфериче-
ской формы, то при изменении давления в жидкости колебания пузырь-
ка происходят с нарушением сферической симметрии. Предполагается,
что массовые силы отсутствуют и давление газа внутри пузырька изме-
няется адиабатически.

Форму поверхности пузырька будем принимать в виде эллипсоида
вращения. В таком случае радиальная координата поверхности пузырь-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект № 02-01-97912)
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ка будет подчиняться закону:

rs = R(t) + a(t)P (cos θ).

Здесь R(t) — радиус сферического пузырька, a(t) — амплитуда возму-
щения поверхности пузырька, P (cos θ) — полином Лежандра второй сте-
пени:

P (cos θ) =
3

2
cos2 θ − 1

2
.

Предполагается, что

|a(t)/R(t)|3 ∼ ε, (1)

где ε — величина, которой можно пренебречь по сравнению с единицей.
Тогда несферические колебания пузырька описываются следующей

системой обыкновенных дифференциальных уравнений относительно
функций R(t) и a(t) [1]:
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Ṙȧ+

7

30
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В случае малых возмущений поверхности, когда вместо условия (1)

выполняется условие:
|a(t)/R(t)|2 ∼ ε,

из (2) имеем систему уравнений [2]:
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Предполагаем, что давление газа внутри пузырька подчиняется адиа-
батическому закону. Тогда получим следующее выражение для давления
газа в пузырьке:
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Давление жидкости на бесконечности p∞ будет задаваться в следу-
ющих параграфах исходя из различных законов нагружения.

Начальные условия для нахождения функций R(t) и a(t):

R(0) = R0, Ṙ(0) = 0; a(0) = a0, ȧ(0) = 0.

Величина δ = a0/R0 является малой по сравнению с единицей. Таким об-
разом, считаем, что в начальный момент времени есть малое отклонение
поверхности от сферичности.

2 Зависимость интенсивности колебаний от на-

чального отклонения от сферы

Пусть система пузырек—жидкость выводится из состояния покоя пу-
тем изменения давления жидкости скачком:

p∞ = p0 +∆P, (5)

где p0 — начальное давление, ∆P — величина изменения давления в
жидкости в момент времени t = 0.

В данном разделе приведем результаты анализа влияния начально-
го отклонения поверхности пузырька от сферы, то есть для различных
значений параметра δ.

Для интегрирования системы обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка использовался метод Рунге—Кутты, осно-
ванный на формулах Дормана–Принса с автоматическим выбором ша-
га [3]. Брались следующие значения физических параметров: ρl =
103 кг/м3, σ = 0.073 Н/м, p0 = 105 Па, γ = 1.4. Начальный радиус
пузырька принимался равным R0 = 5 мкм.

На Рис. 1 показаны нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0 при
изменении давления жидкости в момент t = 0 скачком на величину
∆P = 0.27 · 105 Па для разных значений δ = 10−1 ÷ 10−6. Сплош-
ной линией изображены функции, рассчитанные по нелинейной системе
уравнений (2), пунктирной линией — функции, рассчитанные по системе
уравнений (3).

Видно, что наибольшие отличия имеют место в случае δ = 10−1 как
для сферического движения, так и для амплитуды возмущения (мак-
симальное значение a(t)/R0 здесь больше, чем для остальных случаев).
Когда δ = 10−3 ÷ 10−8 максимальные и минимальные значения функ-
ции R(t) остаются постоянными в каждом периоде колебания пузырька.
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Рис. 1: Нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0 в зависимости от
времени для различных безразмерных начальных отклонений от сферы
δ (R0 = 5 мкм, ∆P = 0.27 · 105 Па). Экспоненциально возрастающее
решение (пунктирные линии) – решение системы уравнений (3)

Практически не меняются и максимальные отклонения функции a(t).
Это продемонстрировано на Рис. 2, где изображен нормированный гло-
бальный максимум |amax/R0| амплитуды возмущения в зависимости от

δ. Относительная погрешность

∣∣∣∣
amax1 − amax2

amax1

∣∣∣∣ · 100%, когда, например,
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Рис. 2: Зависимость максимального значения функции a(t)/R0 от на-
чального отклонения от сферы δ (R0 = 5 мкм, ∆P = 0.27 · 105 Па)

amax1 – это максимальное значение функции a(t) в случае δ = 10−6, а
amax2 – в случае δ = 10−3, равна ≈ 3.5%. При малых δ меняется только
масштаб времени, на котором достигается этот глобальный максимум.
При этом частота биений становится меньше. Объясняется это тем, что
с уменьшением начального отклонения поверхности от сферичности мо-
мент времени, когда начинает сказываться влияние нелинейных членов,
настает позже. На Рис. 1 видно, что при меньших значениях δ функ-
ции, рассчитанные по системам уравнений (2) и (3), совпадают в тече-
ние большего промежутка времени, когда эти функции возрастают по
экспоненте.

Таким образом, от величины начального отклонения от сфериче-
ской формы зависят как время возрастания несферических колебаний
пузырька и их амплитуды, так и частота биений. При этом частоты
несферических и сферических колебаний практически не зависят от нее.
Указанное выше время возрастания удовлетворительно определяется из
системы уравнений Плессета. Начиная от значения безразмерного от-
клонения, равного δ = 10−3, характер изменения функции a(t) с даль-
нейшим уменьшением δ не меняется, уменьшается лишь частота биений.
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3 Зависимость интенсивности колебаний от при-

ложенного давления

В данном разделе проведем сравнение несферических колебаний
пузырька для пяти различных законов приложенного давления:

а) заданное формулой (5);
б) p∞ = p0 −∆P , t ∈ [0,∞];

в) p∞ =

{
p0 −∆P sin(ωt), t ∈ [0, T/2]
p0, t > T/2

; (6)

г) p∞ =

{
p0 −∆P sin(ωt), t ∈ [0, T ]
p0, t > T

;

д) p∞ = p0 −∆P sin(ωt), t ∈ [0,∞].
Здесь ω – угловая частота (в расчетах бралось ω = 2π ·20 кГц), T = 2π/ω
– период колебания внешнего давления.

На Рис. 3, 4 и 5 показаны нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0

для этих законов приложенного давления соответственно при значениях
параметра ∆P/p0 = 0.27, 0.7 и 1.1. Безразмерное начальное отклонение
от сферы принималось равным δ = 10−3. Видно, что при относительно
малом ∆P наибольшее отклонение от сферических колебаний достига-
ется, когда внешнее давление задается по а) (Рис. 3). При задании дав-
ления по законам б)–д) функция a(t)/R0 находится в промежутке [−δ, δ].
Можно говорить об устойчивости колебаний по сферической форме.

При ∆P = 0.7 · 105 Па (Рис. 4) колебания в случае а) происходят с
большой амплитудой и становятся нерегулярными. В некоторые момен-
ты времени перестает выполняться условие (1), что приводит к накоп-
лению ошибок и к остановке программы счета. В случаях г) и д) имеет-
ся небольшое увеличение максимальной амплитуды колебания функции
a(t). Также отсутствует влияние несферических составляющих колеба-
ний на сферические (кроме случая нагружения а), когда a(t) становится
большой).

Когда ∆P = 1.1 · 105 Па (Рис. 5), картина усложняется. В случае а)
сохраняется тенденция к возбуждению сильных несферических колеба-
ний, отмеченная выше. Счет прекращается уже при t ≈ 7.5 мкс. Таким
образом, после семи–восьми периодов сферических колебаний происхо-
дит резкая раскачка несферических колебаний, что приводит, как можно
предположить, к разрушению пузырька.

В случае б) сферический радиус неограничено растет. При этом с его
увеличением амплитуда возмущения поверхности a(t) стремится к нулю,
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Рис. 3: Нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0 в зависимости от
времени для различных видов изменения давления p∞ при ∆P = 0.27 ·
105 Па и δ = 10−3. Изменение давления в жидкости по времени задано
в (6)
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Рис. 4: Нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0 в зависимости от
времени для различных видов изменения давления p∞ при ∆P = 0.7 ·
105 Па и δ = 10−3

то есть с расширением пузырек стремится к своей сферической форме.
Случай в) рассмотрим подробнее в следующем разделе. Отметим,

что счет прекращается до того, как внешнее давление совершит пол-
ный период колебания, поэтому функции для случаев г) и д) (Рис. 5)
совпадают.

На Рис. 6 показаны графики этих же функций при меньшем значе-
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Рис. 5: Нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0 в зависимости от
времени для различных видов изменения давления p∞ при ∆P = 1.1 ·
105 Па и δ = 10−3

нии ∆P = 1 · 105 Па только для случаев г) и д) для того, чтобы пока-
зать их различия при t > T . Видно, что при t > T в случае г), когда
внешнее давление остается постоянной величиной, функции R(t) и a(t)
становятся периодическими и не растут со временем. Таким образом,
в этом случае имеют место устойчивые несферические колебания боль-
шой амплитуды (a/R0 ≈ 0.4). Для случая д), когда внешнее давление



М. А. Ильгамов, Э. Ш. Насибуллаева, Д. В. Кондратьев 187

0 20 40 60 80

1,0

1,5

 

 

 

 

0 20 40 60 80

-0,4

0,0

0,4

^�

]�

W��fdk�W��fdk�

R(t)/R
0

a(t)/R
0

 

 

 

0 20 40 60 80

1,0

1,5
 

 

 

0 20 40 60 80

-0,4

0,0

0,4

 

 

Рис. 6: Нормированные функции R(t)/R0 и a(t)/R0 в зависимости от
времени для давления p∞, изменяющегося по законам г) и д) формулы
(6), при ∆P = 1 · 105 Па и δ = 10−3

продолжает меняться по периодическому закону, функция a(t) изменя-
ется непериодически и сильный рост ее к моменту t ≈ 70 мкс приводит
к остановке программы. Из графика a(t)/R0 видно, что при росте ра-
диуса сферы (увеличение R(t)/R0) возрастает и период несферических
колебаний (около t = 55 ÷ 70 мкс).

На Рис. 7 показаны графики для случая д) при ∆P = 0.99147·105 Па.
Видно, что в первом сферическом колебании, когда амплитуда возмуще-
ния мала и не влияет на функцию R(t), пузырек устойчив. Во втором
колебании R(t) достигается бо́льшая раскачка, которая имеет характер
параметрических колебаний. В третьем колебании R(t) увеличение ам-
плитуды a(t) приводит к остановке программы. Отметим, с возрастанием
несферических составляющих колебаний при уменьшении сферического
радиуса R(t) (второй и начало третьего периода колебаний на Рис. 7)
заметно более сильное изменение давления в пузырьке p1(t) (в соответ-
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Рис. 7: Нормированные функции R(t)/R0, a(t)/R0 и p1(t)/p0 в зависимо-
сти от времени для давления p∞, изменяющегося по закону д) формулы
(6), при ∆P = 0.99147 · 105 Па и δ = 10−3

ствии с (4)).

4 Устойчивость сферической поверхности пу-

зырька при его сильном сжатии

На Рис. 5(в)–(г) пунктирной линией показан момент времени t = T/2.
До этого момента функции R(t), а также a(t), для каждого рассматри-
ваемого случая совпадают. Видно, что с течением времени амплитуда
возмущения поверхности a(t) становится больше, причем при каждом
последующем сжатии максимальное значение амплитуды возмущения
увеличивается. Как указывалось выше, вопрос об устойчивости поверх-
ности связан с амплитудой возмущения a(t).

Существуют различные виды неустойчивости поверхности колеблю-
щегося пузырька (см., например, работу [4]), основными из которых яв-
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Рис. 8: Функции R(t)/R0, a(t)/R(t), a(t)/R0 и R̈ в зависимости от вре-
мени для случая в) при ∆P = 1.1 · 105 Па

ляются параметрическая неустойчивость и неустойчивость Тейлора. По-
следняя имеет место, когда ускорение направлено от менее плотной к бо-
лее плотной жидкости [5] (в нашем случае — от газа к жидкости), то есть
когда ускорение поверхности раздела положительно (R̈ > 0). Парамет-
рическая неустойчивость имеет место, когда система за много периодов
колебаний накапливает возмущения поверхности (начиная от начально-
го отклонения a0), что при сильном росте может привести к разрушению
пузырька. Вопрос об определении типа неустойчивости является отдель-
ным вопросом, представляющим большой интерес, и требует более де-
тального исследования. Поэтому в данном разделе рассмотрим только
вид функций a(t), характеризующих пузырек при его неустойчивых ко-
лебаниях.

На Рис. 8 показан более подробно случай в), где приведены также
функции a(t)/R(t) и R̈. При значительных изменениях текущего ради-
уса R(t) более показательным может быть отклонение a(t)/R(t), чем
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Рис. 9: Функции R(t)/R0, a(t)/R(t), a(t)/R0 и a(t)/a0 в зависимости
от времени t, а также функция (R(t) + a(t))/R0 в зависимости от от-
носительного времени t − tc (tc = 27.7651811 мкс) для случая г) при
∆P = 1.35 · 105 Па

a(t)/R0, как до сих пор приводились на всех рисунках. Видно, что рост
амплитуды возмущения происходит именно тогда, когда R̈ > 0 (рез-
кое торможение движущейся к центру пузырька поверхности раздела).
Хотя это выполняется в течение малого промежутка времени, но этот
вклад может оказаться достаточным для того, чтобы развилась неустой-
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Рис. 10: Нормированные функции R(t)/R0, a(t)/R0 в зависимости от
времени для различных начальных радиусов R0 = 5, 10 и 20 мкм при
изменении давления по (5) c данными ∆P = 0.7 · 105 Па и δ = 10−3

чивость поверхности. В данном случае возникающая неустойчивость
может быть либо параметрической, либо ее комбинацией с неустойчи-
востью Тейлора. Роль последней может возрастать для более высоких
форм несферических колебаний.

На Рис. 9 показан случай внешнего давления г) из формул (6) при
значении ∆P = 1.35 · 105 Па. Как уже отмечалось выше (Рис. 5), при
радиальном расширении пузырька, имеющиеся несферические колеба-
ния затухают. Это видно и по графикам a(t)/R0 и a(t)/a0 на Рис. 9.
В моменты схлопывания происходит кратковременное усиление несфе-
рического движения. Здесь более детально изображен график функции
a(t)/a0 в момент первого схлопывания в наносекундах. На нижнем гра-
фике приведена функция (R(t) + a(t))/R0, что показывает изменение
верхней точки поверхности пузырька со временем в окрестности того
же первого коллапса, а также показано изменение формы пузырька в
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Рис. 11: Нормированные функции p1(t)/p0 в зависимости от времени при
несферических колебаниях (сплошные линии) и при сферических коле-
баниях (пунктирные линии) для внешнего давления, заданного форму-
лой (5), в случаях (а) ∆P = 0.7 · 105 Па и (б) ∆P = 1.1 · 105 Па

интервале менее одной пикосекунды. В момент наибольшего сжатия пу-
зырька происходит сплющивание, затем быстрый переход в небольшое
вытянутое состояние и восстановление его сферической формы. При сле-
дующем схлопывании эта картина в основном повторяется, но с больши-
ми отклонениями от сферичности. В отличие от случая, разобранного
выше (Рис. 8), здесь сжатие пузырька значительно больше (отличается
почти в 100 раз от начального).

5 Зависимость интенсивности несферических

колебаний от начального радиуса пузырька

На Рис. 10 приведены графики функций R(t)/R0 и a(t)/R0 для раз-
личных значений начального сферического радиуса R0 = 5, 10 и 20 мкм,
когда внешнее давление изменяется по закону (5) с фиксированными ве-
личинами ∆P = 0.7 · 105 Па и δ = 10−3. Видно, что в рассматриваемом
случае по принятой модели увеличение начального радиуса пузырька
приводит к стабилизации колебаний его поверхности. Это следует из ре-
зультата: при начальном радиусе R0 = 5 мкм имеются большие несфе-
рические колебания поверхности, а для пузырьков с начальными ради-
усами R0 = 10 мкм и R0 = 20 мкм функция a(t)/R0 ∈ [−δ, δ], то есть
амплитуда возмущения поверхности в последних двух случаях остается
ограниченной с течением времени. Чтобы выявить природу этого явле-
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ния нужно провести более тщательное исследование при разных часто-
тах возбуждения.

6 Сравнение параметров в пузырьке при сфери-

ческом и несферическом сжатии

Сравнение давления газа в пузырьке p1 по формуле (4) при сфе-
рическом и несферическом колебании пузырька с начальным радиусом
R0 = 5 мкм проводится для различных значений изменения давления
∆P . Анализ показывает, что при малых несферических колебаниях по-
верхности практически нет различий между двумя режимами.

На Рис. 11 приведены графики при относительно больших коле-
баниях поверхности для величины изменения внешнего давления (а)
∆P = 0.7 · 105 Па и (б) ∆P = 1.1 · 105 Па. С некоторого момента време-
ни функции p1(t) в случаях сферических и сферическо—несферических
колебаниях пузырька перестают совпадать. Это означает, что имеются
заметные различия в изменении давления газа в пузырьке при сфериче-
ском и несферическом сжатии при данных режимах колебаний.

7 Заключение

Проведен сравнительный параметрический анализ для нелинейной
системы уравнений, описывающей несферические колебания газово-
го пузырька в идеальной несжимаемой жидкости. Установлено, что с
увеличением начального отклонения поверхности пузырька от сферы
несферические колебания его происходят с большей амплитудой, возни-
кают раньше, а биения имеют большую частоту. При уменьшении на-
чального отклонения достаточно брать безразмерное начальное откло-
нение от сферы δ = a0/R0 = 10−3. Дальнейшее уменьшение данного
параметра не приводит к значительному изменению характера колеба-
ния пузырька (кроме частоты биения), но требует более значительной
затраты времени расчета.

Сравнение колебаний для различных видов приложенного давления
в жидкости показывает, что более глубокое сжатие пузырька при устой-
чивых колебаниях, имеющих место при небольшом значении ∆P , дает
давление, заданное формулой (5). При бо́льших значениях ∆P более
глубокое сжатие имеет место в случаях в)–д) по формулам (6). При
коллапсе развивается неустойчивость сферической формы, которая в
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дальнейшем может приводить к разрушению пузырька. При увеличе-
нии начального радиуса пузырька при одной и той же частоте внешнего
возбуждения наблюдается тенденция к стабилизации колебаний поверх-
ности. Наличие несферической составляющей колебаний приводит к из-
менению максимальных значений колебаний давления в пузырьке.

Учет сжимаемости и вязкости жидкости может значительно изме-
нить полученные здесь результаты.

Авторы благодарны Р. И. Нигматулину, А. А. Аганину и участникам
семинара Института механики УНЦ РАН за обсуждение результатов.
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